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1.

10.

11.

12.

13.

Determine o dominio de definigao das seguintes fungoes:
1—x
(@) f@) =115 B @) =v2+z—a® (o) =[(2) =In(z® - 4).

Determine, se possivel, a inversa de cada uma das seguintes fungoes:
21’

(a)y=2x+3;, (b)y=2++Vx+1; (c)yz;—l; (d) y = arc tg3ux; (e)yzlng.

Simplifique as seguintes expressoes, onde a € R* \ {1}:

(a) 52—log5x; (b) 3210g3(z+1); (C) 63 logs 2—2logg 3 (d) a(27loga z)/3.

3

10(m+1)27x

(16)" - 100(=+%)

(e) e721ose™; () qloe2H1owe;  (g) log, (47 - ¢/1);  (h) logy,

Resolva as seguintes equacoes:

1 1
(a) logz z = 5t logg(4z +15);  (b) ™2 —42%e” =0; (c) 97" 57 — Tk

Investigue quais das fungoes sao pares e quais sao impares:
(a) y =sinz?® (b) y=e"; (c)y=log(z+V1+2?) (d)y= cos(sin(z)).
Calcule a derivada da fungao y = |z|, para = # 0. Se x = 0, existird a derivada?

Determine as derivadas das funcoes seguintes:

se x < 4,
se x> 4.

=" m)y= {15 (@ y=6sem(et1)+3eos(Ta) () y=cos(l + tga)
@ y=a"+as (y=acigr:  (g)y= oo
x x
Determine as derivadas das funcoes seguintes:
senx, sex >0, —2r—1, sex < -1,
a) f(z) =<0, sex=0, b)flz)=<2?, se —1<z2<0,c) f(x):{|1x2’2x
r+2°, sex<0; senx, se x > 0; ’

Considere as funcoes f, g e h tais que

r+In2—2x), sex<l, | xsen=
e, sex > 1, eh(x){

f(x) =1+ |Senx|7 S [0727T]7 g(x) = { 1-x

Mostre que as fungoes dadas sao continuas, mas nao derivaveis em alguns pontos.
Determine os valores maximo e minimo das fungoes abaixo definidas, no intervalo indicado.
(a) f(g';):l—zQ’ IE[O,I], (b) f(x):|o:|, T e [_171]5 (C) f(x): senx, I€[0,2]

Averigtie se as fungdes a seguir indicadas tém algum extremo relativo para x = 2:

22, se x < 2, 22, se x < 2,
(a) f(z) =4 4, sex =2, (b) f(z)=1< 1, sex =2,
r+5, sex>2; 2248, sex>2.

A eficicia de determinado analgésico ¢ horas apds ter sido ministrado (tomado) pode ser significativamente bem

1
modelada pela seguinte funcdo E(t) = o7 (9t + 32 — t3) , 0 <t < 5. Determine a taxa de alteracao de F

relativamente a ¢ nos seguintes casos: passada 1 hora; passadas 4 horas.

A variagdo da temperatura (em graus Farenheit) de um dado alimento num frigorifico pode ser bem modelada

pela seguinte funcao:
4t% 4 16t + 75

T(t) = 10—
®) 2 4+4t+10

>0,

onde t representa o tempo decorrido em horas.

se x # 0,
se x = 0.



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

(a) Qual é a temperatura inicial do alimento?
(b) Qual a temperatura limite a que poderd chegar o alimento se se deixar indefinidamente no frigorifico?
(c) Determine a taxa de alteragido de T para t = 10 horas.
A concentracio [S] de uma certa substancia durante uma reaccio enziméatica é dada por [S] = [Sole™ 23! onde ¢
¢ o tempo decorrido em segundos, k é uma constante e [Sp] é a concentragio da substéncia no inicio da reacgdo.
(a) Arbitrando valores para k > 0 e [Sp| trace um gréfico de [S] em funcdo de t.
(b) Mostre que usando uma mudanga de varidveis conveniente se obtém um modelo linear simples (expresso

por uma funcdo cujo esbogo do gréfico é uma recta).

Pensa-se que uma quantidade que esta a ser objecto de estudo cresce exponencialmente com o tempo. Vérias
medicoes deram os seguintes resultados:

Tempo (em minutos) | 0 | 1 2 3 4 5
Quantidade 2|15 | 111 | 844 | 6328 | 47461 |

Serd de facto um crescimento exponencial? (Sugestdo: procurar uma funcdo definida por uma expressao da
forma ce® onde ¢ e a sao constantes a determinar.)

Para temperaturas ¢ (em °C') no intervalo [—50, 150] a pressdo P de uma botija de gds varia com a temperatura
segundo uma lei do tipo P(t) = Mt + b, onde M e b s@o constantes. Suponha que um aumento de 40 graus na
temperatura causa um aumento na pressao na ordem dos 50 milibares.

(a) Qual a taxa de variagao da pressdo em relacao & temperatura?

(b) Que mudanga de temperatura provocaria uma queda de pressdo da ordem de 9 milibares?
Uma bateria de voltagem fixa V e resisténcia interna fixa r estd ligada a um circuito de resisténcia variavel R.

Pela lei de Ohm, a corrente I no circuito é dada por I = V/(R + 7). Se a forca resultante é dada por P = IR,
mostre que a forga maxima ocorre se R = r.

Um fabricante de frascos tem um custo de produgao didrio ¢(x) = 180 — 10z + ixz, em que z representa o nimero
de frascos produzidos. Quantos frascos devera fabricar por dia, por forma a minimizar o custo?

Para f(z) = |z|, mostre que f(—1) = f(1), mas f’(c) # 0 para todo o ¢ no intervalo | — 1,1[. Estard este facto
em contradi¢do com o Teorema de Rolle?

Use o Teorema de Rolle e o Teorema de Bolzano para provar que: f(x) = 2® + 3z + 2 tem um s6 zero real;
f(x) = 23 — 32 + 1 tem trés zeros reais.

Determine o dominio de definicdo, o dominio de continuidade e a segunda derivada da funcao:

—23 + 4log,» |z + 6], se x > =5,
T) = 1 235
/(@) 23tg(x—%+5)—§a:2—7—26x, se z < —b.

Represente graficamente as seguintes funcoes:

22z +4 2
(a)y:w; (b)y=323—9z+1; (c)y= 295. (d) y = V322 — 2.

r—2 T 1’
Determine:
. x®—62%+8x—3 _ . €” , 1
R L R Sy D IR e T
2z
1 1 1 3 1
li - — f) 1 — li 14— h) i B
© Lﬂ( ) 0 lim wsen s (&) xffm( u) b lim @
1 z+1
() fim, (sena) 00 (fy) 00 et e 0 e
Verificando que nao pode usar a regra de L’Hospital, calcule os seguintes limites:
- 2sen L — 2sen +
() lim TS ) him 2P E s (o) him 25T (@) lim e
z—+400 x z—0 x z—+o00 T + senx z—0 senzx

1
Considere a fungao real de varidvel real definida por f(x) = © — —. Indique o dominio de f e mostre que f é
x

fmpar. Serd injectiva? Esboce o grifico da restrigdo de f a | — 00, 0] e, usando o facto de f ser impar, complete
o grafico de f.
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26.

27.

28.

29.

30.

31.
32.

Sejam F' e G primitivas de f e g, respectivamente. E verdade que:

(a) F+ G é uma primitiva de f + g?
(b) FG é uma primitiva de fg?
(¢) F/G é uma primitiva de f/g?

Seja F' uma primitiva de f. Prove que:

(a) se F' é uma funcao par, entdo f é uma fungao impar;

(b) se F é uma fungao fmpar, entdo f é uma fungdo par.

Calcule as primitivas das fungoes indicadas:

2 2
+1)(z* —2) Inx

. . b b 3)\2. (x . d .
(a) beii:”fﬁ{l - <>§a+ 2 @ T @

e 4+ oln(l +x°) + senx + cosx

. f) = 1 . . h 42—31.

(e) L 1a? ;o (D) xseg(nx), g 7(:%133 (h) ;
. sen 2x .. sen3x 2
(i) 0) a3, (k) ™" —o—; (1) e* 743 (2 4 2);

V1 +286H 2y’

(m) 1 T 1

(n) (p)

Vi— a2 Vi6— 922 Vi—at 9+ da?’
(@) BT (r) . (s) cos ——; (t) a® cos (a®);
Y1 sen2z’ 8+ 5’ V2’ 7
(u) sen (cosz)sen; (v) sec? (13 — 22%); (w) @; (x) cosec? (\/gx + 5);
(v) @ cosec? (32°); (2) m; (o) V2 sec (522 4+7);  (B) a®* cosec (a**);

1
1 223
— §) ———— + sec*(5z).
sen (L)’ () sen? (3z4) +sec”(5z)

Calcule, utilizando o método de primitivagdo por partes, as primitivas das fungdes definidas pelas expressoes
analiticas:

(a) 3 (2 +3); (b) (Inz) 2z +3); (c) 2°Ina; (d) e"senx;  (e) esenbx;  (f) Sj;x;
(g) xcosm; (h) zsec? x; (i) (1 —x)e**; () In 1 i_ i; &) In(z+1)% (1) In (a® + 2%);
(m) In (lxn 33); (n) sen (Inz); (0) cos (Inz); (p) arc tg %; (q) sec® x; (r) zsenz cosx.

Calcule, utilizando o método de substituicao, as primitivas de:

(a) 224 —a2  (b) ﬁ; (c) M;

12 T er 41

T 1 1

d) ——; ; f) ——.
()1+x1/2’ (©) (x—2)/(z—22-1 ()3+2608$

Determine uma fungao F tal que F”(z) =2z~ F'(1) =3 e F(1) = 0.
Para cada uma das fungoes definidas em R pelas expressoes

x
14 24

cos(2x — %) e

obtenha, se possivel,

(a) a primitiva que se anula em z = 0;

(b) a primitiva que tende para 1 quando z tende para +oo;

Se para algum caso for impossivel obter uma primitiva que verifique a condigao requerida, explique a razao dessa
impossibilidade.



33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Em cada uma das alineas seguintes, determine o valor do integral definido, identificando-o com uma area que
indicara:

2 2 3 a
(a) / (2x + 6) dx; (b) / (7 — 3z) dux; (c) / V9 —az2dx; (d) / Va2 —z2dx,a>0.

-3 —1 0 —a

Mostre que, se f é integravel em [—a, a], entao

(a) ’ f(x) dx:2/0af(a:) dz, se f é par;

—a
a
(b) f(x) dx =0, se f é fmpar.
—a
Faga uma interpretacao geométrica destes resultados.

Aplicando o exercicio anterior, mostre que sdo nulos os seguintes integrais:
1

1
a)/ 2oV 2t 4+ 1 da; (b)/ x.sen’x du.
—1

-1

Calcule os seguintes integrais definidos:
4 3 1 e
1-4 1
a x dx; b —— dux; C rlnx dr;
1 2
3 r—X 1 1"‘3': 1
1 1 e? 2
arc tgx In (In z%)
d tgx? du; —d f —— dx;
(@) [ ware tga o <>/ T ()/62 )
T T 202 —x +1
Y dr; / tg x d i / T N
(g)[ir sen”x dx o g2z du; (i) 1 3(x+1)(x2+1) x
B sen x
j cos bx sen 2z dx; / / dx;
(J)/o 3 0, Va 4+12
T —
3 2 _dx —5|) dx; dz; ————— dz;
(m)/,Q(gj_Hx z—5|) dz; /0 €2$+36I+2 (O)/3 Bz _2g O
o2 -1 0
—— dz; —d
® [ e @ @ [, o
Calcule
27 2
(a)/ |cos | dx; (b)/ x|z| dx.
0 -1
Calcule

/1 dx
o (14a2)?

usando a mudanga de varidvel x = tgt.

Seja f uma funcédo integravel no intervalo [a,b]. Sejam m e M, respectivamente, um minorante e um majorante

da fungéo f no intervalo [a,b]. Prove que
b
m(b— a) §/ f@)de < M(b—a).

Mostre que se f(x) = senz, entdo
2m

27 < f(z) de < 2m.
0

Prove as seguintes desigualdades:

(a)

1 </ z? de < 1 (b)/e zInx d <1 1
< —; ——dr < - — ——.
102 ~ Jo V1+2 ~ — 10 1 (14 22)2 2 1+4efd
Determine uma fungao f continua e uma constante o de modo que, para todo o z real, se tenha:

a) /zf(t) dt = sena:—&—%; (b) /mf(t) dt = cos(2x) + 1.

xT
Determine uma funcao continua f de modo que 3/ fA)dt=xf(z)e f(1) =
0

Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo, calcule as derivadas das fungoes a seguir definidas:

T 1+ 4
VI g e >0 (b)

T cosy

Inx
dy, x > 0; (c) / sen (y + e¥) dy, z > 0.
1
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61. Quais dos seguintes simbolos representam integrais impréprios, quais representam integrais definidos e quais nao
representam nem uma coisa nem outra?

(a) /_Zde; (b) /_2“/41_7@; (©) /_Zid:v; () /:Sinxdx;

e)/:\/mczx; (f)/lldu; (g)/:\/mczm.

qu?—u

62. Averigue a natureza dos seguintes integrais e indique os seus valores no caso de serem convergentes:

+oo g 0 +oo 1 o 4
(a)/1 x—dx (b) /_Ooew dx; (c)/4 Edw / — dz; (e /_lmda@;

<f>/0+°°1fx4dx; (g)/olﬂlﬁdx; (h)/owe”dws <i>/_0f / N

63. Estude a convergéncia de cada um dos seguintes integrais:

Foo 2 1
(a) / e " dx; (Sugestao: e o S — para x “grande”.)
1
+oo
1
(b) / B — dz; (Sugestao: B — <—)
0 1+ cosz +e* 14 cosz+e® e*
+oo
senx _ |senz]| 1
c dz. Sugestao: < —.
© [ e ueestaos S50 < )

64. Determine a medida da area da regiao limitada:
2 2
(a) pela ehpse -+ =i 1;
(b) pelas curvas y = sinx e y = cosz entre dois pontos consecutivos das suas intersecgoes;
(c) por x = 4 —y? e o eixo dos yy;

(d) pela curva y = Inz, o eixo dos yy e as rectas y =0 e y = 2.
65. Calcule a medida do volume do sélido de revolugao gerado:

a) pelo semi—circulo y = V12 — 22, —r < x < r, em torno do eixo dos zz;

(a)
(b)
(c) pela regido limitada pela curva y = x
(d)

(e) pela rotagdo em torno do eixo dos zz da regido dada pela condigdo (x — 1)2 +12<1Az—y—1>0Ay>0.

pela regidoy <22 A0 <2 <2 Ay >0, em torno do eixo dos zz;

3, asrectas y =1ey =0 e o eixo dos yy, em torno do eixo dos yy;

3

pela regiao limitada pela curva y = z°, a recta z = 1 e 0 eixo dos zx, em torno do eixo dos yy;

66. Calcule o comprimento da curva:

(a) y = z entre os pontos de abcissas ¢ = a e = b (com a < b);
(b) z* +y* =%
C —e? fe % entre as rectas x = 0 e z = 4;
(©) y ;
)y

(d) y =sinx para 0 <z < 7.

67. Um fluido escorre para dentro de um tanque a velocidade de 2t + 3 litros por minuto, onde ¢ é o tempo medido
em horas depois do meio-dia. Se o tanque estiver vazio ao meio-dia e tiver a capacidade de 1000 litros, a que
horas estara cheio?

68. A densidade de massa de um fio é f(x) = z2e~* quilogramas por centimetro. O fio tem 2 metros de comprimento.

Calcule a sua massa sabendo que ela é dada por M = f 200



69. Quando um gés se expande num cilindro de raio 7, a pressao num dado momento é fungao do volume: P = P(V).
A forga exercida pelo gés no pistao (ver figura) é dada pelo produto da pressdo pela drea: F = wr?P.

(a) Mostre que o trabalho produzido pelo gés quando o volume expande de V; para V3 é dado por W = ‘ZZ PdV.

(b) Numa méaquina a vapor a pressao P e o volume V de vapor satisfazem a equagao PV1?* =k, onde k é uma
constante. (Isto é verdade para uma expansao adiabdtica, que é uma expansao onde nao ocorre transferéncia
de calor entre o cilindro e o seu exterior). Use a alinea anterior para calcular o trabalho realizado pelo motor
num ciclo quando o vapor comega a uma pressiao de 72 Kgf/cm? e um volume de 100 cm?® e expande até
um volume de 800 cm?.

70. Uma particula de massa m movendo-se num fluido estd sujeita a uma resisténcia de viscosidade R, que é funcao
da velocidade v. A relacao entre a resisténcia R, a velocidade v e o tempo t é dada pela equagao

v(t) m
- / L
v(to) R(u)
Suponhamos que R(v) = —vy/v para um fluido particular, onde R é dado em newtons e v em metros/segundo.
Se m = 10 kg e v(0) = 10 m/seg calcule o tempo necessédrio para a particula reduzir a sua velocidade para v =5

m/seg.

71. No método da diluigao do contraste, usado para medir a capacidade cardiaca, introduz-se uma substéancia (con-
traste) na corrente sanguinea e uma sonda na aorta para medir a concentragido de contraste que sai do coragao
em intervalos de tempo regulares, durante o intervalo [0, T], até que o contraste esteja terminado. A capacidade
cardiaca do coragao (volume de sangue bombeado pelo coragio por unidade de tempo), serd dada por

A

ety dt’

onde A é a quantidade de contraste (mg) introduzido e ¢(t) a concentragdo de contraste (mg/L) no instante t.
Calcule a capacidade cardfaca quando A = 8 mg e c(t) = 1¢(12 — ) mg/L, com 0 < ¢ < 12.

72. Uma substancia radioactiva decai exponencialmente. Assim, a massa no tempo ¢ é m(t) = m(0)e**, onde m(0)
¢ a massa inicial e k uma constante negativa. A “vida média” de um atomo na substancia é dada por

M = —k:/ tekt dt.
0

Para o isétopo radioactivo de carbono *C, usado na datacio, o valor de k é —0.000121. Calcule a vida média
de um &tomo de C.

73. A “velocidade média” das moléculas de um gés ideal é dada por

4 (MNP e
P ~Mv®/(2RT) g4
! ﬁ(zm’) /0 ve o

onde M é o peso molecular do gas, R a constante do gas, T a temperatura do gés e v a velocidade molecular.

—_ [8RT
Mostre que v = 4/ >5r.

74. Considere as seguintes regras numéricas de integragao (Az = (b — a)/n):

Ponto médio: fj f(z) do =~ Ax[f(Zodzr) 4 f(2ufe2) 4. 4 f(En=2itnoty  f(Zn=liou )],
Trapézios: [ f(z) o ~ 3 [F(x) + 27 (a2) + -+ 2f(ra 1) + F(xa)]

Considerando n = 10, calcule o valor aproximado dos seguintes integrais, comparando o resultado com a solucao
exacta: (a) fol x2e® dx; (b) ff’ L dx; (o) f02 23 dx.

75. A intensidade de luz com comprimento de onda A viajando através de uma grelha de difracgdo com n aberturas
a um angulo # é dada por I(0) = (n/k)?sen?k, onde k = (7ndsenf)/\ e d é a distancia entre cada abertura.
Um laser de hélio-néon com comprimento de onda A = 632,8 x 107 m emite uma banda estreita de luz, dada
por —107% < 6 < 1079, através de uma grelha com 10.000 aberturas separadas por 10”4 m. Obtenha um valor

-6
aproximado para a intensidade de luz total que sai da grelha f_lgo_ﬁ 1(0) do.

76. A fungdo f(z) = % fox e~t" dt ¢ usada com muita frequéncia em disciplinas tao diversas como a teoria das
probabilidades, distribuigao de calor, difusao de matérias, etc. Usando uma das regras de integragao com n = 10,
calcule uma aproximagao para o valor do referido integral.



DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA UNIVERSIDADE DE COIMBRA

BIOMATEMATICA (LICENCIATURA EM FARMACIA BIOMEDICA)

FoLHA 5 ANO LECTIVO 2008/09

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

I
Considere o problema de condigdo inicial { yz(/O) B 11/ . Determine, usando o método de Euler, o valor

aproximado de y(0.4), fazendo h = 0.4, h = 0.2 e h = 0.1. Compare os resultados obtidos com a solugéo exacta.

Use o método de Euler com passo 0.5 para calcular os valores aproximados de y1, y2, ¥3 € y4 para a solucao do

y = 14+3z-—2

problema de condigao inicial { y(1) = 9 ,em y(1+0.5¢), com ¢ =1,2,3,4.

Use o método de Euler com passo 0.2 para estimar y(1), onde y(z) é a solugao do problema de condigao inicial
y' =z +y? y(0)=0.

Use o método de Euler com passo 0.1 para estimar y(0.5), onde y(z) é a solu¢do do problema de condicao inicial
y' =2 +y% y(0)=1.

2
/ I 2t
Seja dado o problema de condicéo inicial { L tite , com t € [1,2], cuja solugao exacta é y(t) =
y(1) = 0

t2(e' — e). Use o método de Euler com h = 0.2 para aproximar a solugio e compare-a com a solucao exacta.

Considere o problema de condigao inicial ¥y’ = —ycost, y (0) = 1, com ¢ € [0, 1].

(a) Mostre que y (t) = e~ "¢ é a solugao exacta deste problema.

(b) Determine a solugéo aproximada deste problema em ¢t = 1, usando o método de Euler com h = 0.5. Compare
os resultados que obteve com a solucao exacta.

Num circuito de voltagem aplicada FE, resisténcia R, inductancia L e capacitancia C' em paralelo, a corrente [
satisfaz a equacao diferencial

E FE

I'=CE"+ = +—.

+ R L
Suponha que C = 0.3 farad, R = 1.4 ohm, L = 1.7 henry e a voltagem é dada pela equaciao E(t) =
e 0-06mt gen (2t — ). Se I(0) = 0, determine o valor da corrente I para t = 0.2j, para j = 1,...,5, usando

o método de Euler.

Um projéctil é lancado da superficie terreste com uma velocidade V. Supondo que nao ha arrasto a equagao do
movimento é

v R?
v ar —9777
onde v ¢ a velocidade & distancia r do centro da Terra que tem raio R. Considerando g = 9.81 m/s?, R = 6.37x10°
m e V = 15000 m/s, aproxime o valor da velocidade quando r = 2R, usando o método de Euler com passo R/4.

Uma solucao liquida flui de forma constante ao longo de um tubo na direccao z. Alguns dos solutos contidos na
solugao difundem-se através da parede do tubo reduzindo a concentracdo z no tubo. A concentracao z é dada

por

d
ﬁ = —2(0.2 + V/z)e~ 003

Se tomarmos z = 1.5 em x = 2 aproxime o valor de z em z = 2.4 usando o método de Euler com passo 0.2.

A equacdo quimica irreverssivel na qual duas moléculas de dicromato de potdssio (K2Cre0O7) sdlido, duas
moléculas de dgua (H20) e trés dtomos de enxofre (5) sélido ddo origem a trés moléculas de didxido de en-
xofre (S0O3) gasoso, quatro moléculas de hidréxido de potdssio (KOH) sélido e duas moléculas éxido de crémio
(Crq0s3) solido pode ser representada, simbolicamente, pelo esquema

2K5Cry0O7 +2H50 4+ 35 — 4KOH + 2Crs03 + 350,.

Se existirem inicialmente n; moléculas de 2K5Cro07, ny moléculas de HoO e ng moléculas de S a equacao
seguinte descreve a quantidade z(t) de KOH ao fim de um tempo ¢ (em segundos)

doifn ) (e 3) (%)

onde k é a velocidade da reagdo (constante). Se k = 6.22 X 10719, n; = ny = 1000 e ns = 1500, determine um
valor aproximado para unidades de hidréoxido de potéssio formadas ao fim de 2 segundos, usando o método de
Euler com passo igual a meio segundo.



87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

Resolva as seguintes equacoes diferenciais de varidveis separaveis:

WY _ o dy _ _t _a. Y _ 2y 4y o,

(e) (4y + ytz)dy — (2t + ty2)dt =0; (f) senzcosyy’ +cosxseny =0; (g) —x+yy =0.

Uma cultura tem inicialmente um nimero N, de bactérias. No instante ¢ = 1 hora, o niimero de bactérias é

312\7 2. Supondo que a taxa de crescimento é proporcional ao numero de bactérias presentes, determine o tempo

necessario para triplicar o nimero de bactérias.

Um tanque tem 1000 litros de dgua pura. Em cada minuto, uma torneira A despeja 5 litros de dgua salgada com
0.05 Kg de sal por litro de 4gua e uma torneira B despeja 10 litros de agua salgada com 0.04 kg de sal por litro
de dgua. A solucdo é completamente misturada e sai do tanque a uma taxa de 15 litros por minuto. Indique a
quantidade de sal que estd no tanque apds t minutos.

Um certo medicamento é usado para tratar sintomas de angina crénica e hipertensao. Como bloqueador dos
canais de célcio, este farmaco faz aumentar o aporte de oxigénio ao miocardio e simultaneamente diminui a
necessidade geral de oxigénio no organismo. Isto é conseguido através da redugao do batimento cardiaco e
expansao do volume do sistema circulatério, o que, por sua vez, provoca uma diminui¢ao da tensao arterial.
Testes experimentais mostram que a meia-vida do referido medicamento, no interior do corpo humano, é de 20
horas. Admita que a taxa de absorcao de um medicamento pelo organismo, num dado instante, é proporcional
a quantidade de medicamento presente no organismo nesse instante.

Supondo que uma certa dose é administrada de uma s6 vez a um paciente, escreva a equagao diferencial que
descreve a taxa de variacao do medicamento no seu organismo e determine a constante de proporcionalidade.
Determine a solucao da equagao diferencial.

Um estudante portador do virus da gripe regressa a um colégio com 1000 alunos. Suponha que o colégio esta
isolado e que o virus se propaga com uma taxa de variagao proporcional nao apenas ao nuimero y de alunos ja
infectados mas também ao nimero de alunos nao infectados.

(a) Determine o nimero de alunos infectados apds 6 dias, sabendo que passados 4 dias eles sdo ja 50.
(b) Calcule o valor limite da fungao y(t), quando ¢ tende para +oo.

Descobriu-se um osso fossilizado com Tloo da quantidade original de carbono 14. Sabendo que a meia-vida do

carbono 14 é de 5600 anos, determine a idade do féssil. Admita que a taxa de desintegracdo (ou decaimento) do
carbono 14 é proporcional a massa existente em cada instante.

A populagdo de um pais foi de 12100000 em 1996 e de 13268000 em 2000. Supondo que a taxa de crescimento é
directamente proporcional ao tamanho da populacao, estime o tamanho da populagao em 2005, 2006 e 2007.

Para que um farmaco possa ser devidamente administrado, é necessario que se conheca o modo como actua no
organismo e, em particular, a forma como é absorvido. A relagao dose/resposta do organismo, estabelece uma
regra vital na determinagao da quantidade a administrar em cada dose e do intervalo de tempo entre doses
sucessivas.

Testes experimentais a determinado tipo de antibidticos, permitiram concluir que a taxa de variacao da con-
centracao destes farmacos na corrente sanguinea, num determinado instante de tempo, é proporcional a sua
concentracdo nesse mesmo instante. Suponha que y(t) representa a concentracdo deste tipo de antibidticos no
organismo (isto é, o nimero de unidades por mililitro de sangue) no instante ¢.

(a) Escreva a equacao diferencial que descreve a taxa de variagdo destes antibi6ticos no organismo.

(b) H4 vdrios métodos para combater uma determinada infeccdo. Em situagdes graves é necessdrio um trata-
mento de choque, que consiste em administrar ao paciente varias doses, igualmente espagadas no tempo,
a primeira das quais ja tem a concentracdo méaxima requerida C,, e as seguintes permitem apenas corrigir
desvios a este valor devidos a perda de concentragao por eliminagao.

i. Determine a concentracao de antibidtico apdés um tempo prescrito T, depois da administracao da
primeira dose.

ii. Se uma segunda dose é administrada nesse instante 7', qual deve ser a sua concentracao, de forma a
rep6r de imediato a concentragdo inicial C,,?

iii. Supondo que este procedimento se repete nos instantes 27", 37,47, faca um esbogo do gréafico da fungao
y no intervalo [0,47].

iv. Determine o tempo que decorre desde a administracao da tultima dose até que todo o medicamento
desaparega da corrente sanguinea, sabendo que a sua meia-vida, enquanto no organismo, é de 30 minu-
tos.
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95. Suponha que uma dada populacao estda dividida em dois grupos: aqueles que sofrem de uma certa doenca
infecto-contagiosa, e aqueles que nao sofrem dessa doenga mas que a podem contrair por contacto com uma
pessoa infectada. Sabe-se que a taxa de propagacao desta doenga é directamente proporcional ao ntmero de
contactos entre gente infectada e gente sa. Suponha que os dois grupos convivem sem qualquer tipo de precaugao.

(a) Determine a equagdo diferencial que descreve a propagacao desta doenga.

(b) Se 1/4 da populacao estd infectada num determinado instante ¢ = 0, esboce o gréfico da fungao que descreve
a propagacgao da doencga, a partir desse instante.

(¢) Quanto tempo decorrerd até que toda a populagao esteja doente?

96. Suponha que uma populacao y evolui de acordo com a equacao logistica

dy 2
— = 0.05y — 0.005
dt Y Y,

onde t é medido em semanas. Determine a capacidade de suporte da populagao e valor da sua taxa de crescimento.

97. Suponha que o modelo de crescimento de uma populacao y é descrito pela equagao diferencial

dy 3y y?

dt — 20 1600

Considerando y(0) = 15, determine o ntmero de individuos da populacdo no instante ¢ = 10.

98. Um modelo para o crescimento da biomassa (massa total dos membros da populagao) de atum do Pacifico, dada

em quilogramas, é dado por
dy Y
Yk (1 - f) , 1
il 5 (1)

onde t é medido em anos, k = 0,71% ao ano e a capacidade de suporte foi medida como sendo S = 8 x 107
quilogramas.

(a) Se y(0) =2 x 107 quilogramas, calcule a biomassa um ano depois.

(b) Quanto tempo levard a biomassa a alcangar 4 x 107 quilogramas?

99. (a) Mostre que se y satisfizer a equacao logistica (1), entéo

G- (-2) (-%)

(b) Deduza que a populagao cresce mais rapidamente quando ela atinge a metade da sua capacidade de suporte.

100. Para algumas espécies existe uma populacao minima m tal que as espécies se tornam extintas quando o tamanho
da populacéao é inferior a esse valor. Nesse caso, o modelo logistico deve ser substituido por

%:@(1—%) (1—7;1)7 y(0) = yo.

(a) Use a equacgao diferencial para mostrar que qualquer solugdo é crescente se m < y < S e decrescente se
0<y<m.

(b) Resolva o problema de condi¢ao inicial.

(c) Mostre que se yp < m as espécies se tornarao extintas.

101. Num modelo de crescimento sazonal, uma fungao periédica no tempo é introduzida para considerar as variacoes
na taxa de crescimento. Esse modelo pode ser traduzido pelo problema de condigao inicial

i kyCOS (Tt - ¢)7 y(o) = 07

onde k, r e ¢ sao constantes positivas. Determine a solucao do modelo de crescimento sazonal.



102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

Resolva as seguintes equacoes diferenciais lineares de primeira ordem:

dy 6 dy dy y+t
t— — 4y =1 b) —= + 2ty = t; =z .
(a) 150 — 4y = 15 () F 2ty = € 2 =12,
(d) dit/ =y+t (e) dy + (ycosx — e M%) dx = 0; (f) t2 +t(t 4+ 2)y = e;
(g) y/ - ;y =+ 1_"_%7; (h) t2y' -I-t(t —+ 3)y = e_t; (1) y/ + (COS.’E)y — .’22 e—senz.

Uma equagdo de Bernoulli (em homenagem a James Bernoulli (1654-1705)) é da forma

dy

— +px)y =qlx s

5, TPy =al)y
com n um numero inteiro. Obserque que, se n = 0 oun = 1, a equagao de Bernoulli é linear. Para outros valores
de n, mostre que a substituicao v = y'! ™" transforma a equacdo de Bernoulli na equacio linear

du

7+ =n)p(z)u= (1 -n)e(z).

Resolva as seguintes equacgoes diferenciais de Bernoulli:

2 3
() 2y +y=—wy* (b)y +y=ay’ (¥ +_y= %
A Lei de Arrefecimento de Newton diz que taxa de arrefecimento de um corpo pode ser expressa por

dr
— =—k(T-T,

dt ( a)

onde T e T, sdo as temperaturas do corpo e do meio circundante (em graus Celsius), respectivamente, e k é uma
constante de proporcionalidade (por minuto). Considere uma esfera de metal aquecida a 100° e que é mergulhada
em agua mantida a temperatura constante de T, = 30°. Ao fim de cinco minutos a temperatura da esfera desceu
para 60°. Determine:

(a) a temperatura da esfera ao fim de meia-hora;

(b) o instante em que a temperatura da esfera atinge 31°.

As 23 horas John foi encontrado morto no seu apartamento. Claxon chegou ao local do crime as 23h30m e tirou
imediatamente a temperatura da vitima: 30°. Uma hora depois, (&s 0h30m) a temperatura do corpo era de 25°.
Claxon notou ainda que a temperatura da sala se mantinha constantemente igual a 20°. A que hora ocorreu o
crime?

A Ana pesa 60 quilogramas e esta a fazer uma dieta de 1600 calorias por dia, das quais 850 sao usadas directamente
no metabolismo basal. Mais, a Ana gasta cerca de 15 calorias por dia e por quilograma do seu peso a fazer
exercicio fisico.

(a) Supondo que um quilograma de gordura tem 10000 calorias e que a reserva de calorias na forma de gordura
é 100% eficiente, formule uma equagéo diferencial e resolva-a de forma a conhecer o peso da Ana em funcao
do tempo.

(b) Serd que o peso da Ana vai chegar ao peso de equilibrio?

Um circuito eléctrico simples consiste num medidor de corrente eléctrica I (em amperes), uma resisténcia R (em
ohms), um inductor L (em henries) e uma voltagem aplicada E (em volts). Pela segunda Lei de Kirchoff, a

corrente I satisfaz "
L— +RI=F.
dt +
(a) Determine a corrente I em funcdo do tempo ¢ (medido em segundos), sabendo que E(t) = 40sen 60t V,

L=1H R=2Qel(0)=1A.

(b) Calcule a corrente ao fim de 0.1 segundos.

Um tanque contém 100 litros de dgua. Uma solugdo com uma concentracao de sal de 0.4 kg/1 é adicionada a
uma taxa de 5 1/min. A solu¢do é mantida misturada e é retirada do tanque a uma taxa de 3 1/min. Seja y(t) a
quantidade de sal (em quilogramas) ao fim de ¢ minutos.

(a) Tendo em conta que o volume do fluido no tanque ndo permanece constante ao longo do tempo, mostre que
y satisfaz a equacao diferencial
dy _, 3y
dt = 100+ 2t

(b) Resolva a equagao diferencial e calcule a concentracdo ao fim de 20 minutos.
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110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

120.

Resolva os seguintes sistemas, quando possiveis, usando o método de eliminacdo de Gauss, registando os pivots
utilizados:

3r—y+2z = -1 2 -3y+z = 1 —r—y+2z = =5
(a)¢ 9xz—2y+z = -9 ; (b) —dr—6y+z = -2 ; ()4 —Brx—y+72 = —22;
3r+y—2z = -9 122 =18y 4+2 = —6 r—3y—z = 10
r+y = 1 _
r+y+z = 4 xf—i—i;igi B 515 Sr—z = 0
d 4§ z+z+t = —4 (e) Y B i (D) dex+2y+2z = 1.
z+t+u = 2 Su o+ by 472+ 3t 0 r—y+3z = -1
fhu = -1 3x+5y+92+4 = 2
Br—y+pz = 0
Determine 8 € R de modo que o sistema —20y —2z = 0 admita somente a solugao trivial.
r—y+pPBz = 0
r—2y+3z = 1
Encontre os valores do parametro k para os quais o sistema 2+ ky+6z = 6 tem:
—z+3y+(k—-3)z = 0
(a) uma solugao; (b) nenhuma solugao; (c) uma infinidade de solugdes.
r+y+z = p+l
Em funcao do valor do parametro real p, discuta a natureza do sistema ¢ x+py+z = 1
pr+y = p+2p?
r+y+az = 2
Determine o parametro o € R de modo que o sistema 2r4+y+2z = « sejaimpossivel.
r+2y—z = 1

Podemos misturar, sob certas condigoes, tolueno C7Hg e acido nitrico HNQO3 para produzir trinitrotolueno
C7H506N35 (vulgarmente conhecido por TNT) juntamente com um derivado, a d4gua. Em que propor¢ao devem
os componentes ser misturados? (Nota: O ndmero de dtomos presentes mantém-se constante ao longo da
reacgao.)

As solugdes (v, 2) da equacio ax+by+cz = 0 formam um plano em R3, quando a, b e ¢ nao sao simultaneamente
nulos. Dé exemplo de um sistema de 3 equacoes cujo conjunto solugao seja:

(a) uma recta; (b) vazio; (¢) um ponto.

Consideremos um corpo a deslocar-se horizontalmente de acordo com a equagao s = sg + vot + %atQ, em que
s é o deslocamento relativamente a um certo ponto fixo (medido em metros), so o deslocamento inicial, vy a
velocidade inicial, a a aceleracéo e t o tempo (medido em segundos). Determine os valores de sg, vg € a, supondo
que nos instantes ¢t = 1,2, 3 segundos, o corpo se encontrava, respectivamente, em s = 2,5,9 metros.

2 1 0 -1
Considere as matrizes A= |3 3| eB=]1 1 |. Determine A + B, 2A, A — B e —3B.
0 1 1 2

Calcule os produtos AB e BA nos seguintes casos:

2 -1 1 -2 5 1 2 =2 6 3 2
(a) A= 1 0 e 32[3 4 O]; byA=] -2 1 2 e B=| 2 1 2/3
-3 4 -2 -4 4 5 5/2 5/3
1 -1 2 4 0 -3 2
SeJamA:[O 3 4},32[1 9 3}eC: —é

(a) Indique AT, BT e CT. (b) Calcule 34 — 4B, BC, (AC)T e CTC. (c) Pode calcular AB? Justifique.



121.

122.

123.

124.

125.
126.

127.

128.

129.

Verifique que AB = AC e BD = CD para as matrizes

1 -3 2 1 4 1 0 2 1 -1 1 ?
A= 2 1 -3 |, B=|2 111}, C=|3 -2 -1 2 e D= 0
4 -3 -1 1 -2 1 2 2 -5 -1 3 1

Suponhamos que A é uma matriz 3 por 5, Bé 5 por 3, Cé 5 por 1 e D é 3 por 1. Diga em que casos as operagoes
estao definidas e de que tipo é a matriz resultante.

(a) BA; (b) A(B+C); (¢) ABD.

Que linhas e colunas das matrizes A e B deve multiplicar para obter:

(a) a 3* coluna de AB; (b) a 1* linha de AB; (c) o elemento de AB situado na linha 3 e coluna 4.

. 15
SeJaB—{3 3].

(a) Mostre que B? — 4B — 1215 = 04 (b) Determine X = [a b]T tal que BX = 6X.

Encontre uma matriz A, nao nula, e duas matrizes B e C para as quais AB = AC mas B # C.

Um vector com entradas nao negativas e nao superiores a 1 é chamado um vector probabilidade. Uma matriz
estocastica é uma matriz cujas colunas sao vectores probabilidade. Uma cadeia de Markov é uma sequéncia de
vectores probabilidade zg, z1,.. ., juntamente com uma matriz estocéstica P, tais que xyy1 = Pxg, k=0,1,....
De acordo com isto, considere a seguinte situagao: num determinado dia, um estudante ou esta saudavel ou esta
doente. Dos estudantes que estdo bem hoje, 95% continuarao bem amanha. Dos estudantes que estdo doentes
hoje, 55% continuarao doentes amanha.

(a) Construa a matriz estocdstica para este problema.

(b) Suponha que 20% dos estudantes estdo doentes na segunda-feira. Qual a percentagem de estudantes que
provavelmente estarao doentes na terca-feira?

(¢) Se um estudante estd bem hoje, qual a probabilidade de assim continuar passados 2 dias?

Durante uma epidemia, a probabilidade de transigao para o estado saudavel ou doente no dia seguinte é dada

pela seguinte matriz:
T [5 /8 1/ 8}

3/8 7/8

De acordo com o que foi dito no problema anterior, podemos interpretar a matriz 7' do seguinte modo: os ele-
mentos da 1? coluna sao, respectivamente, as probabilidades de no dia seguinte uma pessoa saudavel permanecer
saudavel ou de adoecer; os elementos da 2% coluna representam as probabilidades de uma pessoa doente se curar
ou permanecer doente, respectivamente.

Num certo dia, a populagao de uma aldeia é constituida por 1536 pessoas saudaveis e 512 doentes. Quantas
pessoas doentes haverd trés dias depois? O que acontecera se inicialmente a relagao entre saudaveis e doentes
for de 1 para 37

A seguinte matriz de transicao de estados

0 0 16
1/4 0 0
0 1/2 0

caracteriza a variacao anual das 3 fases larva, crisdlida e adulto no ciclo de vida de um insecto. Mostre que apés
3 anos, a populagao total duplica e que a proporgao entre as varias fases do ciclo é igual a do estado inicial.

Uma empresa fabrica trés produtos. As despesas de produgao estao divididas em trés categorias. Em cada uma
delas, faz-se uma estimativa do custo de produgao de um unico exemplar de cada produto. Faz-se, também, uma
estimativa da quantidade de cada produto a ser fabricado por trimestre. Essas estimativas sao dadas nas tabelas
que se seguem. A empresa gostaria de apresentar aos seus accionistas uma unica tabela mostrando o custo total
por trimestre de cada uma das trés categorias: matéria-prima, pessoal e despesas gerais.

Custo de produg@o por unidade (em euros) Nuimeros de unidades produzidas por trimestre
Gastos Produto A | Produto B | Produto B Produto | Primavera | Verdo | Outono | Inverno
Matéria-prima | 0.10 0.30 0.15 A 4000 4000 | 4500 4500
Pessoal 0.30 0.40 0.25 B 2200 2000 2600 2400
Despesas gerais | 0.10 0.20 0.15 C 6000 5800 6200 6000




FoLHA 8

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA UNIVERSIDADE DE COIMBRA
BIOMATEMATICA (LICENCIATURA EM FARMACIA BIOMEDICA)

ANO LECTIVO 2008/09

0 2

10 1 1 L oo
130. Considere as matrizes A = , B= eC=12 3 0
0 =2 11 2

(a) Determine a matriz D que verifica a equagao matricial A~*DB~! = AT,

(b) Calcule a inversa de C.

131. Mostre que:

(a) A inversa de A=1 é A, isto é (A_l)_l = A;

-1
ail a2 _ 1 a2 —a12 sempre
as1 Q22 det (A) | —agr  a1r |’

que det (A) := aj1a22 — a12a91 # 0. A det (A) chama-se determinante da matriz A.

(b) A inversa de uma matriz 2 x 2 pode ser escrita na forma

(¢) Uma matriz diagonal é invertivel sempre que nenhum elemento da sua diagonal seja nulo.

132. Se possivel, inverta as matrizes

133.

134.

135.

136.

137.

11 2 2

1 2 —4
3 4 010 2
A‘[1 2]’3_[_323’0_ 3.3 4 4 |7
0 3 0 4
1000

1 00
10 3100
D‘[41]’E_[§ 1(1)}6F_ 1010
2 4 3 1

Consid o sistemas: | 10 20 [a]_[1 10 207761 _ [0
onsidere 0OS seguintes sistemas: 20 50 c = 0 € 20 50 d = 1 .

(a) Resolva-os, usando o método de eliminacao de Gauss.
(b) Que pode concluir acerca da matriz { CCL Z ]?

Na codificagao de uma mensagem, um espago em branco é representado por 0, um A por 1, um B por 2, um C
por 3 e assim por diante. A mensagem foi transformada usando a matriz

-1 -1 2 0

1 1 -1 0

A= 0 0 -1 1
1 0 0 -1

e enviada como 15,4, —4,3,—-32,33,—1,12,-34,34,5,10,7,11, —15,21,6, 3,6, —6, 13,3, —15, 18, —19,
19,3,15,—18,19,—1,1. Qual é a mensagem?

Para cada um dos seguintes sistemas, escreva a solugao geral como soma de uma solucao particular, caso exista,
com a solugao do sistema homogéneo correspondente:

I —+ T2 —+ Trs = 2
@{ntrEn =l ) mamrn =3 @ g =
1 3 = 32y + 1y + 45 = 4 1 2 3 =
1 1
Determine um sistema com duas equagoes e trés incégnitas cuja solugao geralsejaxz = | 1 |+a | 2 |, a€R
1

Indique para que valores de by e by o sistema Ax = b é possivel, sendo

(120 3 [ b
A_{2407] eb‘[bzl



138.

139.

140.

141.

142.

143.

144.

Suponha que num sistema bioldgico existem n espécies de animais e m tipos de alimento. Nesse sistema,
representaremos por x; o numero de animais da espécie j, j = 1,...,n, por b; a quantidade diadria de comida
disponivel do tipo 4, i = 1,...,m, e por a;; a quantidade de alimento do tipo ¢ consumida diariamente (em
média) por um animal da espécie j. O sistema linear

a1 ai2 A1n x1 b1

a21  Aa22 a2n T2 bo
Az =b & =

Aml Am2 ... QOQmn Tn by

representa a situagao de equilibrio, isto é, a situag@o em que existe uma quantidade diaria de comida disponivel
exactamente igual ao consumo médio de cada espécie.

(a) Considerando

A:

)

O ==

2 3
0 2
0 1

N =N O

T = [1000 500 350 4OO]T eb= [3500 2700 900} , havera comida suficiente para satisfazer o con-
sumo médio didrio das espécies de animais?
(b) Considere A e b de (a).
i. Qual o nimero maximo de animais de cada espécie que pode ser individualmente acrescentado ao
sistema de modo a que as reservas de comida ainda sejam suficientes para o consumo?
ii. Se a espécie 1 se extinguisse, qual o acréscimo individual das restantes espécies suportado pelo sistema?
iii. Se a espécie 2 se extinguisse, qual o acréscimo individual das restantes espécies suportado pelo sistema?

No estudo de sistemas de equacoes lineares verificou-se que um sistma Ax = b, com A uma matrix m X n, pode
nao ter solu¢do. Um caso frequente ocorre quando o sistema tem mais equagbes que incéginitas (m > n). Nesse
caso, pode ser 1til determinar o vector T que minimiza ||Az — b||2. O vector T nessas condigoes chama-se a
solugdo (no sentido) dos minimos quadrados de Az = b. Pode demonstrar-se que, quando m > n, essa solucao
pode ser obtida pela resolucdo do sistema (possivel e determinado) A7 Az = ATb.

Determine a solugao no sentido dos minimos quadrados do sistema (com m equagbes e uma incégnita) r =

617 .I‘:ﬂg,..., x:ﬁm

O sistema
xr1 + 21’2 =1
201+ 522 =0
3x1 + Txe =2

é impossivel. Verifique que a solugao no sentido dos minimos quadrados € tnica.

Determine a linha recta que melhor se ajusta, no sentido dos minimos quadrados, aos seguintes pontos (e
represente graficamente): (a) (0,0), (1,0), (3,12); (b) (-1,2), (1,-3), (2,—5), (0,0).

Calcule a parabola dos minimos quadrados para a funcao f dada pela seguinte tabela

T 0 101(02|03]04]05]0.6
flx;) | 292827123 ]21]21]17

A lei de Hooke estabelece que a forca F' aplicada a uma mola é directamente proporcional ao deslocamento
provocado de acordo com a seguinte relacio F' = k(e — ep), onde k é a constante da mola, e o comprimento
da mola quando sujeita a forca F' e ey o comprimento inicial da mola. No sentido de determinar a constante
da mola usaram-se diferentes forgas (conhecidas) tendo sido observados os comprimentos resultantes, dados na
seguinte tabela

Forca F' (em gramas) 3 5 8 10
Comprimento e (em milimetros) | 13.3 | 16.3 | 19.4 | 20.9

Sabendo que o comprimento inicial da mola é eg = 10 mm e considerando as medigdes (ndo correlacionadas) com
precisao inversamente proporcional ao comprimento observado, determine a melhor estimativa para a constante
da mola, usando o algoritmo dos minimos quadrados.

A pressao sistélica p (em milimetros de merciirio) de uma crianga saudével com peso w (em quilogramas) é dada,
de forma aproximada, pela equagao p = a + blnw. Use os seguintes dados experimentais

w |20 | 28] 37 | 51 | 59
p | 9199|104 | 108 | 111

para estimar a pressao sistdlica de uma crianca de 45 quilogramas.



