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Nota: A resolugao completa das perguntas inclui a justificagdo do raciocinio utilizado e a apresentagao dos
calculos efectuados.

1. A equagdo € — z — 2 = 0 tem uma raiz em [1,2]. Para determinar essa raiz pretende-se utilizar o
método do ponto fixo com uma das seguintes fungoes iteradoras:

gi(x) =e* =2, g2(x) =In(z +2).

(a) Verifique que os pontos fixos das duas fungoes iteradoras coincidem com a raiz da equagao dada.

(b) Qual das duas fungoes iteradoras consideradas é aquela que, em principio, garante a convergénca
mais rapida do método do ponto fixo? Justifique.

(c) Determine uma aproximagao para a raiz efectuando duas iteragoes do método do ponto fixo com
a funcao iteradora go, provando a convergéncia do método.

2. (a) Prove a unicidade do polinémio P, (z) de grau < n que interpola a fun¢do f(z) nos pontos distintos
(zi, f(x5)),i=0,1,...,n.
(b) Registou-se a velocidade de um péara-quedista, segundos apos ter saltado, tendo-se obtido os
resultados da tabela:

Tempo (s) |1 3 5 7 13
Velocidade (m/s) | 8 23 30 40 48 °

i. Determine uma estimativa para a velocidade em ¢ = 10 s, usando um polinémio interpolador
de grau 3.

ii. Defina um polinémio segmentado linear interpolador da velocidade, v, e determine uma apro-
ximacao para v(10).

1 —-10 2 —14
3. Considere o sistema linear Ax =bonde A= | 5 1 1 e b= 14
1 -1 3 6

(a) Deduza o método de Gauss-Seidel e indique uma condi¢ao necessaria e suficiente para que o
método seja convergente.

(b) Justificando, reescreva o sistema por forma a garantir que o método de Gauss-Seidel gere uma
sucessao convergente para a solucao do sistema, qualquer que seja a aproximagcao inicial escolhida.

(c) Faca 2(® = [1 1 1]T e aplique duas vezes o método de Gauss-Seidel, indicando uma estimativa
para o erro relativo cometido.
21
I=In2= —dx
1 X

e a definicao: “uma férmula de integragao numérica diz-se de grau n se integrar exactamente os
n+1n

4. Considere

polinémios 1, x, ..., " e nao for exacta na integracao de x

(a) Determine o grau da formula dos trapézios usando a definigao.

(b) Calcule uma aproximacao para I usando a férmula dos trapézios composta de modo a que o erro
da aproximacao nao exceda 0,005.

(c¢) Indique dois processos distintos de obter uma aproximagao para I com um erro inferior ao encon-
trado na alinea anterior.

(v.s.ff)



5. Seja y(t) uma solugao da equagao diferencial
ay’(t) +y'(t) +yt) =e'(a+1), aeR,  t€]01],
e considere o método de Euler implicito.
(a) Determine o intervalo de estabilidade absoluta do método e diga qual a importéncia do conheci-

mento desse intervalo na aplicacao do método & resolugao de um problema de condic¢ao inicial.

(b) Faca a = 0 e determine uma aproximagao para y(1), usando o método de Euler implicito com
h < 0,5, dada a condigao y(0) = 1.

(c) Faga a = 1 e determine uma aproximacao para y(1/3) e y(2/3), usando o método das diferencas
finitas, dadas as condigoes y(0) =1 e y(1) =e.

Formulario

Método do ponto fixo (f(z) =0« x = g(z))
PAGaRy :g(x(k)), k=0,1,2,....

Interpolador de Lagrange

= - Tr—x; .
=0 j=0,j#i ? J
maXzela,b] |f(n+1) (‘T)|

hH
4(n+1)

Foérmulas de derivagao numérica

hQ

f'ar) = 5 (fonen) = fon 0] = (O, €y, mnal
2
f(zr) = % [f(@hke1) = 2f (zi) + f(@p—1)] — %f(4)(€)> € €lmp—1, Tppa[-
Método de Gauss-Seidel (Azx =b)
A=D—-L-U

2 ) = (D - L)7'WU® +(D-L)', k=0,1,2,....
Foérmula do trapézio

Ir(f) = 21 (o) + 27(@) 4 -+ 2f ) + F )
2
Er(f) = -5 (b-a)f"©),  €clabl

Método de Euler implicito
Uit1 = Ui + hf (i1, wiv1), 1=0,1,2,....




