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FOLHA 3: DERIVACAO E INTEGRAGAO NUMERICAS ANO LECTIVO 2009/2010

1. E dada a seguinte tabela de valores de uma certa funcao v:

ti | 0 60 120 180 240 300
u(t;) | 0,0000 0,0824 02747 0.6502 13851 3,229

(a) Determine uma aproximagao para v'(180) usando: i. Diferengas progressivas; ii. Diferengas
regressivas; iii. Diferengas centradas.

(b) Como poderia proceder para determinar uma aproximacgao para v'(300)? Justifique.

2. Calcule a ordem de precisao da seguinte formula para a aproximagao numérica

f(zi—o) = 6f(zi—1) +3f(w;) +2f(wiy1)
6h ’

(i) =~
onde h ¢é distancia entre os pontos xj, j =i —2,...,i + 1.
3. E dada a seguinte tabela de valores de uma certa funcao f:

i |31 32 33 34 35
f(zi) 00 06 10 1,2 13°

(a) Determine aproximagoes para f'(3,1) e f/(3,5) usando interpolagao linear.
(b) Determine aproximagoes para f”(3,3).

(c) Determine o polinémio interpolador de Hermite de f no suporte {3,1;3,5}.

4. A taxa de arrefecimento de um corpo pode ser expressa por

dr
— = —k(T -T,

dt ( (l)

onde T e T, sdo as temperaturas do corpo e do meio circundante (em graus Celsius), respectivamente,
e k é uma constante de proporcionalidade (por minuto). Se uma esfera de metal aquecida a 90°C é
mergulhada em dgua mantida & temperatura constante de T, = 20°C, a temperatura da esfera toma
os seguintes valores:

Tempo (min.) | 0 5 10 15 20 25
Temperatura (OC)‘QO 62,5 458 356 29,5 258 °

(a) Use diferenciagdo numérica para aproximar % em cada momento.

(b) Use a alinea anterior para obter uma estimativa para a constante de proporcionalidade k.

5. (Matlab) Os valores seguintes representam a evolugao no tempo do nimero n(t) de individuos de uma
dada populagao.

t(meses) | O 05 1 15 2 25 3
n(t) | 100 147 178 192 197 199 200 -

Utilizar estes dados para aproximar a taxa de variagdo desta populacdo, usando diferentes férmulas.
Em seguida, comparar com a taxa exacta n'(t) = 2n(t) — 0,01n2(t).



6. (Matlab) Considere-se o deslocamento de um carro numa recta. Use os dados da tabela (tempo gasto
e distancia percorrida) para aproximar o valor da velocidade nos instantes referidos.

Tempo (s) o 3 5 8 10 13
Distancia percorrida (m) | 0 225 383 623 742 993

7. (Matlab) Considere a fungio f(z) = e 2* — .

(a) Determine o valor exacto de f(2).

(b) Aproxime o valor de f’(2), recorrendo a diferengas centradas, com h = 0,5, ou seja, usando os
pontos x = 2 +0,5. A seguir, diminua os incrementos h de 0,1 até h = 0,1.

(c) Repita o procedimento da alinea anterior com diferengas progressivas e regressivas.
(d) Compare os valores obtidos nas duas alineas anteriores e compare com o valor exacto da derivada.

8. (Matlab) Os dados da tabela indicam a altura h em diferentes instantes dum foguetao espacial em
movimento ascendente vertical. Use diferenciagao numérica para completar a tabela.

Tempo (s) 0 4 8 12 16 20
Altura (km) | 0 0,84 353 841 1597 27,00
Velocidade (km/s)

9. Determine valores aproximados para

1
/ e “dux,
0

usando a férmula do trapézio. Indique um limite superior para o erro cometido em cada um dos casos.
: _ -1 2x
10. Seja I = f,g re“rdr.

(a) Qual o menor nimero de pontos que deve considerar na férmula do trapézio por forma a que o
erro cometido no célculo aproximado do integral ndo exceda 0,5 x 10737

(b) Calcule o valor aproximado de I de acordo com a alinea anterior.

(c) Repita as alineas anteriores usando, agora, a formula de Simpson.

11. Seja I1 e Iy os valores obtidos pela férmula composta do trapézio, aplicada com dois passos de com-
primentos diferentes Hy e Ha, ao calculo aproximado de I(f) = f; f(z)dx. Verifique que, se f” variar
pouco em |a, b[, o valor

L -1
(Hz/H1)* -1

d4 uma melhor aproximagao de I(f) do que I e I5. Esta técnica designa-se por método de extrapolagcdo
de Richardson.

Ir="1L+

12. Considere a seguinte tabela da fungao f(x):

zi |00 02 04 06 08 10
f(z:) [ 1,00 0,83 0,71 062 036 030

1
(a) Seré possivel calcular um valor aproximado para o integral [ = / f(x)dz, usando a féormula de
0

Simpson ou a regra dos trapézios, através da tabela, com um erro que nao exceda 10737 Justifique
a sua resposta.

(b) Calcule um valor aproximado de I e indique uma estimativa para o erro cometido.
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2
1
Pretende calcular-se um valor aproximado para o integral I = / In —dz.
1 T

(a) Use a formula de Simpson para obter I com 3 casas decimais correctas.

(b) Sem calcular o valor exacto de I, diga, justificando, se a aproximagao calculada é por defeito ou
pOr excesso.

Considere a seguinte equagao diferencial y'(t) + a(t)y( 0. A solugao desta equacao é da forma
y(t) = y(O)e‘fota(s)ds. Sabendo que a(0) = 1, a(l) =

aproximacao para y(2).

t) =
2, a(2) = 1 e que y(0) = 1, determine uma

A quantidade de massa que entra ou ¢é libertada por um reactor num dado periodo de tempo é dada por
t2

M = Qcdt onde t1 e ty sdo os momentos inicial e terminal, respectivamente. Usando integragao
t1
numérica determine M para @ = 5m?/min e os dados da tabela:

t (min.) | 0 10 20 30 40 50
¢ (mg/m?) | 10,00 35,00 54,73 52,16 37,07 34,06

Construa uma regra de integragao da forma

1
1) = [ f@)ds ~ Af(=5) + A1 (0) + Aof(3)

de modo a ser exacta para polinémios de grau inferior ou igual a 2.

(Matlab) Determine uma aproximagao do valor do integral

1 .
S T
dx,
0 X

usando uma regra de integragao apropriada.

(Matlab) Um carro de corrida completa uma volta num circuito em 84 s. A velocidade do carro em
diferentes instantes é dada na seguinte tabela.

Tempo (s) ‘ 0 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60 66 72 78 84

Velocidade (m/s)‘124 134 148 156 147 133 121 109 99 8 78 89 104 116 123 °

Determine um valor aproximado do comprimento do circuito.

(Matlab) Determine um valor aproximado do integral

™
/ e’ cosx dz,
0

(Matlab) Determine o comprimento aproximado do arco do grafico da funcao f(z) =z
pontos (-1,0) e (2,6), usando a férmula do trapézio composta, com 4 subintervalos.

usando a regra de Simpson adaptativa.

3 x, entre o0s

(Matlab) Considere a funcao f(z) = e* + 2z.

(a) Calcule uma aproximagao para a raiz de f(x) aplicando o método de Newton 2 vezes.
(b) Utilizando a féormula de Simpson, aproxime a area da regido limitada por y < €%, y > —2x e
z <0.
(Matlab) Determine o ntimero minimo de subintervalos para aproximar, usando a férmula composta
do ponto médio com erro inferior a 1074, os integrais das seguintes funcdes: fi(x) = em [0,5],
fo(z) = e*cosz, em [0,7] e f3(x) = y/z(1 — ), em [0,1].

1
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(Matlab) Consideremos um condutor eléctrico esférico de raio arbitrario r e condutividade o. Pre-
tendemos calcular a distribuigao da densidade de corrente j em fungao de r e ¢ (tempo), conhecendo
a distribuicdo inicial da densidade de corrente p(r). O problema pode ser resolvido usando as relagoes
entre a densidade de corrente, o campo eléctrico e a densidade de carga e observando que, pela simetria
da configuragao, j(r,t) = j(r,t)r/|r|, em que j = |j|. Obtém-se

g

j(r,t) = ~y(r)e e, y(r) = o p(€)€* de,

onde gy = 8,859 x 107!2 farad/m é a constante dieléctrica do vazio. Usando a férmula de Simpson
composta, determine a fungio v(r), para 7 = k/10 m com k=1,...,10, p(§) = e e 0 = 0,36 W/(mK).
(Recorde que: m=metros, W=watts, K=graus Kelvin).

(Matlab) A fim de planificar uma sala para raios infravermelhos, estamos interessados em calcular
a energia emitida por um corpo negro (isto é, um objecto capaz de irradiar em todo o espectro a
temperatura ambiente) no espectro (infravermelho) compreendido entre os comprimentos de onda 3
pm e 14 pym. A solugdo deste problema obtém-se calculando o integral

—4
14x10 dx

E(T) =2,39 x 1071 /

sx10-4  20(el432/(Tx)-1)

que é a equagdo de Planck para a energia F(T), onde x é o comprimento de onda (em cm) e T a
temperatura (em Kelvin) do corpo negro. Recorra a formula de Simpson para determinar a funcao
E(T), com T = 213 K.



