DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA FCTUC
EXAME DE METODOS NUMERICOS PARA EQUACOES COM DERIVADAS PARCIAIS

5 DE JULHO DE 2005 DURAQAO: 2H30M

Observacao: A resolucao completa de cada exercicio inclui a justificacao do raciocinio uti-
lizado e a apresentacao dos calculos efectuados.

PARTE 1
1. Considere o problema
—(pu') + qu' +ru = f, Q=(0,1), u(0) = u(1) =0,
com p uma funcao positiva e ¢ uma funcao nao nula.

(a) Deduza a formulagao fraca do problema anterior e mostre que a forma bilinear obtida
é limitada e se

lqll2, < 4pr,

com p = infyeo,1p(z) > 0 e r = inf,poq [r(2)|, é também eliptica. (Nota: Considere
a desigualdade ab < §a2 + 2%62, véalida para a,b € R e todo o € > 0)

(b) Formule o problema de Ritz-Galerkin num espago de fungdes que considere adequado.

(c) Diga, justificando convenientemente, se o problema de Ritz-Galerkin dado na alinea
anterior tem solugao tunica.

2. Seja u a solu¢ao do problema —Au = f, em Q = (0,1) x (0,1) e g—’; = g em 0f), em que e

05} denota a fronteira de {2 e i a normal exterior unitdria. Em Q considere a rede uniforme
de espacamento h, €2, e seja 0Q* = 0Q — {(0,0), (0,1),(1,0), (1,1)}.

Seja uy, a aproximacao a u obtida pelo esquema de diferencas finitas

{ —Apuy, = fh7 (l’,y) € Qa
Byup = gn, (x,y) € 00Q*.

(a) Escreva o esquema de diferencas finitas dado na forma Ljuy, = ﬁ“ quando se consid-
eram 4 pontos em ().

(b) Diga qual a condi¢ao de compatibilidade que permite concluir que o esquema de
diferengas finitas tem solugao. Sera que a solucao ¢ tnica?

(¢) Como poderia demonstrar a convergéncia do método?



3. Considere o problema

Em [0, 1] considere a rede uniforme de espagamento h dada por 0 = 2o < x; < - - -

Uy = Ugpg, € (0,1),t € (0,7,
u(0,t) = u(1, t) 0, t e (0,77,
u(z,0) = up(x), x € (0,1).

.1']\721.

< Ty <

(a) Mostre que, se para cadat € (0,7] o problema de Ritz-Galerkin semi-discreto associado
ao problema dado tem solucao uy(t) € Vi, C HY(Q) tal que (up):(t) € L*(Q), entao

essa solucao é estavel relativamente a perturbacoes da condicao inicial.

(b) Obtenha o sistema de equagbes ordindrias que permite determinar os coeficientes da
aproximagao semi-discreta de Ritz-Galerkin com as fungoes em spline de grau 1.

(c¢) Diga como poderia resolver o sistema de equagoes obtido na alinea anterior usando o

método de Euler implicito.

4. Considere o problema

Ay + Bz, + Yu, z € (0,1),t € (0,7T],

z(): =u(l,t) =0, t € (0,77,
u(@,0) = uo(x),  we(0,1),

com «,3 > 0e~v < 0. Em [0,1] considere a rede uniforme de espacamento h dada por
O=zg< 21 < - <oy <zxy=1

(a) Seja up(t) a aproximacao semi-discreta obtida discretizando a derivada parcial de
primeira ordem no espaco pelo operador de diferencas progressivo de primeira ordem e
a segunda derivada no espaco pelo operador centrado de segunda ordem. Mostre que

se — & < B entao
v «

[un(®)lln < lluolln, € [0,T],
L\ 12
em que [[on]ln = (A5 vn(a:)?)
Em [0, 7| considere a rede uniforme de espagamento At dada por 0 =t5 < t; < -+ <

tyr <ty=T.

1. Enuncie e demonstre o Teorema de Lax.

ii. Estude a estabilidade e convergéncia do método de diferengas (r = At/h?)

u = Bru + (1+yAt —28r — ahr)ul* + (Br + ahr)ul,,

Considere o método particionado (i =1,..., N — 1)
- m+1 __
. p?"” =, P =p"+ahr(ply — P,
m+1 m+1
o vt i=p", o' = Bruty + (1= 28r)of" + Brofiy,
m+1 mtl _ 1 m
o wi =", Wy = AW
+1

em que w;"" &~ u(x;, tyg).

i. Diga como foi deduzido o método anterior.

ii. Comente a afirmacao: ”O método particionado anterior é mais estavel que o

método apresentado na alinea anterior.”



