DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA FCTUC
EXAME DE METODOS NUMERICOS PARA EQUACOES COM DERIVADAS PARCIAIS

22 DE JULHO DE 2005 DURACAO: 3 HORAS

Observacao: A resolucao completa de cada exercicio inclui a justificacao do raciocinio uti-
lizado e a apresentacao dos calculos efectuados.

PARTE 1

1. Pretende-se determinar a solugao numérica do problema

{ —(pu) +qu=f,  Q=(0,1),
u(0) = u(l) =0,

numa malha nao uniforme de espacamento h.

(a) Mostre que sao equivalentes as solugoes obtidas com o método de elementos finitos
linear e com um método de diferencas finitas apropriado.

(b) Seja uy, a aproximagao a sua solucao obtidas com o método de elementos finitos linear.
Mostre que o erro na aproximacao de u por u, pode ser estimado por [|u, — ullp <
C||v"]|oh?, com C uma constante positiva.

2. Seja u a solugao do problema —Au + g(u) = f, em © = (0,1) x (0,1) e u = upq em 09,
em que e Jf2 denota a fronteira de 2. Em ) considere a rede uniforme de espagamento
h =1/N, Q e seja 00" = 0Q — {(0,0), (0,1),(1,0), (1,1)}.

(a) Considere g = 0 e seja uy, a aproximacao a u obtida pelo esquema de diferengas finitas

{ —AhUh = fh> (flf,y) S Qh7
Up, = UsQ,hs (z,y) € 0.

i. Escreva o esquema de diferencas finitas dado na forma Lju, = ﬁ e mostre que Ly,
¢ invertivel com || L, ||« < .
ii. Mostre que ||upl|c0o < %Hthoo + || usa.n ] oo-

(b) Considere

{ —Apun(P) + g (i 2_ev(p) Uh(@) = fu(P), P €y,

Up = UsQ,h s em 8(2*,

em que V(P) = {P + he;,i = 1,2}. Supondo que ¢’ < £ determine ||u — up |-



PARTE 2
3. Seja u a solucao do problema

Ut:AU_u+x2y> (l’,y)GQ:(O,l)X(O,l),
u =0, (x,y) € 0N.

onde 0f) denota a fronteira de €.

(a) Indique um problema variacional associado num enquadramento funcional adequado.

(b) Supondo que o problema variacional dado na alinea anterior tem solugao, averigie da
sua unicidade bem como da sua estabilidade relativamente a perturbacoes da condicao
inicial.

(c) Considere a partigao de elementos finitos (), numa rede quadrangular uniforme de
espagamento h = % Obtenha o sistema de equagoes diferenciais ordindrias que permite
determinar os coeficientes da aproximacao semi-discreta de Ritz-Galerkin.

4. Considere o método de diferencas finitas UZ—H = Lj acuy para a aproximacao da solucao de

um problema parabdlico numa rede uniforme de espacamentos At no tempo e h no espaco.

(a) Mostre que o método é estavel relativamente a norma || - ||, se e s6 se
[Ln,atlln < K exp (B(m + 1)At),
para constantes K, 3 > 0. Conclua que se
[ Lnadlln <1+ CAt,

para alguma constante C' independente de h e At, entdao o método é estavel.

(b) Considere o esquema de diferengas finitas

up = (1 - a)up —auf _ ui ) = 2ui + ud a e {0,1}
(1+a)At h? ’ T

para o problema u; = u,, em 0 < z < 1, com ¢t € R", u(x,0) = 2%y e condicoes de
fronteira u(0,t) = 0, u(1,t) = 1.
i. Estude a estabilidade do esquema de diferencas finitas relativamente a uma norma
que considere adequada, em fungao de o e r = At/h?.
ii. Mostre que, para a = 0 o método esquema de diferencas finitas é convergente.



