José Augusto M. Ferreira

Métodos Numeéricos
para

Equacoes com Derivadas Parciais

Departamento de Matematica
Faculdade de Ciéncias e Tecnologia

Universidade de Coimbra
2004



As notas que a seguir apresentamos constituem a base tedrica de uma disciplina
semestral - Métodos Numéricos para Equacoes com Derivadas Parciais - que leccionei,
nos anos lectivos 2002-2003 e 2003-2004, no Departamento de Matematica da Faculdade
de Ciéncias e Tecnologia da Universidade de Coimbra, aos alunos do quarto ano da
Licenciatura em Matemaética - Ramo Cientifico, Especializacao em Mateméatica Pura e
Matematica Aplicada.

i



Conteudo

Capitulo 1 - Introducao

Capitulo 2 - Equagoes Diferenciais Ordinarias: MDF e MEF

1

O Método de Diferencas Finitas
1.1 Os métodos de diferencas finitas . . . . . . . . . ... ... ... ...
1.2 Resultados matriciais . . . . . . . .. ... ...

O Método de Elementos Finitos - caso unidimensional

2.1 Formulagao variacional . . . . . . . .. ... ... L
2.2 O método de Ritz-Galerkin- o método de elementos finitos . . . . . . .
2.3 Estimativasde Erro . . . . . . . . ...

Capitulo 3 - Métodos Numéricos para Equacgoes Elipticas

1

Métodos de Diferencas Finitas
1.1 Introdugao . . . . . . . . . ..
1.2 A equagao de Poisson: o esquema de 5 pontos . . . . . ... ... ...
1.3 Propriedades qualitativas: o teorema da média aritmética, o principio
domaximo . . . . . . . ..
1.4 Propriedades quantitativas . . . . . . ... ..o
1.5 Esquemas de diferencas de ordem elevada, . . . . . . .. ... ... ...
1.6 Equagao de Poisson com condi¢ao de Neumann . . . . . ... ... ..
1.7 Convergeéncia relativamente a normas de Sobolev discretas . . . . . . .
1.8 Outras equacgoes elipticas . . . . . . . . .. . ...

Método de Elementos Finitos

2.1 Imtroducao . . . . . . .
2.2 Formulagao variacional . . . . . . . .. ..o
2.3 Construcao dos espacos de elementos finitos . . . . . . . .. ... ...
2.4 Estimativa para o erro da solucaode EF . . . . .. ... ..o L.
2.5 Alguns problemas . . . . . . ...

Capitulo 4- Problemas de evolugao

1

2

Introducao

MEF para problemas de evolugao

2.1 Equacao do calor unidimensional . . . . . . .. ... ... ... ...
2.1.1 Formulacao variacional . . . . . . . . ... ...
2.1.2 Aproximagao de Ritz-Galerkin . . . . . . . .. ... ... ...
2.1.3 Aproximagao de Ritz-Galerkin discreta no tempo . . . . . . ..

2.2 Um problema parabdlico modelo . . . . . . . .. ... ... ... ....
2.2.1 Formulacao variacional . . . . . . . . ... .. ... ... ...

1l

=

15
15
18
21

25

25
25
25

27
29
32
34
40
41

43
43
43
49
95
63

66

66



2.2.2  Aproximacao de Ritz-Galerkin . . . . . . .. .. ... ... ... 73

2.2.3 Aproximacao de Ritz-Galerkin discreta . . . . . . .. ... ... 75

3 Meétodos de diferencas finitas 77
3.1 Osmétodos . . . . . . . . . 7
3.2 Propriedades qualitativas e quantitativas . . . . . . . . ... ... ... 81
3.2.1 Convergencia . . . . . . . . ..o 81

3.2.2 A aproximagao semi-discreta-convergéncia . . . . . . . ... .. 82

3.2.3 Consisténcia . . . . . . . ... 83

3.2.4 Estabilidade . . . . . ... ... L 87

325 OTeoremadeLax . . . ... ... ... ... .. .. ...... 89
Bibliografia 90



Capitulo 1 - Introducao

As equacoes diferenciais com derivadas parciais complementadas com condicoes inicial
e ou de fronteira surgem em modelos matematicos utilizados na modelacao de diversos
fenémenos fisicos, bioldgicos,. . . .

Questoes de existéncia e unicidade de solugao dos problemas mencionados foram
abordadas na disciplina de Equagoes com Derivadas Parciais: para uma grande var-
iedade de problemas foram establecidas condi¢oes que garantem a existéncia e unicidade
de solucao. No entanto no que diz respeito a determinacao da solucao, apenas para
um nimero reduzido de problemas lineares definidos em geometrias muito simples con-
seguimos obter expressoes para as solugoes utilizando integrais impréprios dependentes
de parametros, séries de fungoes. Observamos finalmente que somente para casos muito
simples obtemos expressoes de simples manipulagao.

Para problemas lineares gerais definidos em geometrias mais complexas, problemas
nao lineares definidos em geometrias mesmo simples, nao sao conhecidas técnicas que
nos permitam obter a expressao da solugao mesmo em termos dos elementos utilizados
nos casos considerados nos estudos anteriores.

A substituicao do problema diferencial - continuo em que a solucao pertence a um
espaco de dimensao infinita - por um problema definido num espaco de dimensao finita
em que a solucao obtida por esta substituicao é uma aproximacao - num sentido a
especificar - da solugao do problema diferencial parece-nos um processo razoavelmente
eficiente para determinar, pelo menos de modo aproximado, a solucao do problema
diferencial.

A construgao da aproximagao é feita fundamentalmente utilizando dois tipos de
métodos:

e Método de Ritz-Galerkin - o problema diferencial é substituido por uma prob-
lema variacional definido num espaco de Sobolev adequado que, em seguida, é
substituido por um espaco de dimensao finita. A escolha da base do espaco de di-
mensao finita tem um papel central no processo de construgao da aproximacao. A
construcao de uma base a partir de uma particao em elementos com propriedades
geométricas especificas que tém papel importante na estrutura das funcoes base,
induz uma classe de métodos bastante populares entre os matematicos mas prin-
cipalmente de grande interesse em aplicacoes em engenharia - os métodos de
elementos finitos. Nesta ultima classe de métodos, as fungoes da base tém o
suporte num conjunto finito de elementos e esta caracteristica desempenha um
papel central no estabelecimento de um processo eficaz, rapido e robusto para a
determinacao dos coeficientes da aproximacao pertencente ao espaco de dimensao



finita. De facto, a determinacao da solugao aproximada é feita resolvendo um sis-
tema linear em que a estrutura da matriz depende das propriedades dos suportes
das funcoes da base.

e Métodos de diferencas finitas - o dominio é substituido por um conjunto es-
truturado de pontos e as derivadas parciais sao aproximadas por cocientes de
diferencas. Obtemos deste modo um processo que permite construir uma aprox-
imagcao para a solugao apenas no conjunto discreto de pontos.

A eficacia do método numérico - processo que permite construir a solucao aprox-
imada - é medida em funcao do erro com que vem afectada a aproximacao para a
solucao. De facto, se u € V' é a solucao do problema em estudo e u, € V), é a aprox-
imacao obtida, o erro com que vem afectada a aproximagao é u, — Rpu em que R,
depende do método considerado - Rj, representa um operador de restricao no caso
dos métodos de diferencas finitas, R, = I se o método considerado é um método de
elementos finitos - e a eficicia do método é determinada por |u, — Rpull.

No curso de Métodos Numéricos para Equagoes com Derivadas Parciais pretende-
mos estudar fundamentalmente as propriedades dos métodos numéricos pertencentes
as duas classes anteriormente referidas- métodos de diferengas finitas (DF), métodos de
elementos finitos (EF). As propriedades anteriores serdo de dois tipos : propriedades
quantitativas, propriedades qualitativas. O primeiro tipo diz respeito as propriedades
do erro com que vem afectada a aproximacao construida enquanto que o segundo tipo
diz respeito ao comportamento da aproximagao numérica.

A apresentacao das classes de métodos a estudar é feita num capitulo introdutoério
ao curso recorrendo a problemas diferenciais ordinéarios de condi¢ao de fronteira em 2
pontos. Deste modo sao introduzidos os métodos bem como uma classe de resultados
matriciais que consideramos importantes como ferramenta de andlise dos métodos de
diferencas finitas. Mais ainda e no que diz respeito aos métodos de elementos finitos,
consideramos alguns resultados sobre problemas variacionais abstractos e que foram ja
objecto de estudo do curso de Equacoes com Derivadas Parciais.

Nos capitulos seguintes estudamos os métodos de DF e EF quando considerados
para problemas diferenciais: estacionarios, evolucao. Na classe dos problemas esta-
ciondarios consideramos com grande particularidade as equagoes elipticas sendo dado
grande realce a equacao de Poisson. Na classe dos problemas de evolugao estudamos
fundamentalmente as equagoes parabdlicas.



Capitulo 2 - Equacoes Diferenciais Ordinarias: MDF
e MEF

1 O Método de Diferencas Finitas

1.1 Os métodos de diferencas finitas

Nesta breve introducgao apresentamos seguidamente o método de diferencas finitas e o
método de elementos finitos quando considerados para determinar uma aproximacao
da solucao de uma equacao diferencial ordinaria.

Consideremos o problema de condicoes de fronteira em dois pontos

—u"(z) = f(x), x € (a,b), u(a) = u,, u(b) = up. (1)

Seja h > 0e I, = {x;,i =0,...,n} arede em que z; — x;_ 1 = h,i = 1,...,n, com
xo = a,, = b. Sejam V(1)) e Vj,(I}) os espagos das fungoes de rede definidas em Ij, e
I = I, — {z;,i = 0,n} respectivamente. Para u;, € V}, definimos

up () — up(@io1)

D_up(x;) = - i=1...,n,
Dy (i) = “h(xi“)h_ w(@) o
Doup(x;) = uh(xiﬂ);huh(xi_l),i =1,...,n—1,
Dyup(s) = 2 Fe1) = 2“2(2%) Funl@ion) oy

Observamos que se u € C?(a,b), entao

h
Dyulw:) = u'(x;) = 5u"(&), & € (wimp,2),0 = 1o,

h
Dyu(z;) = u'(z;) + Eu”<§i)afi € (i, i41),i=0,...,n — 1.

Se u € C®(a,b), entao

2

h
Deu(r;) = u'(x;) + E(Um(fi) +u" (7)), & mi € (Tim1, @), i=1,...,n—1,



2

h
Dou(x;) = u"(z;) + ﬁ(um (&) +uW(m), &mi € (Wi, i), i=1,...,n—1. (2)

Considemos na equagao diferencial de (1), x = x; € (a,b). Atendendo a (2) obtemos

h3
—Dyu(e;) — 57 (¥ () +u(n) = fla)i =1, — 1,

e deste modo somos conduzidos ao seguinte método numérico
_D2uh($i) = f([['l),l = 17 sy — 17 uh($0) = Uq, uh(xn) = Up, (3)

em que up(x;) representa uma aproximagao para u(z;). O método numérico anterior é
um exemplo de um método de diferencas finitas.

Um outro método pode ser estabelecido substituindo no segundo membro f(z;) por
uma sua aproximagao f(z;)

—Doup(x;) = fu(xi),i=1,...,n — 1, up(xo) = tg, up(x,) = up. (4)
A equacao (3) (ou (4)) podem ser reescritas na forma reduzida
Lyup, = fn

em que Lpu, é uma funcao de rede definida por

[ up(ws) — 2up(2y) 1
- 2 ) y U=
Lyun(zi) = § = Dyun () i=2....n—1
2uh(xn—1) +uh(xn—2) .
- % , ,t=n—1.

Uy

e fi = (fular) + 25 ful@a). s ful@ams) + 23)
A equacao de diferencas de (4) (ou equivalentemente um sistema linear) permite-
nos calcular uma aproximacao uy, definida na rede I;. Esta aproximacao esta afectada
de um erro que nos interessa estimar.
Consideramos seguidamente um problema de condicao de fronteira genérico

Lu = fem/(a,b),u(a) = uq, u(b) = uy (5)

em que L é um operador diferencial de segunda ordem linear(ou nao linear) . Consid-
eremos o seguinte método de diferencas finitas

Lyup, = fa (6)

em que u, € Vi(I}) e L é um operador de diferengas. Seja u € C?*(a,b) N Cla,b] e
Ry, : C*(a,b) N Cla,b] — V,(I}) um operador de restrigao. Em Vj,(I}) consideramos
uma norma ||.||5-



Definicao 1.1 A e, = u, — Ryu chamamos erro da aproximacao u,. A T, =
Rp(Lu) — Ly(Ryu) chamamos erro de truncatura.

O método de diferencas diz-se consistente se ||Ty||n — 0, h — 0. Diz-se convergente
se |len|ln — 0,h — 0, e diz-se de ordem p se ||en||n, = O(hP).

Um operador de diferencas finitas Fy, : Vi (I}) — Vi(1},) (linear ou ndo) diz-se estdvel
se ||Fn(up) — Fp(vp)||n — 0 entao ||up, — vplln — 0.

Estabelecemos seguidamente uma equagao - equagao para o €rro - que nos permite
estimar a partir de ||T},||, o erro ||es||n. Se Ly é linear, entao

Lheh = Lhuh — Lh(Rh’LL) = fh — Lh(Rhu) = RhLU — Lh(Rhu) = Th,

isto é
Lheh = Th-

A equagao anterior tem um papel central no estudo das propriedades de convergéncia
do método de diferencas finitas.

Uma condicao suficiente para a estabilidade no caso linear é estabelecida no seguinte
resultado.

Teorema 1.1 Se o operador Ly, : Vi (1},) — Vi(I},) € injectivo e existe uma con-
stante positiva C independente de h tal que |L;'||n < C para h < hg, entio Ly, é
estavel.

[ |

Notamos se L;, satisfaz as hipdteses do teorema anterior, da equagao de erro , vem
= L;'T;
€n = Ly, 1p,
e portanto
lenlln < CITh]ln-

Logo se o método de diferengas finitas é consistente concluimos que é convergente
e a ordem de convergéncia ¢ pelo menos igual a ordem do erro de truncatura.
Provamos o seguinte teorema:

Teorema 1.2 Nas hipoteses do Teorema 1.1, se o método é consistente, entao é
convergente.
|

No caso mais geral, e pelo menos para o caso linear, vale o teorema de convergéncia:

Teorema 1.3 Se o método de diferencas finitas é estdvel e consistente, entdo é
convergente.



Demonstracao: Se ||T,||, — 0,h — 0, entdo ||Lyen||r, — 0,h — 0. Atendendo a
que o método é estavel vem finalmente ||ey||;, — 0.
[
A convergéncia é estabelecida relativamente a uma norma especifica e que é con-
siderada no espago das fungoes de rede. As normas mais usuais sao a norma ||.||» € a
norma ||.||o definida por

n—1 1/2
Junll2 = <Z huh(fﬁj)2> , up € Va(1}).
=1

Para determinar uma estimativa para o erro, tendo por hipétese a convergencia do
método, na pratica utilizamos como solugao analitica uma solu¢ao numérica determi-
nada utilizando uma rede espacial com um niumero elevado de pontos.

Estudar a invertibilidade do operador L; é equivalente a estudar a invertibilidade
da matriz que lhe estd associada. No exemplo considerado, atendendo a que se trata
de uma matriz tridiagonal diagonal dominante e estritamente diagonal dominante na
primeira e ultima linha, concluimos que ¢é invertivel.

Exercicio 1.1 Mostre que L, definido pelo método de diferencas finitas (3) tem

0s valores proprios

4 h
A = ﬁseHQ(mTﬂ), m=1,....,n—1,

e 0s vectores proprios correspondentes
tm(x) = sen(mmzx), m=1,...,n— 1.

Exercicio 1.2 Determine o erro de truncatura do método de diferencas finitas (4)
com T+
3 it Tiyay .
fnlx) = f(TJF),Z =1,...,n—1.
Exercicio 1.3 Suponha que a solugdo do problema (1) pertence a C*[a,b]. Deter-
mine uma estimativa para o erro da solugdo obtida com o método (3) relativamente a
norma ||.||2.

Exercicio 1.4 Mostre que ||L}:1||oo < é e determine uma estimativa para o erro
da solugdo obtida com o método (3) relativamente a norma ||.||s supondo que a solugao
pertence a C*[a, b].

Exercicio 1.5 Considere o problema (1) com condi¢oes de Neumann para a fron-
teira. Efectue a discretizacao das condigoes anteriores utilizando diferencas finitas
forward e backward. Estabeleca o sistema linear que lhe permite calcular uma aprox-
imacgao utilizando diferencas finitas.



Exercicio 1.6 Considere o problema
—u" + p(x)u(z) + q(z)u(z) = f(z), v € (a,b), u(a) = vq, u(b) = w.

Aproxime a sequnda e a primeira derivadas utilizando diferencas centradas. Estabeleca
uma condi¢ao suficiente para que exrista uma solucdo unica.
Determine o erro de truncatura.

Vejamos seguidamente com mais algum detalhe o estudo dos método de diferengas
finitas no caso nao linear. Consideremos o problema diferencial nao linear

Fu) = f

e o método .
Fpup = fh.
Seja 5
Th = —RhF(U) + Fh(Rhu)

o erro de truncatura, isto é,
Fy(Ryu) = RyF(u) + Tp,.
Atendendo a que f;, = Ry,f, obtemos
Fr(Rpu) — Frup, = Th.

Assim, se o método é estavel e consistente concluimos que também é convergente e
portanto vale o Teorema 1.3. Com o objectivo de estimar ||ep||, notamos que se tem

Th = Fh(Rhu) - Fhuh = F,’L(Rhu + Heh)eh
e portanto, se F} (Ryu + fey) é invertivel e tem inversa limitada
||F,'L(Rhu + 06h>_1”h < C,

obtemos
lerlln < ClThl[n-

Exercicio 1.7 Considere o problema diferencial
—u"(z) + g(u(x)) = f(x),z € (a,b),u(a) = ug, u(b) = up,
e o método de diferencas
—Doup () + glup(x;)) = f(z:),i=1,...,n— 1, ug = g, Uy = Up.

Estude o erro de truncatura do método anterior e estabeleca uma condi¢ao suficiente
sobre g que lhe permite concluir que o método é convergente.



Para equacoes diferenciais de ordem superior a 2 podem também ser construidos
métodos de diferencas finitas que permitem determinar de modo aproximado a solucao
de tais problemas.

Exercicio 1.8 1. Mostre que nao existem formulas de aproximacgao para a ter-
ceira derwada v (x;) envolvendo os pontos x;_1,x; e x;11 que sejam consistentes.

2. Determine férmulas de aproximagao para v (x;) em funcao de x; 1, x;,x;11 €
Tiro que sejam consistentes.

Os métodos de diferencas finitas foram apresentados considerando uma particao
uniforme do intervalo da equacao diferencial. No entanto podem também ser estabele-
ciads férmulas de diferencas tendo por base uma malha nao uniforme. De facto, numa
rede nao uniforme z;,7 =0,...,n, em que x; — xr;_1 = h; temos

up(2;) — un(wi—1)

D—xuh(xi) - 3 y U= 17 -, 1,
Dyup(x;) = Uh(xiﬂfz - Uh(xi)ﬂ =0,...,n—1,
i+1
Dcuh<xi) = Uh(xi21)+_hUh($i1) ’i = 17 e, = 1,
7 i+1

hz‘uh(xi-i-l) — (hi + hi+1)uh($z’) + hz‘+luh($z‘—1) i

D i) = ’
oun () hihip1(hi 4+ hiv1)/2

Exercicio 1.9 Determine o erro de truncatura para as formulas anteriores.

O teorema geral de convergéncia é valido mas no entanto a demonstracao da es-
tabilidade do método de diferencas torna-se mais delicado pois as entradas da matriz
do método dependem dos espacamentos entre os pontos da malha. Observamos que
para o método definido pela discretizacao com diferencas centradas temos ordem de
consisténcia igual a 1 e ordem de convergéncia igual a 2. Este fenémeno é chamado
supraconvergencia.

As propriedades dos operadores de diferencas, ou equivalentemente das matrizes
que lhe estao associadas, sao fundamentais no estudo do erro global. Apresentamos na
seccao seguinte alguns resultados que tém um papel de relevo no estudo anterior.

1.2 Resultados matriciais

Definig¢ao 1.2 Sejam A = [a;;] e B = [bi;] duas matrizes to mesmo tipo. Dizemos
que A > B se a;j > b;;.

As desigualdades <, < e > sao definidas de modo andalogo.



Defini¢ao 1.3 Uma matriz A = [a;;] diz-se M se
Qi > O,V'é, Qjj S 07 i %]7
A nao singular e A=t > 0.

Associamos seguidamente a uma matriz A = [a;;] um grafo. Para o efeito con-
sideremos os indices i,j € {1,...,n}. Dizemos que i estda directamente ligado a j
se a;; # 0. Dois indices ¢ e j dizem-se ligados se existe uma sequéncia de indices
Qg = 1,00, ...,05 = J tals que aq, ,q, # 0. O conjunto de indices {1,...,n} com os
indices com que estao directamente ligados formam um grafo a que chamamos grafo
de A.

Defini¢ao 1.4 Uma matriz A de ordem n diz-se irredutivel se qualqueri € {1,...,n}
estd ligado a qualquer j € {1,... ,n}.

Defini¢ao 1.5 A matriz A = [a;;] diz-se diagonal dominante se
|aii| > Z |aij]-
J#i

Diz-se irredutivelmente diagonal dominante se € irredutivel e vale a desigualdade

Jaisl =Y layl

J#i
e em sentido estrito pelo menos para um indice i.

A nao singularidade de uma matriz A pode ser concluida a partir do enquadramento
dos valores proprios de A.

Teorema 1.4 [Teorema de Gershgorin] Seja A = [a;;] uma matriz real de or-
dem n e seja A € valor proprio de A. Entdo

A€ Uie{l,...,n}Eri(aii)'
Se e A € irredutivel, entdo
A € Uieqr,..ny Br, (aii) U Nicqr,... 0y Sr (@),
onde r; = 3, laij.

Demonstragao: Seja x o vector proprio associado ao valor proprio A e i tal que
|z;] = [|2]|s- E imediato que
Az = . = |a; — A < Z ]aij\ﬂ <r

J#i ‘xl| -

10



Se A irredutivel e A € Ujeqr,..n) By, (as), entdo o resultado estd provado. Supon-
hamos agora que A € Uieq1,... 0} Br, (a;;). Provemos que A € Nicqr,.. 0} Sy, (@)
Suponhamos que a;; # 0, isto €, i estd ligado a j, e |z;| = 1. Admitamos que

A —ay| = ri = [x;] = 1|\ — ayy| =75 (7)

Existe pelo menos um indice i tal que ||z]|o = |z;| = 1 e |X — ay| < r;. Mas, pela
primeira parte do resultado, A € Ujeq1,...n} Sy, (i) € portanto |A—ay;| = r;. Atendendo a

que A é irredutivel concluimos que, para qualquer j € {1,...,n}, existe uma sequéncia
e Indices o, ... tais que a e
d d ) et g0y 0
|xae| =1, |)‘ - aoée%' = Toy-

Em particular A € S,,(aj;). Atendendo a arbitariedade de j concluimos que A\ €

mje{lv“"n}srj (a]])
Provemos (7). Atendendo a que |A — a;;| = r; vem

D laillzed = Jaudl,
+i 0+i

e ainda |ay||xe| = |ai| pois |z < ||z||oo. Logo |z = 1 e |\ — ag| < 7. Finalmente,
atendendo a que A € Ujeqi,.. 0} By, (aj5), vem |A — ag| =7y,
[
Consideremos a seguinte particao de A = [a;;] :

D= [CL“], B=D-— A,b” = 0, bij = —Qj.
Seja C' = D~ B. Caracterizamos seguidamente o raio espectral de C.

Teorema 1.5 Se A ¢ diagonal dominante ou irredutivelmente diagonal dominante,
entao
p(C) <1 (8)

Demonstragao: Seja A um Valor proprio de C. Pelo Teorema de Gershgorin

A € Uier...n B, (0), com 7; = Z

@ Logo se A é diagonal dominante, entao r; < 1.
ZZ

Por outro lado, se A é 1rredut1velmente diagonal dominante, entdo A € U,y __,B,,(0)U
Ni=1.. S (0). Atendendo a que, para algum i € {1,...,n}, se tem r; < 1, entao

r; =1, Vi, ou3dje{l,...,n}:r; #r.

Consideremos apenas o segundo caso. Temos S,,(0) N S, (0) = ) e portanto A €
Uiz1,..n By, (0) isto é p(C) < 1.
[ ]
O teorema seguinte estabelece uma condicao necessaria e suficiente para que uma
matriz A de elementos diagonais positivos e nao diagonais nao positivos, seja uma
matriz M.
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Teorema 1.6 Uma matriz A = [a;;] tal que a; > 0,a;,; < 0, € M se e s¢ se
p(C) < 1.

Demonstracgao:

e Se p(C) < 1, entao Z C? é uma série de matrizes convergente para (I — C)~".
=0

De facto, S,, = Z C7 verifica

J
Sm(I —-C)=(1-0C)S,, — 1
1
Logo
Y =85=(1-0)"
J

e portanto

I=SUI-C)=SI—-D"'B)=SD YD~ B)=SD'A.
Logo A é invertivel e além disso A~! > 0. De facto, S >0e D~ > 0.

e Suponhamos que A é M. Provemos que p(C) < 1.

Sejam \ valor préprio de C' e x o vector préprio associado. Seja |x| o vector cujas
componentes sao os mdédulos das componentes de x. Entao

[A\z| = [N|z| = |D™ Bz| < D™ Blul,

e portanto |A|D|z| < B|z|, e ainda |\|[A~'D|z| < A7!'B|z|. Desta desigualdade
vem finalmente

—[AA™'D|z| > —A7'B|z|.
Mas

2] = A" Ala] = A7(D - B)le| = A" Dla| — A7 Ble| < A D(Je] — |\l

ou seja
2| < A7'D(1 — [A])]z].

Da desigualdade anterior, se |A| > 1 concluimos |z| = 0 o que ¢ absurdo pois x é
vector préprio.

ITeorema de Schur: Se C' é de ordem n, entdo existe uma matriz @ unitéria tal que C' = QT RQ
em que R é uma matriz triangular superior com elementos diagonais iguais aos valores proprios de C.
Se p(C) < 1 entao ||C™]|co < k||R™||oc < kp(C)™ — 0.

Se C™ — 0, isto é, QT R™Q — 0 e portanto A* — 0 e deste modo concluimos p(C) < 1.

12



Vale o seguinte corolario:

Corolario 1.7 Seja A uma matriz de entradas diagonais positivas e nao diagonais
nao positivas. Se A é diagonal dominante ou irredutivelmente diagonal dominante,
entao A é M.

No estabelecimento de estimativas para o erro global presente na solucao de diferencas
finitas, é fundamental o conhecimento de estimativas para a norma da inversa da matriz
do método. Vejamos seguidamente no caso das matrizes M como obter tais estimativas
sem calcular a inversa da matriz do método. Por 1l denotamos o vector de componentes
iguais a unidade.

Recordamos o conceito de norma matricial subordinada a uma norma vectorial ||.]|.
Por definicao

A
1Al = sup 1Al

0#£zeR™ H$||

A norma matricial ||.|| é a norma subordinada a norma vectorial ||.||o, tendo-se

Az
|Al|lo = sup H [ES maxg ;.
ook 7]l

Mais ainda, as normas matriciais ||.||1, ||.||2 sdo subordinadas &s normas vectoriais cor-
respondentes.

Teorema 1.8 Seja A uma matriz M e w tal que Aw >T Entio [|[A™ s < ||w]|co-

Demonstracao: Seja x € IR". Entao

2] < [l fodl < [ ]|oc Aw.

Logo
A7 z| < Jlzfloow
e portanto
AT 2o < Nllloollw]lo,
ou ainda

1A 2|0 < Jlzlloolw]loc-
A desigualdade anterior permite concluir
1A e < [Jw]lce-

[
No resultado seguinte é caracterizada a norma ||.||2 de uma matriz utilizando o raio
espectral de uma matriz adequada.
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Por definicao

Ax .%'TATAI' 1/2
Y T— [Azlly ( )
0#£zeR™ HxH2 0#£zeR™ Hx”Z

Observamos que se A é nao singular, entdao AT A é uma matriz definida positiva e é
simétrica, e portanto os seus valores préprios sao positivos.?
Mais ainda AT A é diagonalidvel tendo-se

[Az])3 = (Q"2)" QT ATAQ(Q"x) = y" Diag[\ly.

Assim, obtemos ainda
[Az|3 = Aiy? < p(A"A) 5.

Logo
1A]l2 < p(ATA)Y2.

Por outro lado

Axl? ul AT Au
JA2 = sup 1Azle 5 w0 A Au
i el 2 Tl

em que u representa um vector préprio de AT A arbitrario associado ao valor préprio
A. Logo
JAll > p(AT )12

Provamos o seguinte resultado:

2

Teorema 1.9 Se A ¢ real simétrica e definida positiva entdo os valores préprios de A sdo posi-
tivos.

Demonstragao: Sejam A\ um valor préprio e x o vector préprio associado. Entao

0<zTAz =XaTe = \>0.

Teorema 1.10 Se A ¢ real simétrica e definida positiva, entdo A é nao singular e A~ € definida
positiva.

Demonstracgao: Atendendo a que A é real simétrica e definida positiva entdo A = QT Diag[\;]Q
em que @ é ortogonal. Assim, A~! = QT Diag[1/)\]Q.
Se A > 0 é valor préprio de A, entdao A~! é valor préprio de A~!. Logo os valores préprios de A~!

sdo positivos. Assim, se y # 0, tem-se

yTATy = (@) Diagll/NIQ"Y) = Y 1 > 0.
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Teorema 1.11
1A]ls = p(ATA)2.
Se A € simétrica, entdo
| All2 = p(A).
[ |

Como consequéncia do resultado anterior concluimos que se A é simétrica e definida

positiva, entao
1

1All2 = A |47 ]2 =

)\mm
O Teorema de Gershgorin permite caracterizar o raio espectral de uma matriz e
deste modo concluir se tal matriz é definida positiva.

Teorema 1.12 Seja A real simétrica de elementos diagonais positivos. Se A é
diagonal dominante ou irredutivelmente diagonal dominante entdo A € definida positiva

Demonstracgao: Se A é diagonal dominante e A é valor préprio de A, entao
A€ Ui:l,...,ngn<aii)a

e portanto A > 0.
Se A é irredutivelmente diagonal dominante, entao

A€ Uit By, (aii) UNizy nSr (ai).
Para algum 7 tem-se r; < a;; e portanto
0 & Nj=1,..nSr; (aj;)-

Logo, também neste case, se tem A > 0.

2 O Método de Elementos Finitos - caso unidimen-
sional

2.1 Formulacao variacional

Consideremos o problema diferencial de segunda ordem
Lu = fem/(a,b),

complementado com condigoes de Dirichlet homogéneas. Consideremos o problema
variacional associado: Determinar u € H}(a,b) tal que

a(u,v) = f(v), v € Hé(a, b),

em que

a(u,v) = (Lu,v), f(v) = (v, ).
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Exemplo 2.1 Para
Lu(w) = = (p(2)u'(2)) + q(z)u(@),z € (a,b), u € C*(a,b),p € C*(a,b),q € C(a,b),

temos

b
a(u,v) = / (pu'v' + quov) dx,u,v € Hy(a,b),

flv) = /abfvdx.

Notemos que se u é solucao do problema diferencial, entao u é também solugao
do problema variacional. No entanto a solu¢ao do problema variacional s6 é solucao
do problema diferencial se satisfizer determinadas condicoes de regularidade. Assim
e relativamente ao exemplo considerado, a solucao do problema variacional pertence
ao espago Hj(a,b). No entanto, para dar sentido ao conceito de solugao do problema
diferencial, u deverd ter segunda derivada. Logo a solucao do problema variacional
nem sempre ¢ solucao do problema diferencial.

O recurso ao problema variacional em substituicao do problema diferencial per-
mite deste modo obter uma solugao que em certas condicoes é solucao do problema
diferencial.

O problema variacional anterior é um caso particular do seguinte problema varia-
cional:

Seja V um espago de Hilbert e a(.,.) uma forma bilinear definida em V', f € V’(dual
de V), determinar u € V' tal que

a(u,v) = f(v),v e V.

O problema variacional anterior tem uma solucao unica quando a forma bilinear
a(.,.) satisfaz certas condigoes:

Defini¢ao 2.1 A forma bilinear af(.,.) definida em V' diz-se

e simétrica se
a(v,w) = a(w,v), Yo,w € V;

e limitada( continua ) se

AC. > 0 : |a(v,w)| < C¢|lv]l||w]], Yv,w € V;

e cliptica se € limitada e

3C, > 0: a(v,v) > C.||v||?, Yv € V;
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Teorema 2.1 Seja V' um espago de Hilbert. Se af(.,.) é eliptica em V e f € V/,
entao existe u € V', unico, tal que

a(u,v) = f(v), Yo € V.
A solucdo u satisfaz
1
< — —
lull < 1l
em que ||.||—1 representa a norma em V',

Demonstragao: Seja A :V — V' o operador linear definido por
Au(v) = a(u,v), Yo € V,Yu € V.

Atendendo a que a(.,.) é continua concluimos que A é limitado e, por outro lado,

1
atendendo a que a forma bilinear é eliptica vem que A é injectivo e ||A7Y| < =-.

Ce
Provemos que R(A) = V. Comecemos por notar que R(A) é fechado.? Se R(A) #

V', tem-se V' igual a soma directa de R(A) com o seu ”complemento ortogonal.” Seja
¢ e V' el +#0. Pelo Teorema da Representacao de Riesz, existe 0 # u € V' tal que

a(v,u) = Av(u) = (Av,€) = 0,Yv € V.

Logo a(u,u) = 0 o que contradiz a elipticidade de a(.,.).

Provamos deste modo que A é bijectivo o que finaliza a demonstracao.

[ ]

Suponhamos agora que o problema diferencial é complementado com condigoes de
Dirichlet ndao homogéneas u(a) = uq, u(b) = up. Consideremos a titulo ilustrativo, o
Exemplo 2.1. A partir da equacao diferencial e efectuando o produto interno, membro
a membro, com v € C§°(a,b), obtemos a mesma equagao variacional. No entanto, a
solucao que se pretende deverd satisfazer as condicoes de Dirichlet nao homogéneas.
Consideramos entao a solugao do problema variacional: determinar u € H(a,b) :

u(a) = uq, u(b) = up, a(u,v) = f(v), Yo € H(a,b).

Seja

T —a b
il 7 lay T € [a, b].

Observamos que w € H'(a,b) e w verifica as condigoes de fronteira. Por outro lado,
i =u—w € H}(a,b), e verifica

x_
w(z) ub—i—a_

a(t,v) = alu,v) — a(w,v) = f(v) —a(w,v),v € Hy(a,b).

3Seja (w,) uma sucessdo em R(A) que converge para w € V' e seja w, = Au,,u, € V. Entdo,
atendendo a que

1

un = uml| < —llwn — wml| — 0,
C
e

concluimos que (u,) é de Cauchy em V', e portanto convergente para u € V. Finalmente, atendendo
a continuidade de A, obtemos Au = w € R(A).
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Seja )
f(U) = f(’U) - Cl(lU,U),’U € H&(avb)
Assim, para determinar a solucao do problema variacional associado ao problema difer-

encial com condigoes de Dirichlet nao homogéneas, temos apenas de especificar w e
determinar a solugao do problema variacional: determinar v € H}(a,b) tal que

a(u,v) = f(v), Vv € Hi(a,b).

A existencia de solugao do problema variacional associado ao problema diferencial
com condicoes de Dirichlet nao homogéneas é garantida pelo Teorema 2.1 com as
convenientes adaptagoes relativamente a funcional linear.

Notemos que o termo variacional estd associado ao calculo de variacoes de uma
funcional.

Teorema 2.2 Seja V' um espago de Hilbert, f € V', a(.,.) uma forma bilinear
eliptica e simétrica. Seja J(v) = a(v,v) — 2f(v),v € V. Entdo o problema variacional

Determinaru € V : a(u,v) = f(v),v € V,

tem solucao unica e
min J(v) = J(u).

veV

Demonstracao: Sejav €V e 2 =u —v. Entao v = 2 + u e tem -se
J(v) = a(u,u) + 2(a(u, 2) — f(2)) +a(z,2) — 2f(z2).
Atendendo a que af.,.) é eliptica e u é solu¢ao do problema variacional obtemos
J(v) = Cellu = v* + J(u),

que permite concluir o pretendido.
[ ]

2.2 O método de Ritz-Galerkin- o método de elementos finitos

Consideremos um subespago V}, de V' com dimensao finita /N, e o problema variacional
definido substituindo V' por Vj. A solucao deste novo problema variacional constitui
uma aproximacao para a solucao do problema variacional inicial sendo e, = u—u, € V
o erro cometido ao tomar esta aproximacao em substituicao da solucao wu.

Obtemos deste modo um processo para a construcao de uma aproximagao para
a solugao do problema variacional. Este processo é usualmente chamado método de
Ritz-Galerkin. A solucao uy, € V} é chamada solucao de Ritz-Galerkin.

Vejamos seguidamente como construir a solugdo de Ritz-Galerkin. Seja {¢;,j =
1,..., Ny} uma base de V,. A aproximagao u, € V} é solugao de Ritz-Galerkin do
problema variacional

Determinaru € V : a(u,v) = f(v), Vv € V, 9)
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Se

a(up,v) = f(vp), Yop, € Vy,

Ny,
se e sO se u, = E a;p; e
j=1

Ny
Za(¢j7¢’b)aj = f(ﬁbz)z = ]-7 .. '7Nha
j=1
se e sO se
Aa=F, A= [a(¢j’ ¢i)]7a = [aj]>F = [f(gbz)} (10)

Notemos que A é simétrica se e s6 se af.,.) é simétrica.
Provamos parte do seguinte resultado:

Teorema 2.3 Seja {¢j,j =1,..., Ny} uma base de Vj,. Eziste e € inica a solugdo
de Ritz-Galerkin para (9) se e s6 se o sistema (10) € possivel e determinado.
Se a(.,.) € eliptica, entdo [a(¢i, ;)] € nao singular.

Demonstracao: Suponhamos que [a(¢;, ¢;)] é singular. Entao existe um vector
[;] ndo nulo tal que

[a(@;, ¢)][ei] = 0

G(Z Oéj¢j, Z C¥Z¢Z) =0.
J i

Atendendo a que af.,.) é eliptica concluimos que Zajgbj =0 e portanto vem final-
J

e portanto

mente a; = 0 para todo j.
[ ]

Exemplo 2.2 Consideremos o problema introduzido no exemplo 2.1. Em [a,b]
consideremos a rede {x;,i = 0,...,n} comzg = a,x, = b e x;—x;_1 = h;. Consideremos
o espaco das fungoes segmentadas lineares Vi, associado a malha definida. O conjunto
{¢ii=1,...,n—1} com

(L — T;—
T"Ll x € [Z’Z’_l,.Ti]
¢i(r) = T T x € (2, Tiv1] 1=1,...,n—1,
hi+1
L 0 S [(1,.177;_1) U (l’i_;,_l, b]

€ linearmente independente.
O espaco gerado pelas funcgoes ¢;,1 = 1,....n — 1, é um subespago de H}(a,b).
Determinemos o sistema linear para o cdlculo da aproximagcao de Ritz Galerkin uy, para
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a solucao fraca do problema variacional definido anteriormente. Assim, os coeficientes
da aproximacado de Ritz-Galerkin

satisfazem

com A = [a;;] definida por

= [ (g + @) o (a1 + q<><‘h—>) .

7 i+1

o= [ (b)) — ) =)

)

Giit1 = /:H (P(ﬁ)(—h%) —q(x) &= xl;L(zg: - le)) dz.

i+1 i+l
Seja [a,b] = [0, 1]. Determinemos sequidamente a aproximagao de Ritz-Galerkin no
T —x;
espago dos polinomios de grau menor ou igual an - P,. As fun¢oes {;(x) = H ! =
i VT
0,...,n, constituem uma base do espago P, e portanto, se up(x) = Z a;li(z) temos
7=0

ap = 0,0, = 0 e portanto os coeficientes sao solugao do sistema linear cuja matriz de
entradas a({;,¢;) nao apresenta uma estrutura esparsa. Computacionalemente a deter-
minacdao da aprorimacao de Ritz-Galerkin €, neste caso, um processo dispendioso.

Observamos que a determinacao de uma aproximacao de Ritz-Galerkin num espago
em que os elementos da base apresentam o suporte numa parte do dominio e tal que
cada elemento tem o seu suporte com intersec¢ao nao vazia apenas com um numero
de elementos da referida base vai induzir um sistema linear cuja matriz tem estrutura
esparsa.

A escolha da base do espaco da solucao de Ritz-Galerkin tem, como vimos, um papel
central na eficiéncia do processo de construcao. Assim, no caso particular em que a
base {¢;} é construida tendo por base uma partigao do dominio em elementos finitos
la;,b;], i =0,...,n, tais que

[aa b] = U?:O[aia bz}v (ai7 bl) N (aja b]) = @,Z 7é j7
e a base é definida de modo a que, para cada i, o conjunto de indices j tais que

suporte(¢;) N suporte(¢;) #

é "pequeno”, o método de Ritz-Galerkin toma a designacao de método de elementos
finitos e a solucao de Ritz-Galerkin designa-se solugao de elementos finitos.
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Exemplo 2.3 Considere o contexto do exemplo 2.2. Determinemos a solugao de
elementos finitos no espaco das funcoes segmentadas quadrdticas nulas nas estremi-
dades. Notamos que uma base deste espaco €, para n par

(z — zi0)(x — @)
(hiz1 + hi)h;
¢i(1) = § (& — zi1) (@ — Tigo)

(hig1 + hig2)hiva
0 T € [0, Ti—2) U (Tigo, Tn,

T € [Tito, T

T € (@, Tito]

para n impar

T — 2 1) (x — x;
—( i-1)( i+1) T € [T, Tiy]

¢i(r) = hihiq

0 T € [To, 1) U (@541, Tn),

(z —x1)(z — 23)
b1(x) = (h1 + ho)ly

0 x € (X9, Ty

x € (xq, 23]

e on_1 € definida de modo andlogo. A matriz do sistema para o cdlculo da solugcao de
elementos finitos € pentadiagonal tendo-se em cada linha apenas ndao nulas as compo-
nentes a;—g;, Gi—1i, Qiiy Gij+1, Gij+2-

2.3 Estimativas de Erro

Consideramos agora o estudo do erro u — u;, em que uy é a solucao de Ritz-Galerkin
determinada a partir de um subespaco V}, de dimensao finita. Comecamos por estimar
||lu—wup|| em que ||.|| & norma induzida pelo produto interno que confere a V' a estrutura,
de espaco de Hilbert.

Teorema 2.4 [Teorema de Céa] Seja V' um espaco de Hilbert, f € V' e af(.,.)
uma forma bilinear eliptica em V. Seja w € V a solugao do problema variacional
a(u,v) = f(v),v € V. Seja Vi, um subespaco de V' de dimensdo finita. Entdo existe
uma unica aprorimacao de Ritz-Galerkin uy, € Vi, que satisfaz

Ce. ..
= unll < (1 E)dist(u, Vi),

em que dist(u,Vy) = in‘f/ lu — wp].
VRLEVH
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Demonstracgao: Vale a desigualdade
lu —un|l < flu — whl| + [Jwn — uall, wn € Vi (11)
Notamos que
a(u,vp) = f(vn),vn € Vi, alup,vy) = f(vp),vp €V

e portanto
a(u — up,vp) = 0,0, € V.

Assim
a(wy, — up, vp) = a(wy, — u,vp) + alu — up, vp) = alwy, — u, vp).

Consideremos v, = (wy, — up)/||w, — upl|. Atendendo a que af.,.) é continua vem
a(wp, — u,vp) < Cellwy, — ul|.
Por outro lado, atendendo a que a(.,.) é eliptica,

Wh — Up 1

a(wy, — up, (wp, — up, wp, — up) > Cellwy, — up||.

= a
lwn —unl|”  [Jwn — s

Logo

Ce
llwon = unll < Z-llu = wal. (12)

e

Conjugando (11) e (12) obtemos a desigualdade
Ce
lu —unll < (14 Z)llw — wal], w € Va

que permite concluir o pretendido.
[ ]
Concretizemos agora a estimativa obtida no teorema anterior quando consideramos
a solucao de elementos finitos segmentada linear construida no Exemplo 2.2. Notemos
que
dist(u, Vi) < |Ju — ug|x

em que u; denota a funcao interpoladora segmentada linear. Assim, na hipdtese de
u € C%*(a,b) obtemos

h?
max (2 —a;)(i1 — 2) [ = " s @ € [1, 2i01].

1
_ <3
lu(z) — ur(z)| < 2 z€[zi,zis1] i

A desigualdade anterior ndo permite inferir qual o comportamento de dist(u, V},).
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Estudamos seguidamente ||u — uy||;. Para tal é suficiente analizar o comportamento
de [[(v — ur)'|| L2(a,p)- Notemos que

b
1= ) oy = / (u— ur)(z) da

n—1

= ]2:;/% (u—u])/(x)de (13)
= 1 b 2
- X PGS

em que = x; + Ehjyg, e v(€) = (u —ur)(z; + Ehjp).
Provemos que

/0 (e de < /0 (e de. (14)

Comecemos por notar que atendendo a que v(z) = u(x) — us(x),x € [a,b], existe
n € (a,b) tal que v'(n) = 0. Logo

ou ainda

=

IW@ﬂSw—nﬁ<Aiﬂ@f@)a

e portanto concluimos (13).
Conjugando (13) com (14) obtemos

n—1 1 1
=)l = S [ vere
j=1 "

Tj+1

n—1
— Zh?H/ (w — up)"(x)* dx
=1 &

< B2

Pelo Teorema de Céa concluimos: Se a solugao do problema variacional u pertence
a H? entao a solucao de elementos finitos segmentada linear construida no Exemplo
2.2 satisfaz
= upl[y < A" 2.

Consideramos ainda para a solucao obtida no Exemplo 2.2 o caso particular p =

1,q = 0 e provemos
lu— wnlls < CR?[Ju”| 2. (15)
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Seja w a solugao do seguinte problema auxiliar

—w" =u—wupem(0,1), w(0) =w(l) =0

Temos
lu—wupll7: = (u—up,u—un)
= (u—up,—w")
1
= / (u — up) w' dx
0
= a(u—up,w)
= a(u—up,w—v)Vv €V,
< luw = w1 ||lw — v}y Yo € V.
Logo
llu — up|zz < |Ju— uh\llu Yo € V.
[[w"[| 2

e atendendo a que, para v = wy, solucao de elementos finitos segmentada linear, se tem
1
[w — whlly < hljw"]|L2, vem

|u —un|z2 < hllu—up|,

e finalmente, atendendo a que ||u — uy||; < Chlju”|| e,

o = wallze < 12l o
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Capitulo 3 - Métodos Numéricos para Equacoes Elipticas

1 Meétodos de Diferencas Finitas

1.1 Introducao

O Método de Diferencas Finitas - MDF - é, como vimos no caso unidimensional, um
método simples, de entendimento facil e nao apresenta um corpo tedrico demasiada-
mente elaborado pelo menos no caso linear. As caracteristicas anteriores sao apresen-
tadas pelo MDF para equacoes diferenciais - estacionarias ou de evolugao - definidos
em dominios de IR".

Neste capitulo vamos considerar o estudo do MDF para equacoes elipticas. Inici-
amos este estudo considerando a equacao eliptica mais simples - a equacao de Poisson
definida num rectangulo. Estudamos as propriedades da aproximacao numérica obtida
pelo método definido pelos operadores de diferencas centradas de segunda ordem em
duas vertentes : quantitativas - convergéncia da solucao de diferencas, qualitativas.
Consideramos condigoes de Dirichlet e em seguida condigoes de Neumann. O estudo
de formulas de aproximagao com ordem mais elevada é também objecto deste capitulo
bem como MDF em dominios de fronteira curva. Terminamos esta digressao pelo MDF
para equacoes elipticas considerando equagoes elipticas com coeficientes varidveis.

1.2 A equacao de Poisson: o esquema de 5 pontos
Seja Q = (0,a) x (0,b) e 0N a sua fronteira. Consideremos o problema diferencial
—Au = fem$, u= g emf). (1)
Em € consideremos a rede
Q= {(z4,9;),i=0,...,n,5=0,...,m, 20 =yo = 0,2, = a, Yy, = b}

em que
H=(h,k),z; —x;_1 = h,y; —yj_1 = k.
Sejam
00y = Qyr NN, Ay =0y NAQ.
Consideremos os espacos de funcoes de rede definidas em Qp, Qg e 9Qy respectiva-
mente Wy (Qg), W (Qy) e Wg(0Qy). Seja ug € Wi (Qg) e Ay o operador definido

por .
AH . WH<Qh> — WH(QH),
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Aug(x;,y;) = Dagun (i, y;) + Dayun (i, y;)

em que (z;,y;) € Qu e Doy, Dy, sao respectivamente os operadores de diferencas
centradas de segunda ordem em relagao as variaveis x e y. Este operador é designado
operador de 5 pontos. Associamos ao operador anterior, no caso particular de h = k,

a seguinte matriz

Sejam fi € Wy (Qy) e gy € Wy(0Qy) aproximagoes de f e g respectivamente.
Consideremos o método de diferencas finitas

—Apuyg = fy emQpy, uy = gy em Q. (2)
O método de diferengas pode ser reescrito na forma
Lyug = fH em Q. (3)

Por exemplo, para h = k e a = b, e considerando os nodos numerados da esquerda para
a direita e de baixo para cima,

T —I 0 ... 0 0
1 -1 T -1 ... 0 0

Ly =43 o . (4)
0 0 0 —I T

4 -1 0 0 O
T_ -1 4 -1 0 O 7
0O 0 0 -1 4

fu(zr, ) + 72 (9m (21, Yo) + g (o, 1),
fu(xi,y) + hi a(Ti,Y0), 8 =2,...,m =2,
fr (@1, 91) + 32 (90 (Tn-1,Y0) + g (Tn, y1))
fr(1,y5) + 729020, y5)
fh: 3:2,,71—2 fH(ZEZ,y]) :2,,n—2 (5)
fr(zn-1,95) + 7290 (T, y;)
S (1, yn—1) + 72 (9a (21, yn) + 91 (20, Yn-1),
fH(%;%%l)""%(g (TiyYn)yi=2,...,n =2,
L\ fa(@nn, yn) + 52 (ga (0 1) + 91 (s Y 1))
A existéncia e unicidade da solugao de (2) é uma consequéncia das propriedades de
Ly. No resultado seguinte apresentamos algumas propriedades de L.

Teorema 1.1 Seja Ly definida por (4). Entao
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2. Ly € definida positiva,

3. 1 Lalloo < 355 L7 Nl < 5.

o | Lulls < Scos® (), [|Lit s < % cosec?(Th).

Demonstracgao:

1. Ly é uma matriz irredutivelmente diagonal dominante e portanto ¢ M;

2. Atendendo a que Ly é simétrica e irredutivemente diagonal dominante, os seus
valores proprios sao positivos e portanto ¢ uma matriz definida positiva;

3. | Lull < 7% ¢ imediata. Atendendo a que Ly é M e, com wy € Wg(Qy)
defiriida por wy(z,y) = $(1—2),(x,y) € Qu, se tem Lywy(z,y) >1, concluimos
L5 oo < llwallee =

4. Os valores proprios \;; e os vectores proprios p;; de Ly sao definidos por

4 1mh iTh . .
Nij = w2 (36712(?) + senQ(jT)) . pij(z,y) = sen(imz)sen(jny) , (z,y) € Qu,
parai,j =1,...,n— 1, e portanto de imediato concluimos o pretendido.

1.3 Propriedades qualitativas: o teorema da média aritmética,
o principio do maximo
Consideramos seguidamente o estudo de algumas propriedades qualitativas da solugao
do problema de Poisson discreto (2) considerando h = k e que sao a versao discreta das
Propriedades da Média Aritmética, Principio de Maximo estudadas para as funcoes
harménicas. B
Consideramos f = 0 em 2. Seja uy € Wy(Qy) a solugdo de diferengas finitas

definida na secgao anterior e que designamos por fung¢ao harmonica discreta. O resul-
tado seguinte é uma consequéncia imediata da definicao de Apy. Seja P € Qg e

V(P) == {Pihel,PihGQ}.

Teorema 1.2 Se uy € Wy (Qp) € harménica discreta e P € Q. Entdo

un(P) = ig@ un(Q)
|

O resultado seguinte é a versao discreta do Principio do maximo estudado para as
fungoes harmonicas.
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Teorema 1.3 Se ug € WH(QH) ¢ harmonica discreta, entao

maxuyg = maxuy, MiNnuyg = Mmnug.

Demonstragao: Provemos apenas

max uy = maxugy.

Se uy é constante entao o resultado é valido. Suponhamos agora que uyg é harmonica
discreta e que tem o seu maximo em P € Q. Atendendo a que

wn(P) == S un(@)

QeVy(P)

vem que
ug(P) =un(Q), Q € Vu(P).

Repetindo o processo anterior concluimos que ugy é constante em {1y o que contraria
a hipdtese inicial.
[ ]

Corolario 1.4 Se ug € WH(QH) € uma funcao harmonica discreta e ug = gg em
0y, entao

[wslloo < [|gslloc-

Sejam ug) € Wy (Qpy),i = 1,2 definidas por

—AHU%) = fH em QH
ug) = gg) em 0€y.

<1 2) 4 < PR :
Entao ufq) - ugq) ¢ uma fungao harménica discreta que verifica

1 2 1 2
[uly — uP oo < g5 — 957 | oo-

Mais ainda, se
gy’ > gy em O,

atendendo a que L' > 0, vem ainda
u%) — ug) >0 em Q.

Concluimos deste modo o seguinte coroldrio:
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Corolario 1.5 Sejam ug) € Wy (Qpy),i = 1,2, definidas por
ug) = g) em OQy

em que gg) > gg) em 0. Entao

1 2 1 2
[uly — uP oo < 195 — 057 [loos

e ug) > u(ﬁ[) >0 em Qp.
]

Uma estimativa para ||ug||«, em que ugy € a solu¢ao da equacao de Poisson discreta
com condigao de Dirichlet para a fronteira, em funcdo de ||fy|loo € ||gr|l ¢ dada no
resultado seguinte:

Teorema 1.6 Se uy € Wy (Qy) ¢ a solugio da equagio de Poisson discreta (2)
entao

1
luzrlloe < Sl lloo + llgzlloc- (6)

Demonstracao: A funcao de rede fH, definida por (2), pode ser reescrita na soma

fu = fu + Gu com g, conveniente. Sejam u(];) € Wy(Qpg), i = 1,2, as solucdes dos

1 ~ ~ . : .
problemas: ugq) solugao da equacao de Poisson discreta com segundo membro igual

2 ~ .
(H) solucao da equacao de

Laplace com condicao de Dirichlet para a fronteira definida por gy. Para ug) tem-se

a fg e condicao de Dirichlet homogénea para a fronteira, u

1

1

s llso < gl e
Por outro lado, pelo Corolario 1.4, tem-se

2
145 [loo < N9l oo-

Atendendo a que uy = ug) + ug), das duas tultimas desigualdades concluimos (6).

1.4 Propriedades quantitativas

E nosso objectivo estudar nesta seccao o comportamento da aproximacao obtida por
diferengas finitas quando a sucessao de espacamentos converge para zero. Os conceitos
e resultados envolvidos neste comportamento foram ja introduzidos no caso unidimen-
sional. Apresentamos seguidamente os mesmos conceitos para o caso bidimensional
embora o formalismo adoptado permita reescrever de modo simples os mesmos con-
ceitos para dimensoes superiores.
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Seja A uma sucessao de uplos positivos H = (h,k) em que h € A,k € A, e A;
converge para zero, i = 1,2. A equacao de diferencas finitas podera ser escrita em €y
ou Qy dependendo do problema e, atendendo a este facto, consideramos esta equacao
em 2};. A mesma observagao vale para a equacao de diferencas finitas envolvendo os
pontos fronteiros.

Seja uy € Wy (Qp) a aproximacio de diferencas finitas definida pela discretizacio

Apgupg = fg em Q7

(7)

Bpyuyg = gy em 092}

e que "pretende” aproximar u € W, solucao de um problema diferencial linear segunda
ordem

Au = f em Q

(8)
Bu = g em 0f),

em que B denota o operador de fronteira e By a sua discretizagao.
Seja Ry : U — Wy (Qpy) um operador de restrigao. Consideramos em Wy (Q2y) a
norma ||.||x.

Definicao 1.1 A discretizacao (7) diz-se convergente se

Notamos que
-AH(UH - RHU) = fu— AH(RHU)

= Rypf— Ap(Rpu)
= RyAu— Ay(Ryu),
By(ug — Ryu) = gy — Bu(Rgu)
= Rusag — Bu(Ryu)

= RHyaQBU — BH(RHU),

em que Ry pqo denota um operador de restri¢cao das fungoes que definem a condigao de
fronteira.

Definicao 1.2 A Ty € Wy (Qpy) definida por
TH = RH.AU — AH(RHU) em qu

TH = RH’aQBU - BH(RHU) em GQH

chamamos erro de truncatura ou erro local. O método (7) diz-se consistente com o (8)

se | Tullg — 0. Se || Tu||lg = O(HE,,), entdo diz-se com ordem de consisténcia p.
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Definicao 1.3 O método (7) diz-se estdvel se
| Brrvnlloe, — 0, |Agvalla — 0

entao
lvrlla — 0.

Vale o teorema geral de convergéncia que é uma consequéncia imediata dos conceitos
de estabilidade e consisténcia.

Teorema 1.7 Se o método (7) é estdvel e consistente entdao é convergente.
|

Concretizamos seguidamente os conceitos e resultados anteriores ao método de
diferengas finitas definido pela férmula de 5 pontos ((2)). Tomemos fy(P) = f(P), P €
Qu, e gu(P) =g(P), P € 00y. Entao, e para as definigoes anteriores, temos
h? (0 *u *u *u

( )

21 @<P1)+@(P2>+T¢(P3)+a_yi

—AgRyu(P) = —Au(P) —
em que P, € (xp — h,zp +h) X (yp — h,yp + h)P,i = 1,2,3,4. Logo, se u € C*(Q),

concluimos )

h
1T |0 < gI\UHm-
Assim, atendendo ao Teorema 1.1, vem a seguinte estimativa para o erro da aprox-
imacdo ugy definida por (2)

h2
lur — Ryul|oo < 4—8||U||c4-

No estabelecimento da estimativa anterior exigimos que u € C*(€2). No entanto tal
exigéncia pode ser enfraquecida atendendo a que com P = (z;,y;) se tem

0*u 1 Titl 9y
—D2,zU(P) = —@(P) - @/ @(57%)@#1 - 5)3 ds
1 ["+ 9y
- e @(S, y;)(wio1 — 5)° ds
em que
1 Titl gy, 1 Titl 3, o03u

o /. @(s,yj)(xm—s)?’ds = e/ (%(xi»yj)_%(Svyj))(xi-&-l_sfds

h2
2—4Hu\|03,1(§).

IN

1 il 34u 3 h2
2 ), gur ¥ =) ds < pllullos @y
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Logo
2

ITalloe < = llullesr@)

e portanto o erro da aproximacao uy definida por (2) satisfaz

2
e = Rrrtllo < e llullons @y

1.5 Esquemas de diferencas de ordem elevada

Na secgao anterior estudamos um método de diferencas que permite determinar uma
aproxicao para a solucao da equcao de Poisson com condicao de Dirichlet para a fron-
teira. Admitimos para o efeito que a solucao do problema em estudo é suficiente-
mente regular e provamos que a aproximagcao tem convergéncia quadratica. Vejamos
seguidamente como determinar um esquema de diferencas com melhores propriedades
de convergéncia.

Para construir um operador que aproxime o operador de Laplace com melhores pro-
priedades de convergéncia do que o Laplaciano discreto Ay, determinemos operadores

: : o : .. 0% *u
de diferencas finitas que discretizem as derivadas parciais Erctiew ordem com ordem
= oy
mais elevada.

Consideremos o caso unidimensional. Seja Dj definido por

k

Dyuy(z) = Z cjup(x + jh).
j=—k

Consideremos agora uy substituida por uma fun¢ao u suficientemente regular. Uti-
lizando a férmula de Taylor estabelecemos

2%k k
1
Dyu(z) = E Oamhmu(m) (z) + O(R**Y), a,, = oo E ijjm-
m= j=—

. ’ . ~ " .
Assim, se pretendermos uma férmula de aproximacao para u (x), determinamos os
coeficientes ¢; de modo a serem vélidas as seguintes condigoes

1 .
as = ﬁ’aj =0,7=0,1,3...,2k.
Para £ = 1 obtemos o féormula de aproximacgao de diferencas centradas de segunda

ordem e para k = 2 obtemos o seguinte cociente de diferencas

4 )
372 (up(x — 2h) +up(x 4+ 2h)) + = (up(x — h) + up(z + h)) — —sup(x),

3h? 2h?

(9)
que tem orde 4. Notemos que sendo u, uma funcao de rede, o cociente anterior s6 tem
significado para pontos da rede tais que x — 2h e x + 2h sejam ainda pontos da dita
rede.

Dyup(x) =
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A adaptacao do procedimento anterior ao caso bidimensional permite estabelecer
facilmente formulas de aproximacao para as derivadas parciais. Assim, a titulo ex-
emplificativo considerando o operador D}, definido por (9) obtemos o operador que
aproxima —A a que associamos a seguinte matriz

1
. ~1
1 -16 60 —15 1
2
12k 6
1

Tal como no caso unidimensional, a aplicacao da féormula de aproximacao associada
a matriz anterior na discretizacao da equacao de Laplace num rectangulo, requer a
utilizac cao de outra(s) férmula(s) de aproximacao em pontos tais que (x + 2h,y) ou
(z,y % 2h) nio sdo pontos de Qp. Tais férmulas envolvem menos pontos e portanto
tém ordem mais baixa. Deste modo, obtemos esquemas de aproximacao de ordem mais
baixa.

A dificuldade anterior nao ocorre se considerarmos o esquema associado a matriz

I R

| —4 20 -4
2

6h* 1 1 4 1

Este esquema .
—Apuy = frg emQy,

apresenta apenas ordem 3 se admitirmos que a equagao de Poisson com condi¢ao de
Dirichlet para a fronteira tem solugao em C®(Q). No entanto se definirmos fy de modo
conveniente e com H = (h, h), obtemos um esquema com ordem 4. Notemos que

. o, ht (o oo ;
Seja
1
~ 1 1 2
1
2

Atendendo a que
2

() = F(a,9) + A (,9) + OG0

concluimos que se u é solucao da equacao de Poisson e u é suficientemente regular,
entao o erro de truncatura do esquema

AHUH = fH em Qp

tem ordem 4.
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1.6 Equacgao de Poisson com condicao de Neumann

Seja 2 = (0,1) x (0,1). Consideremos a equagao de Poisson com condi¢do de Neumann
para a fronteira

g—z:gem 9.

E manifesto que a condicao anterior nao tem significado nos pontos fronteiros

V= {(070)7 (L O>’ (07 1)7 (17 1>}

Consideremos, como anteriormente, —A discretizado utilizando o operador de 5 pontos
—Apy. A derivada relativamente a normal discretizada do modo seguinte
ug(P) —ug(P — hn)

Byug (P) = 2 , P ey —V.

Seja entdo uy € Wy () solucio de

—Agug = fg em Qg
(10)
Byug = gg, em 0Qy =V

. _ :
sendo Q,; = Qy — V. Notemos que, tal como anteriormente, podemos reescrever o
método de diferencas finitas na forma matricial devendo para o efeito ser considerada

uma ordenagao dos nodos.
Consideremos os nodos numerados da esquerda para a direita e de baixo para cima.

Obtemos deste modo a seguinte igualdade
LHU,H = fH cm QH, (11)

em que Ly pode ser identificado com uma matriz de ordem (n — 1)? definida por

™n -1 0 ... 0 0
L — % - T -1 ... O 0 ’ (12)
0O 0 O =
em que
2 -1 0 0 0 3 -1 0 0 0
T = -1 3 -1 ... 0 0 T -1 4 -1 ... 0 0 7

34



Sz, ) + 5 (gu(x1, y0) + gu (o, 1)),
fH('xiayl) +%gH xhyO)vi = 2,...,%—2,
fr(en1,91) + 3 (90 (01, Y0) + g (T, 11))

+
{ fr(x1,y;) + %QH(%, Y;)
+

=
—~~

=X 7i=2,....n—2¢ fu(lziy;), i=2,....n—2 (13)
Jr(en-1,9;) + +90(Tn, y;)

Jr(Z1, Yn—1) %(9H(9€1>?/n)+9H(»’U0,3/n71)),

fH(QJi; yn71> + %gH('rlu yn*1>7i =2,...,mn—2,

. fr(Tn1,yn1) + %(QH(xn—lu Yn) + gu(Tn; Yn-1))

Observamos que o problema continuo nao tem em geral solugao. Para garantir a
existéncia de solucao deste problema, os dados f e g deverao verificar uma condicao
de compatibilidade.

Notemos que a matriz Ly embora irredutivel, nao é uma matriz irredutivelmente
diagonal dominante e Ly é singular pois que Lyl = 0. Por outro lado notamos que
retirando uma linha e a coluna correspondente obtemos uma matriz irredutivelmente
diagonal dominante. Logo

car(Ly) = (n—1)* =1 e N(Ly) = L{I}.

Assim, existe uy € Wy (Qy) a verificar (11) se e s6 se fu € C(Ly), se e s6 se fi é
ortogonal a N'(Ly), isto é
0=< fg,I>= Z fa,

PeQy

ou ainda, atendendo & definicao de fy,

S fu(P)=—h 3 gu(P) (14)

PeQy PeoQs,

. . ~* ~ ~ ~
Mais ainda, se uy,vy € Wg(€y) sdo duas solucoes, entao uy — vy pertence ao espago
nulo de Ly e portanto
Ug — g = dL

Provamos o seguinte resultado:

Teorema 1.8 O esquema de diferencas finitas (10) tem solucdo em Wiy (Qp) se

e s6 vale a relagao de compatibilidade (14). Duas quaisquer solugoes de (10) diferem
numa constante.

[ |

Suponhamos que é vialida a condigdo de compatibilidade (14) e fixemos um ponto
arbitrario @ de Q. Entéo existe uma solucdo tinica de (10) tal que ugy(Q) = 0. Esta
solugao pode ser determinada eliminando em (11) a linha e a coluna correspondente
ao ponto Q).
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Consideremos novamente o sistema (11) e consideremos a sua extensao

Lytg = fH (15)

I F R

Notemos que o sistema (15) é sempre possivel e determinado pois que [Ly 1] tem
caracteristica (n — 1) (as (n — 1)? linhas sdo linearmente independentes). Por outro
lado, atendendo a que (I',0) é linearmente independente com as linhas de [Ly 1,
concluimos que a caracteristica de Ly é (n — 1)% 4 1.

Se uy é tal que A = 0, entdo vale a condi¢ao de compatibilidade (14), e portanto
ug € a solugao de (11) com o =luy. Contudo, se A # 0, entdo uy é solugdo de um
problema modificado

em que

LHUH = .]?H — AL

O problema discreto anterior esta associado a equacao de diferencas
—Apgug = fg — X em Qg
complementada com a condigao de fronteira
Byupg = gg em 0.
O erro de truncatura verifica
—Ay(uy — Ryu) = Ay Ryu — RyAu — \ = TI({I) — A,

Bn<RHU — uH) = BnRHU — gJH = BnRHU — RH@Q_ = T(2),

em que
1 2
1T oo < CR |l sy, T3 Nloo < Chlullora

2

).
Notamos que 3
I\ = —Lyug + fu

e portanto, atendendo a que <1, Lyuy >= 0, vem

_ Iy
Sy

1 1

= CEE Z fH(P)"‘E Z gu(P)

PeQy Peoqs;,

1

T h’ Z fu(P)+h Z gu(P)

PeQy PeaQs,
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Temos

$+% y+%
[ ravde =1y + I
r—35 Jy

_h
2

com
Ir] < OB |lullcon ).
Logo
/fda:dy:fﬂ > P+ 1
f PeQy
com

[ ol < Chllullcoa g)-

De igual modo se prova que

/ gds="h Y g(P)+ Ipn
%9)

PeoQy
com
Lol < Chllullgon g
Conjugando as estimativas obtidas e supondo que é valida a condicao de compati-

bilidade no caso continuo / fdxdy + / gds = 0, concluimos que
Q o0

1
N < O galllcon @ = Ohlullons oy

Observamos que

™ o A 1 (uy — Ryu) — A1 |’

e portanto, com ¢ =1 (Ryu — ug), obtemos

LH 1 UH—RHU_dI _ Tg)+w<TI(-I2))
™ o A B 0 ‘

Assim, procedendo como no caso da equacao de Poisson com condigao de Dirichlet nao
homogénea (admitindo que a solugao do problema nao homogéneo pode ser decomposta
na soma de duas solugoes: a primeira do problema nao homogéneo com condigao de
fronteira homogénea e a segunda, solucao da equagao nao homogénea com condicao de
fronteira homogénea) e supondo que se tem estabilidade do esquema ampliado ( nao é
objecto de estudo a estabilidade neste caso) vem

]IT (UH — RHU)
'

1 2
Jusr — Regu oo < € (I8 e + 1757 1)
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ou ainda

]IT (UH — RHU)
'

lousr — Rygu oo < € (llullors @ + ¥ ullas ) -

Estudamos agora uma outra discretizagao possivel para o problema estudado. Para
o efeito definimos os seguintes pontos exteriores a 2y :

(x—17yj) = (_hayj)a (xn-i-layj) = (1 + hay])vj = 07 ey N,

(-ria y—l) = (mia _h)7 (xiayn-i-l) = (5171', 1 + h),Z = Oa 2

Os pontos anteriores permitem considerar a escrita da equacao de Poisson discreta em
Qyr, especialmente nos pontos vizinhos dos pontos de 99 surgindo, neste caso, os pontos
definidos anteriormente. Tais pontos sao eliminados do sistema algébrico final devendo
ser considerada para o efeito uma discretizacao da condicao de fronteira cautelosa.

Consideremos _
—Apguy = fg em Qg (16)
BnUH = gy em 8QH
em que
P — P —
Byug(p) = ) —un(P=hn) e

2h

Notamos que nos pontos V' consideramos ”"duas normais”exteriores a {): as normais
que sao o limite da normais aos lados que tém P como vértice. Numeremos os pontos
como anteriormente. Obtemos

LH'LLH = fHemQH (17)

que pode ser identificado com um sistema linear com

T —-2I 0 ... 0 0

1 -7 T -1 ... 0 0

Lu=-3\ (18)
L0 0 0 —2I T
em que i

4 =2 0 0 0

T _ -1 4 -1 0 0
0 0 0 —2 4
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fr (o, y0) + 39820, Y0),
fr(@iyo) + 29u(xi,y0), i =2,...,n — 1,
fr(2n, yo0) + %QH(%, Yo)
fr(zo,y;) + 2gu(xo, y;)
=X Ji=1....n—1¢ fu(z,y;), i=1,....,n—1 (19)
fr(@n,y;) + 298 (20, y5)
Fr(@o, yn) + 291 (x0, Yn),
fu(zi,yn) + %gH(xi, Yn)yt=1,...,n—1,
. fr(Tn, yn) + %QH(xmyn)

O sistema anterior nao apresenta uma estrutura simétrica. A resolugao do sistema
anterior é computacionalmente mais simples no caso simétrico e portanto é vantajoso
definir um sistema equivalente cuja matriz seja simétrica. Seja Dy uma matriz diagonal
por blocos

D 0 0 0 0 T 0 0 0 0
p,—| 0 DO 0 0 H_ |0 10 0 0
0 0 0 0 D 0 0 O 0 I
’ 0 0 0 0
D, = 0 1 0 0 0
O problema discreto (17) é equivalente a
DHLHUH:DHfH
em que a matriz do sistema é
" T, 0 ... 0 0 1 -1 0 ... 0 0
LyeDyly—| 2 T T 00 5 | =3 2 =5 .. 00
0 0 0 T, Ty 0 0 0 -1 1
e
2 -1 0 0 0
T, — -1 4 -1 0 0

Notamos que Ly ¢ uma matriz singular pois Lyl = 0. Mais ainda, retirando uma
linha e a coluna correspondente a referida matriz obtemos uma matriz irredutivelmente
diagonal dominante. Logo car(Ly) = (n+1)> =1 e N(Ly) = L(T). Concluimos deste
modo que existe solugao (16) se e s6 se

1'Dyfy =0

e duas quaisquer solugoes de (16) diferem numa constante.
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1.7 Convergéncia relativamente a normas de Sobolev discre-
tas

Vamos estabelecer nesta secgdo uma estimativa para a solugdo de (2) considerando
uma norma que podemos interpretar como a discretizacao da norma usual de H'((Q).

Consideremos a equagao do erro ey = Rpyu — uy associada ao método (2) com
fu(P) = f(P),P €, egy(P)=g(P),P e o,

—AHQH:TH emQH, GHIOGIII@QH. (20)

A funcdo de rede ey estd definida em Qp mas é nula em 9. Consideremos o espaco
de fungoes de rede deste tipo Wy(€Qy). Neste espago consideramos

(o) = h* Y ug(P)og(P),uy,vn € Wo(Qu),
Qn

luall? = llugll® + D AD_puu(P)* + > M(D_yun(P))* un € Wo(Qu),

Q. Q¢

em que {2 e Qy, denotam a uniao de {2y com os pontos de 9€2y colocados na fronteira
esquerda e fronteira superior respectivamente.
Notemos que

wp (@i, y;) = Y hD_yum (e, y;)

£=0
e portanto

> hup(P)* < e h*(D_un(P))>.

Q1,1

Logo vale a desigualdade
lugl® < c | Y PA(D_yun(P)* + Y W (D_yun(P)* |, Vug € Wo(Qu).  (21)
Qn, Qm ¢

O operador —Ap pode ser encarado como um operador de Wy(€2) no seu dual e
que a uma funcao de rede uy associa a funcional linear

—Agup(vg) = (—Apug,vg), ve € Wo(Qp).
Provemos o seguinte resultado:

Teorema 1.9 FExiste uma constante positiva independente de H tal que

| = Agugll-s > Cllugllh, Yur € Wo(Q). (22)
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Demonstracao: Atendendo a que se tem sucessivamente

- A
= Augloy = sup I 2uten]
O#UHEWO(Q) ||’UL[||1

| ZQH,[ h2D—$uH(P)D—xUH(P) + ZQH,t h2D_yUH(P>D_yUH(P)|

= sup

O#UHEWO(Q) ||/UI{||1
- | X0, P (D_aun(P))? + X, P (D_yun(P))?|
- |
> Olluglls,

concluimos o pretendido.
[ ]
Atendendo ao resultado anterior concluimos que o operador —Apg é injectivo. Mais
ainda, substituindo na desigualdade (22), ug por ey, obtemos

|Txl|-1 > Cllem|)r

Uma vez que

T T
||TH||—1 p— Sup M g Sup M

< Ch?||ull oy
ozogewo@ NVElU osepewo@  lvalh )

concluimos que
lerlly < CR?[lullcagy,

ou ainda, assumindo menos regularidade,

lezll < CR*Jullcon ).

1.8 QOutras equacgoes elipticas

1. Equacoes elipticas mais gerais: Consideremos a equagao diferencial envolvendo
2

0xdy

derivadas mistas calculada em (x;,y;). A féormula de aproximagao

0 1
Dc,a:Dc,yu(xhyj) 0 0 0 U(ZL'Z', yj)
1 0

2

é consistente com e a ordem de consisténcia é 2. Deste modo podemos

oy
construir esquemas de diferencas finitas com ordem de consisténcia 2. Assim,
por exemplo, o esquema de diferencas finitas

—AHUH + Dcyqu + Dc,ch,yuH +ug = fH emn QH
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com fy(P)= f(P), P € Qu, H=(h,k), é consistente com

Au + @ + O u
Or  0x0y

+u=fem().

2. As equacoes diferenciais com coeficientes variaveis tém um tratamento analogo ao
das equagoes com coeficientes constantes. Estude a consisténcia da discretizagao

a($i+1/27 yj)D—xUH($z‘+17 yj) - a(90¢+1/2, yj)D—;qu(xia yj)

h = f(x’myj)
com a a
u
%(aa—x) =/

3. O estudo das propriedades quantitativas das aproximacoes obtidas utilizando
métodos de diferencas finitas definidos em redes nao uniformes é mais envolvente
do que o correspondente estudo quando consideramos redes nao uniformes. A
andalise da estabilidade tem dificuldades acrescidas pois a matriz que permite
calcular a aproximacao de diferencas finitas depende dos espacamentos entre
os pontos.Assim, por exemplo, numa malha nao uniforme Qg, h = (h,k),h =
(hi,ha,...), k= (ki, ko, ...), 0 operador de Laplace discreto é definido por

hiUH(QJiHa yj) - (hi + hi+1)uH(xi7 yj) + hi+1UH(l'¢717 yj)
hihiyi(hi 4+ hiy1)/2

kjug (i, yj01) — (b + ki) um (2, y5) + kjoum (T, y,-1)
kikj(kj + kj1)/2

AHUH(H%, yj) =

A utilizacao de malhas nao uniformes implica, em geral, a diminuicao da ordem
de consisténcia. No entanto, tal diminui¢ao pode nao implicar uma diminui¢ao
da ordem de convergéncia.

4. Um procedimento usualmente seguido para construir a aproximacao de diferencas
finitas para a solucao de problemas diferenciais definidos em dominios de fron-
teira curva é considerar um problema modificado definido sobre o ” maior” dominio
poligonal que se inscreve no referido dominio. Deste modo, as dificuldades que
surgem atendendo a configuracao da fronteira sao eliminadas. No entanto, uma
alternativa consiste em definir uma malha rectangular em IR? que induz a rede
Qp em Q e de 9Q U IR? obtemos os pontos 0y. Tal procedimento implica nec-
essariamente a utilizacao de esquemas de diferencas finitas definidos com malhas
nao uniformes pelo menos nos pontos de 2y que tém pontos vizinhos em 0Qy.

5. O estudo apresentado pode ser facilmente generalizado para dominios de IR", n >

3.
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2 Método de Elementos Finitos

2.1 Introducao

O método de elementos finitos foi introduzido anteriormente no contexto dos problemas
diferenciais ordinarios com condigoes nas extremidades do dominio. Tal como no caso
anterior, no contexto das equagoes elipticas, o MEF é uma particularizagao do método
de Ritz-Galerkin em que o espaco de dimensao finita usado na construgao da solucao
de Ritz-Galerkin tem a particularidade de induzir uma matriz de rigidez - matriz
do sistema da determinacao dos coeficientes da solucao de Ritz-Galerkin - altamente
esparsa. Para o efeito as fungoes de base sao construidas de modo a terem por suporte
a uniao de um numero reduzido de elementos finitos.

No método de Ritz-Galerkin para equacoes elipticas, o problema com condicoes de
fronteira é substituido por um problema variacional definido num contexto funcional
adequado. Atendendo a este facto, comecamos por estudar na Secgao 2, a formulagao
variacional de alguns problemas elipticos de segunda ordem com diferentes tipos de
condigoes de fronteira. Daremos realce particular a questao da existéncia e unicidade
de solucao fraca do problema construido.

Na Seccao 3 apresentamos os espacos de elementos finitos quando o dominio é
poligonal plano. O estudo do erro é feito na Seccao 4.

2.2 Formulacao variacional

O método de elementos finitos introduzido na caso unidimensional no primeiro capitulo

¢é facilmente estendido ao caso multidimensional. Este método, particularizacao do
método de Ritz-Galerkin, tem por base a formulacao do problema diferencial. Nesta
secgao vamos considerar a formulagao variacional de alguns problemas elipticos comegando
por considerar a equacao de Poisson com condicao de Dirichlet homogénea e em seguida
problemas elipticos mais gerais no que diz respeito as equacoes diferenciais. Consid-
eramos ainda problemas elipticos com condigoes de Dirichlet nao homogéneas e, a
finalizar, a formulacao variacional do problema com condicao de Neumann.

1. Equacao de Poisson com condicao de Dirichlet homogénea

Seja €2 um dominio de IR". Consideremos o problema diferencial
—Au = f em()
(23)
u=0em¢2
Seja ¢ € C§°(R2). Da equacao diferencial, por integragao por partes, obtemos

(vu7 v¢)0 = (f7 ¢)07

em que (.,.) denota o produto usual em L?*(€2). Atendendo a que H{(€2) pode ser
encarado como o fecho de C§°(2) relativamente & norma ||.||; e atendendo a que
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pretendemos um problema variacional definido num espaco de Hilbert, podemos
associar a (23) o seguinte problema: determinar u € HJ(f2) tal que

a(u,v) = f(v), Yo € Hy () (24)
em que f(v) = (f,v),v € H} (). Na hipStese de f € L?(2) tem-se f € H}(Q).

Notamos que a(.,.) é uma forma bilinear eliptica em Hj} () e portanto vale o
seguinte resultado:

Teorema 2.1 Se f € L*(Q), entdo o problema variacional (24) tem uma
solugao unica em H(S2).

Recordamos que se a solugao fraca u € H} () é suficientemente regular entao u é
solucao de (23) no entanto a equacao diferencial vale como igualdade em L?((2).
Esta igualdade tem significado pontualmente apenas no caso de f ser continua.
Por outro lado é manifesto, atendendo ao modo como foi estabelecido o problema
variacional, que a solucao forte é também solucao fraca.

. Equacao diferencial de segunda ordem com coeficientes variaveis Consideramos agora
o problema diferencial

L) = = 37 (s, @) S (@) + a()ulr) = f(x), x € O
=1 ! (25)
uw =0 em 0N
A equacao diferencial
> %(ai,j(x)g—;(x)) + ao(z)u(z) = f(x) (26)

ij=1

foi definida como sendo eliptica se os valores préprios de [a;;] tém todos o mesmo
sinal. Admitamos, sem perda de generalidade, que tais valores proprios sao pos-
itivos. Entao existe uma funcao positiva c tal que

€ [ay; (@))€ > c(x)[1€]* V€ € R™. (27)

Por outro lado, se existe uma fungao c a verificar a desigualdade anterior, entao os
valores préprios de [a;;] sdo positivos e portanto, a equacao diferencial é eliptica.
Dizemos que (26) é uniformemente elipica em () se existe ¢ positiva que verifica
(27) e além disso

igf c> ap > 0.

Retomemos o problema diferencial (25) em que a equagao diferencial é uniforme-
mente eliptica em €. Considerando ¢ € C§°(2). Da equagao diferencial obtemos

. ou 0¢ B N
i;(aija—xj, 8_1’1) + (aou, ¢)o = (f, )0, & € C°(R),
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e, deste modo, deduzimos o seguinte problema variacional: determinar u € H} (<)
tal que
a(u,v) = f(v),v € Hy(Q), (28)

em que
a(u,v) = Z( Ou @)0 + (agu, v)o, f(v) = (f,v)0, u,v € Hy ().

Aij o
i1 8xj 8%

Observamos que se a;;,ap € L>(Q2), entao a(.,.) é uma forma bilinear limitada
em H}(Q). Mais ainda, se a equagao diferencial é uniformemente eliptica obtemos

CL(U,’LL) > Oéo”VUH%z + / CLOU2 dr, u € H(%<Q)
Q

Logo

(a) se 2 limitado e ag = 0, entdo a(.,.) ¢ eliptica;

(b) se € ilimitado e ag > 70 > 0, entdo a(.,.) é eliptica.

Atendendo ao exposto, vale o seguinte resultado:

Teorema 2.2 Se f € L*(Q), a;j, a9 € L™®(Q), Q dlimitado e ag > o > 0 ou
Q limitado, entdo o problema variacional (28) tem solugdo unica em H(Q) e
verifica

1
ullp < — .
lulls < & 1 Fllz2e)
. Equacoes diferenciais com condi¢oes de Dirichlet nao homogéneas: Consideremos

o problema diferencial (25) mas com a condigdo de fronteira homogénea sub-
stituida por

u =g emSd. (29)

Da equagao diferencial Lu = f e com ¢ € C§°(f2), procedendo como anterior-
mente, obtemos a equagao variacional do problema variacional (28). Somos, deste
modo, conduzidos ao seguinte problema variacional:

Determinaru € H'(Q) : u|gq = g, a(u,v) = f(v), Yo € Hy (). (30)

E facil mostrar, que se u € H'(Q2) é solugao do problema variacional anterior,
entao u é solugdo do problema diferencial (valendo esta equagao como identidade
em L*(Q)).

Vejamos seguidamente como construir a solu¢ao de (30). Suponhamos que g €
H2(09) e que existe ug € H(Q) tal que uolag = g. Seja w = u — ug € H(Q).
Construida a funcao w, obtemos u atendendo a que u = w + uy.

Apresentamos seguidamente algumas definicdes e resultados gerais. Consideremos um
dominio de IR™. Por H*(f)) para s € IN, denotamos o espaco das funcdes de L?(f2)
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com derivadas fracas de ordem menor ou igual a s em L?(f2). Este espaco é de Hilbert
relativamente ao produto interno

(,0)m = Y (D%, D), u,v € H*(Q),

la|<m
—_ n
em que, para a = (aq,...,ay) € N”, o = E o; e
(0%
Do al \

oz ... dxpn’
Por ||.||s denotamos a norma induzida pelo produto interno anterior.

Seja s € RT. Entdo s = m + X em que m € Ny e A € (0,1). Por H*(2) denotamos o
espaco das funcdes u de L2(Q2) que tém derivadas fracas de ordem inferior ou igual a m
neste espago e tais que ||ul|s < 400, em que a norma anterior é induzida pelo produto
interno

(u,v)s = Z (D%u, D%v)

laj<m

(D%u(z) — D%u(y)) (D%v(z) — D(y))
+/Q><Q |z — y[nt2A rdy.

Com o objectivo de definir o espago H*(9S2) consideramos seguidamente alguns resultados
que caracterizam os dominios em func3o da sua fronteira.

Lema 2.3 Seja Q um dominio limitado C* (C*'). Entdo existe um nimero natural N
e abertos limitados U;, i = 0, ..., N, aplicagcdes ¢g;,i = 1,..., N tais que
(a) Qc U, U;, Uy ccQ
(b) 0Q; :=U; N 0N, 90 = UN 09,
(c) gi: O — g;(0Q;) C R™™! é bijectiva
(d) giog; € C* (4,0 109, (gi09;" € C* (9,021 09)) )

Nos abertos U;,i =1, ..., N, estdo definidas aplicacdes ¢y, tais que

(a) du, € C(T) (CH1(TN) .05 € C'(B1(0)) (CH (Ba(0)))
(b) ¢u,(0€%) = {y € R" : y, = 0}

(c) ¢u,(UinQ) ={y e R":y, >0}

(d) ¢v,(Uin (R" = Q) = {y € R" : y, <0}

[

Lema 2.4 (Particao da unidade) Sejam U;,i = 0,...,N como no lema anterior.

Entdo existem fungbes o; € Cg°(R"™), i = 0,...,N, tais que suporte(o;) C U; e
Zaj(a:)z =1 para todo = € Q.

[
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Definicdo 2.1 Seja Q um dominio limitado em C* (C*'), m <t € N (m < k+1)
oum <t¢gIN,t>1. O espaco H™(I) € o espago das fungbes u definidas em O} tais
que (o;u)og; * € HFY(R").

O espago H™(0S2) é um espago de Hilbert relativamente ao produto interno

N

(,0)m =Y _((osu)og; ™, (0:0)0g; ™) gm a1y
=1

No resultado seguinte caracterizamos o tragco quando o dominio {2 tem fronteira suficien-
temente regular.

Teorema 2.5 Seja 2 € C* com1/2 < s <tec Noul/2 <s <t (Qec CM,
1/2 <s=k+1). Entdo

(a) a restricdo yu de uw € H*(QQ) pertence a HS_%(OQ)

(b) para cadaw € HS’%(aﬁ) existe uma extensdo Ex(w) € H*(Q) tal que | Ex(w)||s <
lwlls—1-
2

Definigdo 2.2 Por HJ*(2) denotamos o fecho de C§°(Q2) em L?(Q)) relativamente 3
norma ||.|m-

Como referimos anteriormente, se Q € C%!, entdo HE(Q2) é o conjunto das fungdes de
H'(Q) cuja restricdo O é nula. Tal caracterizacdo pode ser considerada para m > 1 do
modo seguinte:

Hy'(Q) ={ue H™(Q) : D% =0 em 0Q, |a| < m — 1}.

Seja w = u —ug € H}(Q). Esta fungdo verifica
a(w,v) = f(v) — alug,v), v € Hy(Q).
Seja F'(v) = f(v) — alug,v),v € H} (). Notemos que
[F@)| < Ifllzzllvllzz + Celluollillvll < Cllvlly, v € Hy (),
e portanto F' € H}(Q)'.

A existéncia de solucao do problema variacional nao homogéneo passa, deste
modo, pela existéncia de uy em H'(Q) tal que o seu traco coincide com g €
H %(89) - que existe desde que €2 tenha fronteira regular - e pela existéncia de
solucao do problema variacional

Determinarw € Hy(Q) : a(w,v) = F(v),v € Hy(Q). (31)

As condic¢oes que garantem a existéncia de solucao do problema variacional an-
terior estao especificadas no Teorema 2.2.

47



4. Equacao de Poisson com condi¢ao de Neumann: Consideremos o problema difer-
encial

—Au+ apu = f em )
(32)
g—z =g em¢)

Atendendo a que C*(Q) N H(Q) é denso em H'(Q), considerando ¢ € C*(Q) N
H'(Q), da equagao diferencial obtemos

/vu.v¢dxdy+/a0u¢dxdy:/f¢dxdy+/ U s,
Q Q Q a0 On
Sejam
a(u,v) :/Vu.Vvdmdy+/aouvdxdy,u,vEHI(Q),
0 Q

Fv) = / fvdatdy—i—/ guds, v e H'Y(Q).
Q o0
Somos conduzidos, deste modo, ao seguinte problema variacional:
Determinaru € H'(Q) : a(u,v) = F(v),v € H'(Q). (33)

Observamos que se u ¢é solucao do problema diferencial, entao é imediato que u
¢ solucao do problema variacional anterior. Reciprocamente, seja u solugao do
problema variacional (33). Entao tem-se

alu,v) = f(v), Yo € C3(9),
ou seja,
(—Au + agu — f,v) = 0,Yv € C;°(Q)

e portanto vale a equacao diferencial de (32) como identidade em L?(Q). Aten-
dendo a igualdade anterior, vem ainda

ou
(a— — g7U)L2(8Q) = O, VU € HI(Q)
n
Notemos que atendendo & arbitrariedade de v em H'(f2), concluimos que

ou 1
(8_77 —9,V)2090) = 0, Vv € H2(09),
e portanto a condigao de fronteira tem também significado em L?(992).
Notemos que se ag é positiva e inferiormente e superiormente limitada, entao
a(.,.) é eliptica. Mais ainda
[F)] < I fllzzl[vllz2 gl 200 [vloall 200y < (Ifllz2+Cllgllrzea) vl v € HY(Q),
e portanto F' € H'(Q)'.
Teorema 2.6 Se ag € positiva, superiormente e inferiormente limitada por

e>0emQ, fe L*Q),ge L*09N), entdo o problema variacional (33) tem
solugdo tinica em HY(Q) e

Jully < [|fllze + Cllgllr2a0)-
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2.3 Construcgao dos espagos de elementos finitos

Na secgao anterior o problema diferencial foi substituido por um problema dito varia-
cional num contexto funcional adequado. O método de Ritz - Galerkin, anteriormente
apresentado, permite determinar uma aproximacao para a solucao do problema varia-
cional substituindo o espago de Hilbert V' - onde esta definido o problema variacional -
por um subespaco de dimensao finita V},. A aproximacao de elementos finitos é obtida
considerando no método de Ritz-Galerkin a base do espaco de dimensao finita de modo
a que cada elemento desta base tenha suporte num ntimero ”"reduzido”de elementos da
particao do dominio.

O espago de Hilbert que considerdamos foi V = H}(Q2) ou V = H*(Q).

Consideremos um dominio poligonal 2 de IR?. Construimos, seguidamente, as bases
a partir de particoes do dominio em subdominios abertos €2; - elementos finitos - tais
que

P1 —leQj:@,Z%]
P2 —Ulﬁz - ﬁ
P; -Q,N ﬁj ¢ vazio, um lado comum aos dois elementos ou um vértice.

A partir da partigao em elementos finitos definamos bases {¢; } tal que int(suporte($;))N
int(suporte(¢;)) seja nao vazio para um numero reduzido de indices 4, j.

1. Elementos Lineares para  C IR?

Consideremos a particao 7, de 2 em triangulos 17, ...,T;. A particao 7, diz-se
admissivel se os triangulos T; satisfazem as condigoes P , P, e P3. Os vértices dos
triangulos sao chamados nodos da triangulagao 7. Os nodos dividem-se em dois
grupos: os nodos interiores e os nodos fronteiros. Por N, denotamos o niimero
de nodos interiores. Seja V}, o espaco

Vi, = {vh € C%Q) : v, = 0 em 09,
on(7,y) = ao + mz + azy, (v,y) €T, T € Tp}.

Notamos que se v, € Vj, entao vy em T € 7}, é determinado univocamente pelo
seu valor nos vértices do triangulo. Mais ainda vj, é continua em €, as derivadas
parciais de primeira ordem sao constantes em cada triangulo e apresentam, even-
tualmente, saltos ao longo dos lados dos triangulos. Logo Vj, C Hj.

Sejam 2, ¢ = 1,..., N, os nodos interiores da triangulacio 7. Consideremos,
associada a cada nodo interior z(®, uma funcéo ¢, tal que

du(a') = 1, u(@™) = 0, m # L.
Se T tem o vértice ) = (1, y,) e os restantes vértices sdo os nodos ) = (z;, ;)
2™ = (2, ym), entdo
(@ — ;) (ym — 4j) = (Y — y;) (@m — 7))
(¢ = 25)(Ym — y5) = (Ye = y;) (Tm — ;)

bu(x,y) = , (z,y) €T,
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e consideramos ¢, nula nos triangulos que nao tém z(® como vértice. Atendendo
a definicao das fungoes anteriores é imediato o seguinte resultado:

Teorema 2.7 (a) {¢i,i=1,...,N,} € uma base de V.
(b) suporte(¢;) = U{T € T, : 29 évértice deT}

(c) se os vértices 1V e V) ndo sio estremidades de um mesmo lado, entdo

Atendendo as propriedades da base definida a partir da triangulacao 7j,, a matriz
de rigidez [a(¢;, ¢;)] tem estrutura de banda. Mais ainda, a matriz anterior tem,
em cada linha ¢, entradas eventualmente nao nulas apenas nas colunas relativa-
mente as fungoes ¢; associadas aos nodos interiores que estao na extremidade do
lado que parte de z(?. Por exemplo, para a forma bilinear associada & equacdo
de segunda ordem de coeficiente variaveis temos

0p;
a(¢i, ¢;) = Z/Wkafz ¢Jd dy+/ao¢z¢J dxdy

Sy [ a2 / .
= / W s o dxdy + Tao@% dxdy

mel Lk

em que T),,m € I, sdo os triangulos que tém o vértice 2.

O célculo do integral sobre T' pode ser feito recorrendo a passagem ao integral
sobre o triangulo de referéncia A de extremidades (0,0), (0,1) e (1,0).

Suponhamos que o triangulo T tem os vértices 2 = (21,11), 2 = (22, 12)
e 1@ = (23,y3). A transformacio do tridngulo de referéncia no tridangulo T' é
definida por

V(g n) =W+ €@ —2W) 4@ —2W), (¢,1) € A, (34)
Assim, se ¢ é uma funcgao definida em T, utilizando a transformacao ¥ temos

d(z,y) = p(¥(&,n) = 9(&,m),

0
e portanto as derivada parcial a_(;ﬁ ¢é dada por
x

96 960 090
or 85 o 877 or

Assim, podemos concluir facilmente que
Vay¢ = J(‘Ijil)tvﬁmé
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em que

or o
Jw=| 95 o
o oy

Mais ainda, em T, as fungoes ¢; associadas aos vértices anteriores, sao dadas por

1= 000 (") emT, doo(&,m) =1—E&—n, (€n) €A
¢2 = Q?I,O (\Ij_l) emT, ?1,0(5777) =1, (fﬂ?) S A
¢35 = o1 (V') emT, ¢po1(€m) =&, (§,m) € A

Vey®i = J(0) Ve, 5. (35)

Ao considerarmos, por exemplo, em a(¢1, ¢2) ( com a(.,.) associada ao problema
diferencial —Au = f), a mudanga de varidvel definida pela transformacao ¥, o
calculo do integral sobre T' é feito sem ser necessario conhecer explicitamente as
funcoes da base associadas aos vértices do triangulo T'. De facto,

a(¢17¢2) = /va,y%vm,yqbgdxdy

= 3" [ VasonViayudedy
T

TeT,

/ Vz,y¢1 v:c,y ¢2 d:vdy
T

= | Vayd1(V(E,1)Vayd2(V(E,0))]J ()| dsdn

Te,n

:/T T Ve ybr(60) T (U Venda(w™ (€,m)] I (4)] dédn

&

Se o espaco V}, é definido por
Vi = {v, € C°(Q) 1 op(2,y) = ag + ax + azy, (x,y) €T, T € T} .

Temos V;, € HY(Q) e {¢:;,i = 1,..., N} é uma base de V}, em que, neste caso,
N;, € o numero de nodos interiores e fronteiros.

. Elementos Bilineares para 0 C IR?

Consideremos a particao do dominio €2 de lados paralelos aos eixos coordenados,
em rectangulos Ry, ..., Ry,. A particao R, diz-se admissivel para o dominio (2
se valem as condicoes P, P, e P3 anteriormente consideradas com €2; = R;. A
particao anterior pode ser considerada induzida por duas partigoes nao uniformes

{zi} e {y;}.
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Seja

V, = {Uh € C%(Q) : vy, = 0em ON
Uh(SC,y) = (CLO + alx)(bo + b1y>, (.Z',y) €ER Re Rh} .

Notamos que se v, € V}, entao, em R € Ry, vy, fica univocamente determinada a
partir do seu valor nos vértices. Efectivamente, se os vértices tém as coordenadas

(ﬂfi,yj)’ (xi+1>yj)7 (ﬂfi,yjﬂ) € (931'+1,yj+1), entao

vp(,y) = vp(2s, ;)P (2, y) + vn(@i, Yjp1) P (2, y)
+ Un(Tig1, i) Piv1; (2, y) + Vn(Ti1, Y1) Pigrj+1 (2, )
em que

q)p,q<x7y) = ¢p(x)¢q(y)ap - 7’72 + 17q = .]7.] + 17

e ¢p(r) e ¢4(y) representam as fungoes ”chapéu”associadas ao nodos z, € y,
respectivamente.

Teorema 2.8 (a) V,, C H} ()
(b) {®;;, (i,7): (wi,y;) € modo interior} € base de Vy,
(c) suporte(®; ;) = QN [z 1, zi1] X [Yj—1, i),
(d) Se (i, y;) e (ze,yp ) s@o vértices do mesmo rectingulo, entao suporte(®; ;)N
suporte(Py,) (. Caso contrdrio, a interseccao anterior é o conjunto vazio.

No determinacao da matriz de rigidez temos que calcular a(®; j, ®,,). Tal entrada
nao ¢é nula apenas para { =1 —1,7,i+1ep=75—1,7,7+ 1. Assim, por exemplo,

temos
((I) i, (I)z 1’]'_1) = / ce dﬂfdy,
[i—1,24] X [y -1,5]

((I) i) (I)z Lj) = / N dZL'dy,
[zi—1,23] X [y —1,y5+1]

((pz]a q)z 1,j+1) = / c. dJ]dy
[Ti—1,:] X [y5,y5+1]

Se nao considerarmos condi¢des de Dirichlet homogéneas para a fronteira na
definicao de V},, entao as modificagoes a considerar nos resultados anteriores sao
naturais.

A particao admissivel tem como restricao que os lados do dominio sejam paralelos
aos eixos coordenados. No entanto, para dominios poligonais mais irregulares
consideramos seguidamente a particao em paralelogramos.
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Uma particao Pj, em paralelogramos II; diz-se admissivel para o dominio €2 se
valem as condigoes P, P, e P3 anteriormente consideradas com €2; = II;.

Consideremos o espaco das fungoes bilineares em x e em y e que estao associadas
a particao Py :

Vi, = {vh € C%Q) : v, = 0em ON
Uh(x7y) = Qo +arr + a2y+ asry, ((L’,y) € H) IT € Ph} .

O espaco anterior é um subespaco de H}(Q).

Seja v, € Vj. Pretendemos escrever, nos paralelogramos Il € Py, v, como com-
binagao linear de 4 funcoes em que os coeficientes sao o valor de v, nos vérices do
paralelogramo. Assim, se (1, 2, 23 ¢ 24 sdo os vértices de II, pretendemos

on(z,y) = v (W) 1 (x, y) + v (@) da(, )
+ op () P32, y) + vn () pa(z, y),

em que ¢; é uma funcao bilinear que tem o valor 1 em ¥ e zero nos 4 vértices
que sao extremidades dos lados que emergem de z(®.

As funcées ¢;,i = 1,..., Np,, em que N;, é o numero de nodos interiores, é uma
base de Vj,. O suporte de ¢; é a unido dos paralelogramos que tém z® como
vértice e interseccao dos suportes de ¢; e de ¢; € nao vazia se e s6 se 2@ e z0)
sao vértices do mesmo paralelogramo.

A particao em paralelogramos é uma generalizacao natural da particao em rectangulos.
No entanto, contrariamente a esta tltima, nao é facil estabelecer expressoes
explicitas para as func¢oes da base em func¢ao dos nodos. Podemos contudo con-
siderar a passagem de um paralelogramo arbitrario para o quadrado [0, 1] x [0, 1].

Sejam &M 2 20) e 2 os vértices de um paralegramo II. Consideremos a

transformacao bijectiva

U:[0,1] x [0,1] — 1T
(&,n) — @ 4 5(95(2) _ x(l)) + 77(x(4) — x(l))

¢ = @0,0 () emIL, ¢oo(&,m) = (1 —&)(1—n),
G2 = ¢il,0 (\IJ_I) em 1, ?1,0(5,77) =£(1—n),

¢3 = g1 (V™) emll, ¢1, (& n) = &n,

Gs = G0 (PF) emTl, ¢o1(€,m) = (1 =&,

para (§,7n) € [0,1] x [0, 1].

3. Algumas Extensoes
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1. Consideremos 2 dominio poligonal de IR®. A extensao natural da triangulacao
considerada no caso bidimensional é a particao em tetraedros. O conceito de
particao admissivel tem, neste contexto, a sua extensao natural. Se 7, é uma
particdo em tetraedros admissivel para Q e T € Ty, entdo em cada face T
(1=1,2,3,4)de T, vp(x,y, 2) = ap+a1x+asy+asz é determinada univocamente
a partir do seu valor nos vértices desta face. Assim, uma base para

Vi = {Uh € C(Q) s vy, = 0em Y, vy(2,y, 2) = aio + anx + apy + a3z,
(2,9,2) € TW,i=1,2,3,4, T € T,}

é obtida como anteriormente. Mais ainda, podemos aumentar o grau da fungoes
que surgem em V}, procedendo como no caso bidimensional.

2. Na definicao do problema variacional associado ao problema diferencial, as
condigoes de fronteira foram, de modo natural, incluidas no espago V com V =
Hi(Q2) ou V = H'(Q). No entanto, em aguns casos, o espago V difere dos dois
anteriores. Por exemplo, consideremos a equacao de Poisson definida por f e com

condicao de Neumann definida por g. Se / fdx = / gds, entao o problema
Q o0

tem solugao tnica desde que se considere a condicao fQ wdzx = 0 sobre a solucao.

Deste modo, somos levados naturalmente a V = {v € H*(Q) : / vdr =0}. A

nova condicao deverd entrar na definicao do espaco aproximante XS}h. Definamos,
como anteriormente, o espaco V}. No entanto, tal espaco, no problema variacional
definido em dimensao finita, é substuido por W, = V;, N V. Uma base para este
espago devera ser determinada como anteriormente.

3. Por uma questao de simplicidade e atendendo a sua grande aplicabilidade,
reduzimos esta apresentacao as equacoes diferenciais de segunda ordem. Para
equagoes de ordem mais elevada, o espaco V}, que construimos, nao é subespago
de H™(Q) para m > 2. Assim, para que V}, seja, por exemplo, subespago de
H?(2), os seus elementos bem como as suas derivadas deverdao ser continuos
entre os elementos finitos. Tal facto, tal como no caso unidimensional, exige o
uso de fungoes com mais regularidade.

4. Consideramos problemas diferenciais definidos sobre dominios poligonais.
Coloca-se a questao natural: Como proceder quando o dominio €2 nao é poligonal.

Suponhamos que considerdmos H' () e efectudmos uma triangulacdo em Q C IR?
e que os triangulos que intersectam 0€) tém dois vértices sobre a fronteira. Seja
T um triangulo nestas condigoes. Se T esta contido em Q e 2 é a parte de
) nao contida em 7, entao substituimos este triangulo por 7T"U Qr. Se T nao
esta contido em §2 e Q)r é a parte de T' que é exterior a €2, entao substituimos
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este triangulo por T — Q7. Para estes triangulos modificados consideramos as
extensoes ou restricoes das fungoes anteriormente definidas.

Suponhamos agora que consideramos H} (). Neste caso as fungoes construidas no
caso anterior nao pertencem a este espaco. Consideramos o dominio €2 substituido
por um dominio poligonal €2, C € de tal modo que apenas ”pequenas partes de
Q) fiquem fora de €2;”e determinamos a solugao de Ritz-Galerkin.

2.4 Estimativa para o erro da solucao de EF

Consideremos o problema variacional definido no espaco de Hilbert V: dados af.,.)
uma forma bilinear eliptica em V', f € V', determinar u € V' tal que

a(u,v) = f(v), Yvo € V.

No contexto das equagoes elipticas de segunda ordem definimos V' = H(Q) ou
V = H}(Q). Construimos a aproximagao de elementos finitos no caso particular € ser
um dominio poligonal de IR? definindo, para o efeito, espacos Vj, C V de dimensao
finita a partir de partigdes em elementos finitos. Assim a solugao de elementos finitos
up € Vj, € solugao do problema variacional

a(up,vp) = f(vp), Yo, € V.

A primeira estimativa para o erro com que vem afectada a solugao de elementos
finitos é dada pelo Teorema de Céa tendo, no contexto das equagoes elipticas de segunda
ordem, a seguinte formulacao:

Teorema 2.9 Se af(.,.) € eliptica em V, entdo
Ce. ..
|u — up| iy < (1+ U)dzst(u, V).
[ ]

Pelo resultado anterior, uma estimativa para ||u — us||g1(o) obtém-se estimando
dist(u, Vy,). Notemos que

dist(u, Vi) < [Ju — Thul| g

em que [pu denota a funcao de V}, que esté associada a u. Se, por exemplo, V}, é o espaco
das funcoes continuas segmentadas lineares definidas a partir de uma triangulacao
admissivel 7, e u € H'(2), Iu denota a funcio interpoladora de u segmentada linear
definida a partir da triangulacao.

Se a triangulagao 7, é induzida por uma parti¢ao rectangular e a solu¢ao u estd em
C?(Q), entao podemos estimar ||u — Iul|12(q). De facto, notemos que

= Balagy = 3 / en(,y)? dudy,
A

A€eTy
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em que e, = u — [yu. Atendendo a que, para (z,y) pertencente ao triangulo A de
vértices (o, o), (xo,21) € (T1,%0) € com (zo,yo) associado ao angulo recto e com lados
de comprimento h, se tem

0%u 0%u

en(,y) = F5(R)(@ —T)(z —20) + ﬁ(Pz)(y — 7)Y — W)
10%u 10%u 0%u
+ 23x2(P3)(SU —x0)” + 5@@4)( —y0)” + pe ay(Ps)(SC —20)(¥ — o)
emque P;,i =1,...,5, s80 pontos de A, T e § pertencem respectivamente aos intervalos

de extremos xg, T1 € Yo, y1, concluimos que
|6h($a y)| S 4Mh'27

em que h é o diametro de A, M é um majorante das derivadas parciais de u em A e
C é uma constante independente de h. Logo obtemos a seguinte estimativa

lu = InullZaq) < Cob*[lullc=.

A estimativa anterior nao pode ser usada em complemento ao Teorema de Céa pois
que, neste teorema, a estimativa deve ser estabelecida relativamente a norma ||.|;.

Teorema 2.10 Seja T = {(£,n) : &,n >0, +n < 1}. Seu € H*(T), entdo
[ull 32y < C Z 2+ Z H& a”L?(T) (36)
XevV(T) =
em que V(T') representa o conjunto dos vértices de T.

Demonstragao:

e A forma bilinear

alwe) = Y wleo(r) + 3 (0L T,

zeV(T) |ae|=2

definida em H?(T) é continua pois iy : H*(T) — C°(T) é continua.

Provemos que
a(u,u) > Cilulltpz(ry — Collullfz(r), u € H*(T). (37)

Comecemos por observar que

Z | Xa||L2(T) ||U||§12(T) - HUH%F(T)
laf=2
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Atendendo a que o mergulho de H?(T') em H'(T) é compacto, para € > ( existe
v tal que 4
ullZrzcry < ellullz ey + Ylulzz

Esolhendo € de modo conveniente obtemos (37).

e Seja A : H*(T) — H?*(T)' definido por Aw = a(w,.),w € H*(T). Atendendo a
que a(.,.) satisfaz (37) e é limitada, entdo A ¢ invertivel ou A = 0 ¢é valor préprio
de AP SeJa 0 # e € H*(T) a fungao prépria assoaciada a A = 0. Atendendo a

que E ||a a||L2 =0, vem que e é linear em T e, uma vez que a(e,e) = 0,
|a=2
vem e = 0. Concluimos assim que A é invertivel e portanto af.,.) é eliptica.’

[ ]
No resultado seguinte, o teorema anterior é estendido a um triangulo 7}, = hT.
Teorema 2.11 Se u € H?(T},), entdo, para |3| < 2, tem-se
Ml 2-2/3| i-2/g)
||W“L2(Th) <Cl|h Z u(X)"+h Z ||8Xa||L2(T) , o (38)
XeV(Ty) |af=2
olal ol

em que oo = i1 Oy

Demonstragao: Seja u € H*(T},). Consideremos ¢ : T — T}, tal que (z,y) =
W(&,m) = (h&, hn) e v(&,n) = u(hg, hn). Temos v € H*(T) e

olly ally
Iaxsliean = [ logs

B
= det(J(¢)) . |m|2 d&dn

o8y
— h2 —2/p 2
A 'afﬁlanﬁz' e
olbl

]’L2_2‘BIH £ﬁ18 B2 HL

4Sejam U C V C W espacos de Banach em que ig : U — V, ig : V — W sdo continuas e
o primeiro mergulho é compacto. Entao, para € > 0, existe uma constante positiva C. tal que
lully < ellulle + Celulw.

5Sejam V e U espacos de Hilbert tais que V C U e V est4 continuamente e densamente mergulhado
em U. Seja af.,.) uma forma bilinear continua tal que

a(u,u) 2 Cillully, = Callully,u €V,

e A o operador de V em V' associado a a(.,.). Entdo A = 0 é valor préprio de A ou existe A~ €
LV V).

6Se A é o operador associado a uma forma bilinear continua, ndo negativa e simétrica, e existe
A=t e L(V',V), entdo a(.,.) é eliptica em V.
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I

=h P ——
Atendendo ao Teorema 2.10,

pois que

Py
||8§ﬁ1877ﬁ2 ||L2 <C Z * 4 Z Hafma as “L

XeV(T) oa|=2
em que, para |a| = 2,
Pv 5, 0*u
I g e = B s e
Conjugando as desigualdades obtidas concluimos (38).
[ ]

No teoremas seguinte estendemos as estimativas anteriores a um triangulo ar-
bitrario.

Teorema 2.12 Seja T wm tridngulo de lados de medida de comprimento inferior
0 Mppar € de~ angulos internos de medida de amplitude limitada inferiormente por «y.
Se w € H*(T), entdo, para || < 2,

Py
1 gy < Clan) 1227 3 w2+ w20 S 1 2] ()

Xev(T) |o|=2

Demonstracao: Sejam X;, X5 e X3 os vértices de T'. Seja T}, .. como no teorema
anterior. A transformagao ¢ : Ty, .. — T,

Y& n) = X1+ h£ (Xo — X1) + (X3 — X1),
é bijectiva e tem-se, para u € HQ(T),
oBly Pl
Vs sy = dett0) [ 15 dean,
em que
xg — 1) (ys —y1) — (23 — 21)(y2 — ¥
gt = (2= 2= 0) = oy =) =)
Notemos que
P PEN
20 ﬁ;ﬁ oo

em que g ¢ o cociente entre h . e produtos de factores do tipo (xi—m1), (y; —y1) em

ntmero igual a |3]. Atendendo a hipétese formulada sobre a medida da amplitude dos
angulos internos de 7', vem que |yg| < C(ay). Assim, ficamos com parcelas do tipo

Mly dBly
YR A d YR A
| Vgl dein = g .o

max
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Pelo Teorema 2.11 vem

oIPly
||a§ﬂ/a B/ ||L2(Thmaz) < C h?na?zlm Z U( h?’nai‘ﬁl Z || Sal o ||L (Thmaz

XeV(Thmaz) |af=2

Considerando agora a passagem do integral sobre T} . ao integral sobre T efec-
tuando mudanga de varidvel (£,71) = ¢ ~!(z,y), obtemos o factor

(Y3 — y1) (w2 — 71) — (Y2 — y1) (3 — 71)
h? ’

max

e ainda, factores que sao majorados por uma constante que depende da medida da
amplitude dos angulos internos do triangulo 7.
Conjugando as desigualdades e identidades obtidas concluimos (39).
[ ]
O Teorema 2.12 é fundamental para determinagao de uma estimativa para dist(u, V).

Teorema 2.13 Seja 7, uma triangulacao admissivel para o dominio poligonal €2
em que o comprimento dos lados dos triangulos € inferior a hpa. € a medida da ampli-
tude dos angulos internos dos triangulos da triangulacao € limitada inferiormente por
ap. Seja

Vi ={vn € C°(Q) : vnlog =0, vp(z,y) = a+bx +cy, (x,y) € T,T € T}

(ou
Vi ={vn € C°(Q) : vp(x,y) = a+bx +cy, (v,y) €T, T € Tp,}

), entao

m2(9) < Clao) b [ulli2(), uw € HX(Q)NV,

1nf llu — vy
vpEV}

em que V = H}(Q ) (ouV = H'(Q)).

Demonstragao: Seja u € H*(2) e

Lu= Y  u(X)px

XEV(Th)

em que ¢x é a funcao base de V) associada ao vértice X. A funcao e, = u — Iu
pertence a H?(§2) e tem-se
dist(u, Vi) < ||en]

H ()

Mas, pelo Teorema 2.12; vale, para |G| < s, a seguinte desigualdade

a'ﬁ‘eh ath
|55 2@ < Clao) D0 | ™ D2 en(X)? + S T oo e

TeT, Xev(T) || =2
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Atendendo a que e, = 0 nos vértices dos triangulos, obtemos finalmente

alﬁleh 8 en
1555 72 < Clao)hnas” > > |5l < Clao) i lullfe )

TeT, |a|=2

Do teorema anterior vem, para s = 0,

|l — Ihul|r20) < O(a0>h$nax||u”H2(Q)7

que generaliza a desigualdade ja demonstrada para triangulagoes induzidas por redes
rectangulares e admitindo que u € C?(Q). Para s = 1 vem

Ju — Tyl gy < C(0) hmas Ul 20

Conjugando o Teorema de Céa e o Teorema 2.13 estabelecemos o seguinte resultado
de convergeéncia.

Teorema 2.14 Seja 7}, uma triangulacao admissivel para o dominio poligonal €2
em que o comprimento dos lados dos triangulos € inferior a hy,q. € a medida da ampli-
tude dos angulos internos dos triangulos da triangulacao € limitada inferiormente por
ap. Seja

Vi = {vn, € C°(Q) : vploa = 0, vn(z,y) = a+ bz + ey, (v,y) € T, T € Tp,}

(ou

Vi ={vn € C°(Q) s vp(x,y) = a+bx +cy, (v,y) € T,T € Tp,}
). Seal(.,.) é uma forma bilinear eliptica em V (V = H'(Q) ouV = H}(Q)) e f € V",
entao existem funcgoes unicas u, em V', uy, em Vy, tais que

a(”?v) = f(’U),\V/’U ev,

a(un,vy) = f(vp), Vo, € Vi,
e, seu € VN H?*(NQ), tem-se

Ju = unll 0y < Claw) imaa |t 520,

em que V = HY Q) (ouV = H}(Q)).
|

A questao natural que se coloca diz respeito a estimativa do erro da solucao de
elementos finitos relativamente & norma ||.|| 2.
Suponhamos que a(.,.) é simétrica. Seja w € V a solugdo do seguinte problema
variacional
a(w,v) = (u — up,v),Yv € V.
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Notemos que
Ju— Uh||%2(9) = a(w,u — up)

e portanto
||u—uh||%2(ﬂ) = a(w — wp, u — uyp). (40)

uma vez que 0 = a(u—up, v) = a(vp, u—uy) para vy, € Vy, tendo-se (40) considerando
Vp = Wk,
Atendendo a que af, ., ) é continua concluimos

[ = unl|72i) < Cellw — whllm@llu = unllm @),
e portanto, pelo Teorema 2.14,

|w — wpl| @
D () humas |6 120 - (41)
|l — un|| 2

|u — upll2) < Ce

Suponhamos que
lwlla20) < Cllu — unll2@) (42)
Conjugando (41) com (42) obtemos

lu = wnlz2(0) < C()A2 00 llull 2(0)-

A hipdtese (42) é consequéncia da existéncia de A~ em L(H?(R2)', H*(Q)), ou ainda
de A ser inferiormente limitado pois

lwllaze) < CllAw] -

- | Awlo]

= sup T———
0£ve H2(Q) ||U||H2(Q)

_ sup |(U—Uh,v)|

ozver2@)  |[VllE2()
|u—unllz2 (0

IN

Consideremos agora uma sucessao de triangulacoes definida por uma sucessao A.
Vejamos seguidamente tipos de triangulacoes para as quais sao validas as condigoes de
regularidade relativamente as medidas de amplitude dos angulos internos dos triangulos
e que premitem concluir a validade dos ultimos teoremas estudados.

Seja hr o comprimento do maior dos lados do triangulo T € 73, e seja

himaz = max{hy, T € T,}
para h € A. Sejam pr o raio da circunferéncia inscrita em T € 7, e

pr, = min{pr, T € Tp}.
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Consideremos, para cada triangulagao 75, o cociente

Se

para h € A, entao a familia de triangulagoes diz-se quase uniforme.
Se

. hmam S C,
mirey, PT
entao a familia de triangulagoes diz-se uniforme.
Se a familia de triagulacoes é uniforme ou quase uniforme, entao vale a condicao de
regularidade das triangulagoes assumida para garantir a majoracao do erro com que
vem afectada a solucao de elementos finitos segmentada linear.
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2.5 Alguns problemas

1. Determinar problemas variacionais associados aos problemas diferenciaisi seguintes
num contexto funcional adequado. Mostre que os problemas variacionais indica-
dos tém solucao tunica.

(a)
0 , Ou 0 . Ou
—%(a%) — a—y(ba—y) + apU = f em Q

u(z,y) = fi(z)fa(y) (z,y) € 0Q

em que Q C IR?, a, b, ag sdo limitadas superiormente e a, b, ay > Cp > 0 em
Q, f € LQ(Q), fl,fg Sao Cl.

. 0 0? 0
0 u u u 9
(- gy _ 2R 9 = 0
(99(:(( 2+xy)8:c) 8y2+8x+u vy

u(z,y) =0 (x,y) € 0N

em que Q C R%

) o 0 o .0
u u
—— (g—) — —(p=— = QO

835((181:) 3y(bay)+u f em

ag—an + bg—Z’ny =g emOf)

em que Q C IR?, (1,,7,) denota a normal unitaria exterior a 2, f € L?(Q),
a,b sao limitadas superiormente e a,b > Cy > 0 em Q, g € L?(09).

2. Considere os seguintes problemas diferenciais definidos nos dominios indicados .

—Au(z,y) = f(z,y) (z,y) € Q
(a) { uw=0 emOof)

0 0250507 1

{ —Au(z,y) + zyu(r,y) = f(z,y) (v,y) € Q
uw=0 em O

63



0.75

0.5
0.25
0 05 075 1

(c)

JAutu=J emS (0.5,1)

% = 15,9,

o =2y em

(0,0) (1,0)
(d)
(0.75,1)
(0,1)
—Au = 2%y em)
{ u = sen(xy) em OS2 5,0.5)
(1,0)

Para cada dos problemas anteriores
(a) Indique o problema variacional associado num enquadramento funcional ad-
equado.

(b) Averigtie a existéncia e unicidade de solu¢do do problema variacional indi-
cado na alinea anterior.

(c) Considere a partigao em elementos finitos indicada. Estabeleca a matriz de
rigidez que permite determinar a solucao de elementos finitos.

(d) Considerando férmulas de integracao adequadas, estabeleca o sistema linear
que permite determinar uma aproximacao para a solucao de Ritz-Galerkin.
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3. Considere a equagao de Poisson com condigao de Dirichlet homogénea definida
num dominio Q limitado de IR%. Seja Vj, o espaco das funcoes segmentadas lin-
eares definidas a partir de uma triangulagao admissivel para 2. Suponha que a
triangulacao satisfaz os requisitos ja referidos para os angulos internos e para os
lados dos triangulos.

Mostre que se a solugao do problema variacional que esta associado ao problema
diferencial pertence a H?(2) N Hj (L), entao

lu = unllzz < CP?|lull a2
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Capitulo 4 - Problemas de evolucao

1 Introducao

O conceito de problema de evolugao é introduzido na teoria das equagoes de derivadas
parciais com o objectivo de distinguir as equagoes envolvendo a variavel temporal das
restantes equacoes. Estes problemas tém associadas equagoes parabdlicas e equagcoes
hiperbodlicas. Atendendo a este facto, no estudo de métodos numéricos para este tipo
de problemas, distinguimos os dois grupos anteriores. Tal facto encontra a sua justi-
ficacao nas propriedades analiticas das solugoes das ditas equagoes pois que tendo carac-
teristicas de regularidade diferenciadas implica forcosamente que os métodos numéricos
para os tipos de equacgoes anteriores sejam também diferenciados.

Estudamos fundamentalmente métodos numéricos para equagoes parabdlicas. Aten-
dendo a que o comportamento das solugoes dos problemas de condicao inicial definidos
por equacoes hiperbdlicas é bastante dependente da regularidade das condicoes iniciais,
o estudo de métodos numeéricos para este tipo de problemas é bastante mais delicado,
s6 pontualmente serd referido. Nao podemos deixar de notar que este capitulo é apenas
uma primeira incursao nos problemas de evolucao.

2 MEF para problemas de evolucao

2.1 Equacao do calor unidimensional
2.1.1 Formulagao variacional

Consideremos a equacao diferencial parabdlica nao homogénea com condigoes de fron-
teira homogénas

( Ou  O%*u
i @‘i‘f em(0,a) x (0,7

u(z,0) = up(z), z € (0,a) (1)

u(0,t) = u(a,t) =0,t € (0,7)

\

em que f pode depender apenas da variavel espacial mas também da varidavel temporal.
Consideremos na equacao diferencial o produto interno de L? com uma funcao v de
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H}(0,a). Obtemos

/—vda:— /@v’d:v—l—/ fvdz,
o Ox 0

e, deste modo, estabelecemos o seguinte problema variacional: determinar u tal que
u(z,0) = up(z),z € (0,a), e, para t € (0,T], verifica u(.,t) € H{(0,a),2%(.,t) €
L*(0,a) e

ou 1
(50 v) +alu(),v) = (f,v), Yo € Hy (0, a), (2)

em que

a(w,v) = / w'v' do,w,v € Hy(0,a).
0

Vejamos seguidamente algumas propriedades da solugao do problema variacional definido.
Consideremos na equagao variacional v = u(t), isto é, u(t) verifica

(O () + alu(t), u(t)) = (7, u(t),

e, portanto, atendendo a que

(Gou(0) = 5ol [ (G0 e = Suto

(f,u®) < [ flleallu®llze < 2||f||L2 + €|l 2,

deduzimos a seguinte desigualdade diferencial

d 1
Zu@lzz + (@ = 2)[[u(®)Z2 < 5511f 112 (3)
Atendendo a que a desigualdade anterior é equivalente a

d 0222 1 t a2—2¢2)s
& (s = o [ as) <o

vem facilmente

1

lu()ll72 < 2 uoll 72 + 5 5

t
; / e(a27262)(37t)”f“%2 ds, .t > 0. (4)

Escolhendo, em (4), € tal que a® — 2¢? > 0, concluimos o seguinte resultado:

Teorema 2.1 Se, para cada t € (0,T], o problema variacional tem solugdo u(t) €
H{(0,a) tal que %4(t) € L*(0,a), entdo tal solugdo € tnica.
A solucao € estavel relativamente a perturbacoes da condicdao inicial.
[ |

A estabilidade referida no resultado anterior tem o seguinte sentido: se u e 4 sao
solugbes obtidas com ug e @y respectivamente e se ||ug— |2 ~ 0, entao ||u—a|[zz ~ 0.
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2.1.2 Aproximacao de Ritz-Galerkin

Com o objectivo de determinar uma aproximacao para u consideremos o subespaco
Vi, de H}(0,a), de dimensao finita e caracterizado pelo parametro h. Determinemos a
aproximagao uy, tal que, para cada t € (0,7, uy(.,t) € Vj, e

(%, Uh) + CL(Uh(t), ’Uh) = (f, ’Uh), Y, € Vi, (5)

ur(0) = ug,p, (6)

em que g representa uma aproximagao de ugp no espaco Vj. A solucao uy, definida
por (5) e (6) chamamos aproximagao de Ritz-Galerkin para a solugao de (1).

A determinagao da aproximagao de Ritz-Galerkin é feita fixando em V}, uma base.
Asim, se {¢;,i = 1,...,N,} é uma base deste espago, a solucao de Ritz-Galerkin é
definida por

up(z,t) = Zaj(t)(pj(x),m € [0,a],t >0,

e portanto, os coeficientes «(t) verificam

Np

D al()(@5) + D ailt)a(di6)) = (£,65), 5 =1, Nu,

i=1

ou ainda
[(¢i, 65)]’ () + [a(9i, ¢5)]a(t) = F, t € (0,77, (7)

em que F; = (f,¢;). O sistema diferencial anterior é complementado com a condicao
inicial definida a partir das coordenadas de g, relativamente a base fixada.

A resolucao do sistema diferencial ordinario para a determinagao da aproximacao de
Ritz-Galerkin para a solucao do problema diferencial inicial é tanto mais simples quanto
mais simples ¢ a estrutura da matriz [a(¢;, ¢;)]. O sistema diferencial referido fica com
uma estrutura simples no caso particular da base fixada em V), ser tal que os suportes de
dois elementos ¢; , ¢;, tenham interseccao nao vazia apenas para um numero reduzido
de indices. Tal situacdo ocorre quando o espago Vj, que substitui o espago H}(0,a) é
construido a partir de uma particdo em elementos finitos. Assim, no caso particular de
V}, ser o espago das funcoes segmentadas lineares definidas a partir de uma partigao do
intervalo espacial, podemos considerar ¢; como sendo a funcao ”chapéu”associada ao
nodo z;. O sistema diferencial ordinario obtido nesta particularizacao tem uma matriz
tridiagonal e portanto ¢ de resolucao simples.

A anélise das propriedades da aproximacao de Ritz-Galerkin ( e no caso particular
de elementos finitos ) é feita comparando u com wuy relativamente & norma ||.||; ou
I|-|lo. Como veremos posteriormente, em geral o estudo do erro com que vem afectada a
solugao de Ritz-Galerkin ¢ feita relativamente a norma de L*(0,a). Somente em alguns
casos particulares conseguimos estabelecer estimativas de erro relativamente a norma
do espaco H*.
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Seja t € (0,T]. Denotemos por y(t) a solugdo do seguinte problema variacional
auxiliar
ou

~(Sh )+

Utilizando @y (t), o erro up(t) — u(t) pode ser decomposto do seguinte modo

a(ﬁh(t),vh) (f Uh) Yy, € Vj,. (8)

up(t) — u(t) = up(t) — ap(t) + ap(t) — u(t) = 0n(t) + pu(t).

Uma estimativa para o erro pp(t) é feita atendendo as propriedades do método us-
ado quando considerado para equacoes elipticas. Determinamos seguidamente uma
estimativa para 6y (t). Notemos que

00 o1 .
(g o)+ ala (D), 00) = (f0n) = (S5 0n) = aliin(t), vn),
e ainda, atendendo a definicao de uy,,
00 ou Ou
(a_th’vh) +a(0n(t), o) = (5, — a—th,vh)-
A identidade anterior toma a forma
00 0
(S 0n) + albn(t), vn) = —(%,vh), v € Vi, 9)
D,
Observamos que v ¢ solucao do seguinte problema variacional
Oty 0%u af
G(W,U}J = —(w,U}J + (E,Uh), Yo, € Vi, (10)

que esta associado a equagao variacional

ou 0%u af
a(a,v) = —(W,v) + (E,v), Yo € Hy(0,a).
2 pn
Logo, se — ¢ suficientemente regular, podemos garantir alguma estimativa para T
Tomemos, em (9), v, = 0,(t). Atendendo a que
00
1602 10Dl = (T2 Bu(1)),
obtemos
dpn
16 (E)]| 22— H9h( Mze +a(On(t),0(t) = —(—=, 0n(t)),
dt ot’
e portanto, se a(.,.) é eliptica, estabelecemos a desigualdade diferencial
d dpn
il Olz2 + CellOn ()22 < [ 122 (11)
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A desigualdade (11) é equivalente a

d t 0
E (eCEtHQ}L(t)HL? _/0 eCEs P

a—;”p ds) <0,

e portanto

eCet

0
ehaauLa-—u/" O L) ds
0

¢é decrescente. Logo

WWWmSﬁ”(A‘“H MM&W%UMQ- (12)

Atendendo & decomposigao inicial do erro uy,(t)—u(t), obtemos a seguinte estimativa

! 0
Jont) = (Ol < ooz + S ([ el nas + 10,0012 ). 13
0

Conjugando a desigualdade anterior com as seguintes estimativas:

1.
[an(t) — u(t)]|2 < Ch*[lu(t)]| 2,
2 ot 0 0
duy, O 2 Oy

estabelecemos o seguinte resultado:

Teorema 2.2 Sejam, para cada t € (0,T], u(t) a solugao do sequinte problema
variacional
ou

(57 0) +alult),v) = (f,0), v € Hy(0,a),
e up(t) a sua aproximagao de elementos finitos em Vj, definida por

(P )+ alunt), o) = (f, ), v € Vi

uh(O) = Ug,h € Vh,

em que V, € o espaco das funcgoes segmentadas lineares definidas a partir de uma

82
particao de espacamento mdximo h. Se E € HZ(0,a), el € L*(0,a), entdo
t
lun(t) = u(®)llzz < Ch*|Jull 20,0y + € lluo — ol + Ch2/ Celo=t) H ||H (0,a) s,
0

em que C' € uma constante independente de h e de u.
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2.1.3 Aproximacao de Ritz-Galerkin discreta no tempo

A determinagao da solugao de Ritz-Galerkin fica concluida apds a resolucao do sistema
diferencial ordinario deduzido para as coordenadas desta aproximacao relativamente
a base fixada no espaco V}. O sistema diferencial anterior pode ser resolvido analiti-
camente ou de modo aproximado através da sua discretizacao utilizando um método
numérico para este tipo de equagoes. Neste caso, obtemos uma solugao de Ritz-Galerkin
em niveis de tempo discretos.

A solugao de Ritz-Galerkin discreta no tempo - u}" - € solugao do problema discreto
que se obtém de (5) substituindo a derivada temporal por um cociente de diferengas.
Se utilizarmos, por exemplo, a diferenca ”"backward”, obtemos

(u%”“, vp) + Ata(u,v,) = At(f™, vh), Yo, € Vi, m=0,..., M — 1,u) = U, (14)

em que MAt =T.

Observamos que obter a solucao de Ritz-Galerkin u}' através do método anterior,
conhecido por método Euler- Ritz-Galerkin explicito, é equivalente a resolver o sistema
diferencial ordindrio (7) utilizando o método de Euler explicito e depois considerar

Np,
m __ m
Up = E a;” ;.
i=1

Outras variantes podem ser utilizadas na integragao do problema diferencial or-
dinério deduzido, obtendo-se, necessariamente outros métodos numéricos para a deter-
minacao da solucao de Ritz-Galerkin discreta.

2.2 Um problema parabdlico modelo
2.2.1 Formulagao variacional

Seja 2 um dominio limitado de IR" de fronteitra 02 e T' > 0. Consideremos o problema
de condicoes de fronteira e inicial

(O 0, du. <N, du
% ;a—%(%a—%)—zbia—%—cu+fem9>< (0,71

1,j= =1

(15)
u(z,0) = up(x),x € Q
| w(z,t) =0,2 €099, te(0,T)
Suponhamos que a;; = a;; e que existe uma constante positiva og tal que
Elasle > anll€]®, Ve € R Vo € T, > 0. (16)
Para c e b admitimos
1nab">0v €OVt >0 (17)
c— — T .
2 Z:1 axz — Y M e
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Procedendo como anteriormente aquando da definicao do problema variacional as-
sociado a equacao do calor unidimensional, obtemos o seguinte problema variacional:

0
determinar, para cada t € (0,T], u(t) € Hy(Q) tal que 8—1: cL*(Q) e

ou
(S 0) + alu(t),0) = (£,0) Yo € HY(©), ¥ > 0,u(0) = u (18)
em que
ow v - ow 1
a(w,v) ijl/aija—xja—xidx—l-izl/Qbiamivdx—l—/ﬂcwvd:c, w,v € Hy(Q). (19)

Estudamos seguidamente as propriedades da solu¢ao do problema variacional (18).
Consideremos, em (18), v = u(t). Atendendo a defini¢ao de af(.,.) e as condigdes (16) e
(17) tem-se, sucessivamente,

u(t) + cu® do

a(u(t),u(t)) > ao/gvu(t)zdw/ba“

o 0x;

— a0||VU()||L2+/ __Zamz

> aol Vu(t)]|7.-

Das desigualdades anterior e de Poincaré - Friedrichs, vem ainda
a(u(t),u(t)) = Cllu(t)|Z>- (20)
Conjugando (18) (com v = u(t)), com (20) obtemos

1d 1
S ollullds + (€ = Alu®z < 11 21)

Integrando a desigualdade deferencial, estabelecemos

t
()72 < e lu(0)I7 +/0 O ||f||L2 ds. (22)

Assim, se fixarmos € tal que C' — €2 > 0 e considerarmos o sistema isolado, isto ¢, nao
consideremos no sistema a fonte f, concluimos que

[u(®)]lz2 < Jluollr2-

Outra consequéncia de (22) é a estabilidade relativamente a perturbagoes da condigao
inicial. Mais ainda, o problema variacional tem quando muito uma solugao.

Teorema 2.3 Se, para cada t € (0,T], o problema variacional (18) tem solu¢ao
0
u(t) € HY(Q) tal que (9_1; € L*(9), entdo tal solugdo € tinica.

A solucao € estavel relativamente a perturbacoes da condicdo inicial.
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2.2.2 Aproximacao de Ritz-Galerkin

Consideremos, em (18), H}(£2) substituido por um subespago de dimensao finita V},.
Seja up ;, uma aproximacao de ug em Vj, e definamos, tal como no exemplo introdutério,
a aproximagao de Ritz-Galerkin uy,(x,t) para a solucao do problema variacional em
estudo, solucao do problema variacional

(auh

ot ’

As propriedades qualitativas da aproximagao de Ritz-Galerkin sao andlogas as pro-
priedades da solugao do problema variacional que aproxima. De facto, é facil estabelecer

vp) + a(ug(t),vn) = (f,vn), Yor € Vi, VE >0, up(0) = g p. (23)

t
lun ()22 < € |lun(0)]] 2 +/ eI fllpzds, t 20,
0

em que C' representa uma constante positiva independente de h e u.

Da desigualdade anterior concluimos a estabilidade da aproximagao de Ritz-Galerkin
relativamente a aproximacao de ug e, além desta propriedade, no caso do sistema ser
isolado - f = 0- conclufmos |Juy,(t)||z2 < e=|upn(0)||z2. Logo ||un(t)||z2 — 0,t — +oo.

Fixada uma base {¢;,i = 1,..., N3} no espago V},, obtemos, para a determinagao
dos coeficientes «;(t),i = 1,..., N, da solugao de Ritz-Galerkin relativamente a base
fixada, o sistema diferencial (7) com as matrizes deste sistema definidas no contexto
do problema em estudo.

Se considerarmos V}, definido a partir de uma particao em elementos finitos em que
a base é fixada de modo que cada elemento tenha suporte num ntmero reduzido de
elementos finitos, entao a solucao de Ritz-Galerkin, denominada neste caso solucao de
elementos finitos, é mais facilmente determinada pois as matrizes do sistema diferencial
ordinario sao matrizes com estrutura de banda.

O estudo das propriedades quantitativas da aproximacao de Ritz-Galerkin- estudo
do erro desta aproximagao - ¢ feito seguindo os passos considerados no caso unidimen-
sional. Assim, sejam ,(t) € V}, a solugao da equagao variacional

ofin(t),vn) = () = (5 en),en € Vs en
pr(t) = n(t) — u(t), On(t) = un(t) — un(t).

A funcao 0,(t) verifica

00 dp
(S5 O(t)) + al6a(0),6a(0)) = — (S 6u(1)),
e, para esta funcao, vale a seguinte estimativa
—Ct ! C(s—t) dpn
10k ()2 < e 10r(0)]] 2 + e 1= llz= ds. (25)
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De (25) e atendendo a que u,(t) — u(t) = 0,(t) + pn(t), estabelecemos finalmente a
seguinte estimativa

t
lun(t) = u)llzz < llpn(®)llz2 + e luop — uoll 22 +/0 - ”II ||L2 ds.  (26)
Podemos particularizar a estimativa anterior para certas equacoes parabdlicas definidas
num dominio poligonal de IR?. Consideremos uma triangulaciao 7;, admissivel para
e tal que os triangulos tém as medidas de amplitude dos angulos internos limitadas
inferiormente por uma constante positiva e os lado de medida de comprimento inferior
a h. Seja V}, o espago das funcoes segmentadas lineares definidas a partir de 75, e que
sdo nulas na fronteira 0. Neste contexto sdo conhecidas as estimativas para ||ps|z2 €
para || %2 || 2
dpn

lon (@)l < CR*u(®) |12, 157 2 < ChQH HH2 (27)
desde que u(t), 2 € H?(Q) N H}(<2). De (26) e (27) conclu1mos
K ou
lun(t) = w(@®) |2 < CR?[Ju(®) | + e [luon — uollz= + Chz/ R oy 12 ds-
0

Provamos o seguinte resultado:

Teorema 2.4 Consideremos o problema (15) definido num dominio poligonal lim-
itado de R?. Admitamos que as fungdes coeficiente satisfazem (16) e (17).
Seja, para cada t € (0,T], u(t) a solugao do problema variacional

(O o)+ ault), ) = (F,0), v e H(0,0),

em que a(.,.) € definida por (19), e seja up(t) a sua aproximagao de elementos finitos
em V}, definida por

(%, Uh) + a(uh(t), Uh) = (f, Uh), vy € Vi,

uh(O) = Up,p € Vh,

em que Vi € o espaco das funcoes segmentadas lineares definidas a partir de uma
triangulacao 15, admissivel para €0 e tal que os angulos internos dos triangulos tém
medidas de amplitude limitadas inferiormente por ag > 0 e as medidas do comprimento
dos seus lados limitadas superiormente por h.

0 0*u
Se (9_1; € H3 (), vy € L*(0,a), entdo
t
lun(t) — w(t) |2 < CR?[[ull 20 + e~ [luo — wol|ze + Ch?/ Celet H ||H2 ) ds,
0

em que C' € uma constante independente de h e de u.
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2.2.3 Aproximacao de Ritz-Galerkin discreta

A integracao do sistema diferencial ordinario estabelecido para a solucao de Ritz-
Galerkin pode ser feita a partir do sistema das coordenadas desta aproximacao ou,
equivalentemente, a partir de (23). Consideramos seguidamente uma discretizagao da
derivada temporal que vai induzir processos numéricos discretos no tempo. Seja u}’,
em V},, a aproximacao de uy(t,,) definida por

upt — u%”’l

( At ,Uh):_G<U?,Uh)+(f,'l)h),vvhEV}”m:l,...,M, (28)

em que MAt = T. O método anterior é conhecido por método de Euler implicito.
Pretendemos que a solugao u}' seja tal que

e = u(t)]| =0, (29)

Com o objectivo de estudar o erro anterior, observamos que atendendo a seguinte
desigualdade

b’ = wtm) | < llup” = wn ()| + lun(tm) — utm)], (30)

é suficiente estudar o comportamento de ||u}’ — us ()| pois que a segunda parcela do
majorante da desigualdade anterior foi j4 anteriormente estudada.
Seja €)' := u}" — up(t,n,). Este erro verifica

mo__ m—1
(%, o) + alel, vp) = (T, vp), Yo € Vaym = 1,..., M. (31)

em que
m At 02uh

T2 o
De (31), com v, = €}, vem

(t"), 1" € (tm_1,tm)-

lei' |72 + Ata(er, ei) = (ei' ep ™) + AT, e,
e portanto
lei 172 + Ataler’,ei) < llepllz2llen ™ [lze + AT |2 [lep (|-
Atendendo as propriedades de a(.,.) obtemos ainda
ey |2 (1 + CAt) < |lef e + AT | z2sm =1, ... (32)

Da desigualdade anterior é facil estabelecer a seguinte férmula de recorréncia

m—1
||€h ||L2 SAtZW||T}JL+1||L2’m:17'”7 (33)
j=0
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a partir da qual sai de imediato

_ 1
(1+C’1At)m “max ”T,“’Lz,m: 1,..., (34)

el < T m
~ (+chay T

A estimativa (34), na hip6tese de uy(t) ter segunda derivada em relacao a t limitada,

permite inferir
lim ||e}’||z2 = 0, (35)

m——+00

e portanto, se tivermos a convergéncia

’llirr(l) |lun(tm) — u(tm)||z2 = 0, Vm,

concluimos

. m _
Al el = ultm) 22 = 0.

Estudamos seguidamente as propriedades do erro e}’ nao fazendo uso de uy(t,,)
pois foi exigida a convergéncia }llir% up(t) = u(t).

Seja U} a solugao da igualdade variacional (24) com ¢ = t,,. Atendendo a que
up' = utm) = wy' —wy' + " —u(tn) = 0" + pj, (36)

uma estimativa para e}’ obtem-se estimando separadamente as duas parcelas 0} e p}".

Uma estimativa para p;' pode ser estabelecida atendendo as propriedades do método
de Ritz-Galerkin quando considerado para a equagoes elipticas. Relativamente a 6"
notamos que seguindo os passos aquando do estabelecimeto da estimativa para (),
se pode estabelecer facilmente

(D-05", 05") + a(0y", 05") = (D—yu(tm) — Dyt 057) (37)

em que D_; denota o operador de diferengas backward. Da identidade (37) obtemos a
desigualdade

105 122 (1 + CAL) < (|03 |22 + Atl| D_yultin) — Dty || 12, (38)
e, deste modo, deduzimos

1 “ 1 y
[CHITZIRS WHQQHL? + Atz WHD—W(%‘) — D4ty flz2. (39)
j=1

Finalmente, conjugando (36) com (39) obtemos a estimativa

o=tz < 07 i+ gy |8 \|L2+Atz T a1 D-lt) =D s

(40)
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Notemos que

ou ou "
157 (tm) = Dty llze < [l 57 (tn) = D-vultm)llz2 + 1 D-epp’ |l 22,

em que para ||D_;p}|| 2 pode ser determinada uma estimativa.

Por exemplo, no caso de n = 2, e com V}, sendo o espago das fungoes segmentadas
lineares nulas em 02 e definido a partir de uma triangulagdo com as restrigdes de
regularidade ja referidas, tem-se

h? Ju

| D_ip |12 < CR*|| D_yultm) |7 < CE || ot |

|H2 ds.

Por outro lado, temos

ou 1 [im 0%u tm
1D-ctult) = Stz < 155 / " (s ) g iz < / 1L s,

Conjugando as estimativas anteriores e (40) estabelecemos para a aproximagao obtida
a partir do método de Euler implicito e do método de elementos finitos segmentada
linear, a seguinte estimativa para o erro

1
o = utn)lr < CHYultnd s+ gl — woale
- 1 b Ou ti (9
Ch? —_—— — a2 ds + At
j=1 J

(41)

Um outro método com boas propriedades de convergéncia obtém-se integrando o

problema diferencial que define a aproximagao de Ritz-Galerkin com o método de
Crank- Nicholson:

m m—1 m m—1
Uy — Uy uy, +uy

(T,Uh) = _G(T,Uh) + (fyvn), Vop, € Viym=1,..., M. (42)

3 Meétodos de diferencas finitas

3.1 Os métodos

Uma abordagem muito comum na construgao de métodos numéricos para problemas
de evolucao ¢é a semi-discretizacao seguida de integragao temporal.
Consideremos o problema de evolugao

au—LqufemQx(O T]

u(z,0) = up(x),z € Q
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em que ), como anteriormente denota um conjunto aberto limitado ( ou nao ) de
IR" de fronteira 0f2, e L é um operador envolvendo apenas derivadas relativamente as
componentes de z. Se €2 é limitado ou é ”semi-infinito”, entao o problema diferencial
anterior é complementado com a condicao de fronteira

Byu =g emdQ x (0,7 (44)

em que B, denota o operador que define as condi¢ao de Dirichlet, Neumann ou Robin.

Em Q definamos a rede espacial Qp e seja Ly e B, i os operadores de diferencas
obtidos por discretizacao das derivadas parciais que figuram nos correspondentes op-
eradores continuos. Seja, para cada t € [0,T],uy(t) uma funcio em Wy () definida
pelo seguinte problema com condigao inicial

du—H(x,t) = Lyup(x,t) + fu(z,t), (z,t) € Qg x (0,7

dt (45)

ug(x,0) =ugp(x),r € Ay

em que fpy representa discretizagao da correspondente funcao definida em €). Obser-
vamos que se ) é limitado ou ”"semi-infinto”, entao o sistema diferencial anterior é
complementado com a condigao de fronteira

By, pu(z,t) = gu(x,t), (z,t) € 00y x (0,7 (46)

em que 00y = QN Qp, e gy denota uma discretizacio de g.
O sistema diferencial ordindrio (45) ou (45), (46), pode ser reescrito de modo tnico

uy(t) = Fu(t,up(t)) + fu, t >0, up(0) = gn (47)

que up(t) é o vector com numero de componentes igual ao niimero de nodos interiores.
O problema de condicao inicial (47) pode ser integrado com um método numérico
para problemas diferenciais ordindrios: Euler explicito, Euler implicito, Taylor, Crank-
Nicolson, Runge-Kutta, ou outro qualquer método para este tipo de problemas.

O método de diferencas finitas obtido por aplicacao do integrador temporal no
sistema diferencial ordinario é pois encarado como a conjugacao entre o método de
semi-discretizacao e o método de integracao temporal.

Exemplo 3.1 A equacio de convecgao-difusao-reacgao

ou ou 0%u

— =0 — tu), zeQt>0 48

ot aax +58x2 + f(w.tu), (48)
pode, como sabemos, estar definida em 2 = IR ou Q2 = (a, +0oc) ou em (a,b). Definamos
em () a rede (2, e facamos a discretizacao das derivadas de primeira ordem por um operador
D, que pode denotar o operador " backward”, " forward" ou centrado, e a de segunda ordem
pelo operador centrado de segunda ordem D,. Se o () é semi-infinito ou um intervalo

limitado ent3o a condigdo de fronteira deve também ser discretizada. Seja uy(z,t), x € Qy,
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t > 0, a aproximagao obtida pelo processo anterior, isto é, a solucdo do sistema diferencial
ordindrio

w;(t) = aDyui(t) + BDqu;(t) + f (4, t,ui(t)),i € [,t >0

(49)

UZ(O) = Uo(ZEZ’,O),Z. el
Se Q@ =1R entdo [ =7, e se Q2 = (a,+00), entdo I = IN. Se Q = (a,b) consideramos
I = {1,...,n}. Neste dltimo caso o sistema diferencial anterior é complementado com
condicdo de fronteira

1. Dirichlet: uy(t) = u(a,t), u,(t) = u(b,t), t >0,
2. Neumann : —D,u(a,t) = g(a,t), D_,u(b,t) = g(b,t), t > 0,
3. Robin :agu(a,t) — foD_,u(a,t) =0, cyu(b,t) + 1 D_ u(b,t) =0, t > 0.

Consideremos (48) com €2 = (a,b), @ > 0 e condi¢do de Dirichlet para a fronteira. Seja
h = (b—a)/n, e Qy a rede induzida pelo espacamento anterior. Consideremos D; = D_,.
Em [0, 7] introduza-se a rede temporal {t;,7 =0,..., M} com t; —t;_; = At. Integrando
o sistema diferencial ordinario assim obtido com o método de Euler explicito obtemos

At At At

4
u;'n+l ( Oé——l-ﬁ )u§"1+( 25 h) +5 z+1+Atf(xi>tm7u;n>’
Z:]_ 7n—]. m—l M_l
uo—u(at) =u(bt;)j=1,...,M
L u?:uo(xi)7i:(),...,n
(50)
Se oo < 0 e considerando D; = D, obtemos
utt = =g 11+(1+2ﬁh —agow (gt Brg)ul + Atf (@ 1w,
2_1 ’]’L—l,m:l,...,M—l
uo—u(at) _u(bt) =1,....M
L u?:uo(gjl),zzo,,n

(51)
Se utilizarmos o método de Euler implicito, obtemos em substituicdo de (50) o seguinte

esquema discreto
(At At At
(Oé— - ﬁ ) m+1 + (1 - 057 + 2ﬁ ) mH— 6 12 U’Zﬁ—tl - Atf(‘rla tm+17 uszrl) = u:'n7
1=1,....n—1,m= O M —1

uhy = ula,t;), ul = ud,t;)j=1,....,M

(52)
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Exemplo 3.2 Consideremos o problema de condi¢des iniciais envolvendo a equagao

da onda
( 0%u Q%

W = m emIR x IR+

0

8_1;(36’0) =g(z), € R (53)
[ u(z,0) =ug(z), z € R.

Consideremos em IR a rede de espacamento h. Efectuemos a discretizacdo da derivada de
segunda ordem em relac3o a variavel espacial, utilizando o operador de diferencas centradas
de segunda ordem. Obtemos

ul(t) = Dyuy(t),i € Z,t € RT

7

u.(0) = g(x;), i € Z (54)

U2(0> == UO(ZL’Z'>, 1€ 2.

O sistema diferencial anterior pode agora ser discretizado utilizando férmulas de aprox-
imacdo para a segunda derivada. No entanto, outra abordagem consiste em considerar a
mudanca de variavel

vLi(t) = wi(t), va(t) = ui(t)

que conduz ao sistema diferencial de primeira ordem
Ui,i(t) = vq,(%)
Ué,i(t) = Dyvy,(t), i € Z

com a condic3o inicial
v1,:(0) = uo(z;)

v2,i(0) = g(x;), i € Z

Este problema diferencial é discretizado utilizando métodos para problemas problemas de
primeira ordem com condic3o inicial

A abordagem anterior é bastante comum pois tira partido do software ja construido
para sistema diferenciais ordinarios.

Na construgao dos métodos anteriores, a fase que nos parece merecer razoavel
atencao é a fase de semi-discretizagao pois podemos considerar na integracao tem-
poral um método bastante eficiente. Veremos posteriormente qual a influéncia do erro
cometido na semi-discretizagao no erro total.

Uma outra forma de obter métodos de diferencas finitas ¢ o método de volumes
finitos. Nesta abordagem, a equacao diferencial é integrada sobre uma célula genérica
e, por integracao, a solucao a determinar ou as suas derivadas surgem calculadas na
fronteira da dita célula. Por discretizacao das derivadas parciais e por utilizagao de
formulas de quadratura, se necessario, é estabelecido o método de diferencas finitas.
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3.2 Propriedades qualitativas e quantitativas
3.2.1 Convergéncia

Consideremos o esquema numérico

m+1 __ m m —
u," = Lpaup + f,m=0,...,M -1,

0
Up = qn
na construcao de uma aproximacao para a solucao do problema diferencial

@:Lu—i-femQx(O,T]

ot (56)
u(z,0) = up(x),z € Q

que no caso do dominio ser limitado ou semi-infinito, é complementado com condicao
de fronteira de um dos tipos ja referidos.

Definigao 3.1 O método de diferengas (55) diz-se convergente se, para todo t €
(0, 7], se tem

li ho— =
mAtLr{,lh—A)Huh Rnu(®)lln =0

com At — 0,m — +o00, em que u}* € definido por (55) e u € solugdo de (56).

Na defini¢do anterior e como anteriormente |||/, denota uma norma no espago das
fungoes de rede definidas em €2, e R, um operador de restrigao.
Seja
E(zi,tyn) = u" —u(wi,tn), v € Upym =1,..., M, E}' = (E(zi,tm)).

]

Notemos que
Jup” — Bru()lln < B ||n + lultm) — Bau(t)]]n
em que

sob condigoes de regularidade para u(continuidade é suficiente). Logo, se
NET |, — 0, mAt = t,,, At — 0,h — 0, (57)

concluimos que o método é convergente. Atendendo a este facto, é comum apresentar
a definigdo de método convergente como sendo aquele em que é vélido (57).
Notemos que o erro E}* pode ser reescrito na forma

By =up' — up(tm) + uptm) — ulty) (58)

em que uy(t) denota a aproximacao semi-discreta .

Atendendo a decomposicao anterior € relevante a influéncia do erro provocado pela
discretizacao espacial no erro total pois que se utilizarmos um integrador temporal de
ordem elevada, o erro de semi-discretizacao pode ser dominante.

Atendendo as consideracoes anteriores comecamos por estudar as propriedades da
aproximagao semi-discreta u},(t) definda por (47).
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3.2.2 A aproximacgao semi-discreta-convergéncia

Consideremos o problema de condicao inicial (47).
Suponhamos que Fj, é tal que existe Cy > 0 que verifica

— < Fh(t, Uh) — Fh(t,wh),vh — Wy, >L22 COHUh — wh||%2 (59)

para todas as fungoes de rede definidas num espago adequado. Por aplicagao da técnica
ja utilizada quando estudamos a aproximacao semi-discreta definida a partir do método
de Ritz-Galerkin, podemos provar o seguinte resultado:

Teorema 3.1 Seja uy(t) a solugao de (47). Se F), satisfaz (59) entao

t
lun ()l < e="l|gnll 22 +/ T fu 2 ds.
0
|

O resultado anterior permite inferir que qualitativamente a aproximacao semi-
discreta apresenta o mesmo comportamento que a solugao da equacgao parabdlica que
a aproxima.

Exemplo 3.3 Seja Q C R, s = 1,2,3, um cubo com uma fonte de calor interior
f. A evolucao da temperatura u no corpo quando a fronteira do corpo é mantida a zero
graus, € descrita pelo seguinte problema de condicdes inicial e de fronteira

%:Au—i-femQX(O,T]

u(z,0) = g(z), x € Q (60)

u(z,t) =0, x € 92 x (0,7

\

Seja uy(t) a aproximagdo semi-discreta definida discretizando o operador de Laplace pela
sua versdao Ay, e que é solucdo do seguinte problema

uﬁl(t) = Ahuh(t) + fh em Qh X (O,T]
up(0) = gn (61)
uh(t) = O, S 8Qh X (O,T]

A aproximacao semi-discreta satisfaz

t
e e R LA X
0
em que C depende apenas de ).
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Estudamos agora o ”grau” de proximidade entre u(t) e a sua aproximacao semi-discreta.

No problema (47) com f, = Rnf, gn» = Rpg, substitua-se a aproximagao semi-
discreta uy(t) pela correspondente solu¢ao do problema diferencial que se pretende
aproximar. Obtemos

U (t) = Fy(tu(t) + f + Th(t),t > 0,u(0) = g(0) (62)

em que Tj(t) denota - funcdo de rede - o vector cujas componentes estao associadas a
discretizagao das derivadas espaciais. Seja Ej(t) = up(t) — u(t) o erro da aproximagao
semi-discreta. Para este erro é facil estabelecer

E,(t) = Fy(t,un(t)) — F(t,u(t)) + Tu(t), E,(0) =0, (63)
e consequentemente o seguinte resultado:

Teorema 3.2 Se F}, satisfaz (59), entdo o erro de semi-discretizagcdo Ey(t) satisfaz

t
IEx®lln < [ T3 ds.
0

Exemplo 3.4 No contexto do Exemplo 3.3 tem-se

| En(t)|| 2 < CTh.

3.2.3 Consisténcia

O estudo anterior permite estimar uma parte do erro da solucao obtida pelo método
de diferencas finitas pois, como referimos anteriormente, o método pode ser obtido
conjugando uma discretizacao espacial com um integrador temporal de ordem elevada.

Consideremos a aproximacao de diferencas finitas uj'. Atendendo a decomposicao
do erro E}, concluimos de imediato

tm
ARy A
0

| Th(8)ll 2 ds + llug” — un(tm) | 2 (64)

sendo a ultima parcela estimada a partir dos resultados de convergéncia para os métodos
numéricos para equacoes diferenciais ordinarias.

Observamos que para concluir a convergéncia utilizando a abordagem anterior
temos que estabelecer que o erro ||uy (t,) —u(tyn)|| 22 que depende de At e de h converge
para zero com At. Para o efeito sao fundamentais resultados que estabelecem o com-
portamento das solugoes de problemas de condicao inicial dependentes de parametros.

Um modo de estudar a convergéncia dos métodos de diferencas finitas consiste
em estabelecer uma equacao para o erro £/ e estudar directamente a solugao desta
equagao. Consideremos no esquema numérico u}* substituido por u(z;,t,,). Obtemos
a igualdade

Wiy tns1) = Lpart(i, tn) + [+ AT (24, t) (65)
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em que 7T} denota o erro de truncatura cuja expressao é estabelecida por aplicacao da
formula de Taylor.
Logo, para o erro E"™! obtemos a seguinte equacio

Eszrl = Lh,AtEZm + AtTh(l'“tm) (66)
chamada equacao de erro. A T}, chamamos erro de truncatura.

Defini¢ao 3.2 O método de diferencas (55) diz-se consistente com o problema
diferencial (43) se
||Th(tm)|lh — 0, h, At — 0.

Se | T (tm)|ln = O(ALTT hP) para todo m, entdo o método diz-se com ordem de con-
sisténcia (p,q). Se ||EN*||, = O(h", Att), entao o método diz-se convergente com ordem
de convergéncia (n, ).

A partir de (66) podemos estimar || E}" ||, e estudar o comportamento deste erro de
modo a estabelecer a convergéncia do método apresentado.

Apresentamos seguidamente alguns exemplos onde a equacao do erro permite con-
cluir a convergéncia do método de diferencas.

Exemplo 3.5 Retomemos o Exemplo 3.1 e tomemos a =0, f =0,6=1e Q) =R.
Neste caso e para o método de Euler explicito, obtemos a seguinte equagao de erro

EMt = (1 =2r)E" +r(E", + ElL) + AT i € ZZ, (67)
At

em que r = F, e o erro de truncatura tem a seguinte expressao

At 0%u h% (0% o'u
Th(wis tm) = 7@(%, tm,) — B (@(xz‘l,tm) + @(%‘2, tm))
Consideremos a norma ||.||o.. Obtemos a seguinte desigualdade

IE oo < 11 =20 [ B} loo + 27 | B3 [loo + A T3 |-

Se At e h sao tais que

r < (68)

DN | —

concluimos
1B oo < I1ER oo + AtO(AL + 17,

e portanto, vem finalmente
|E |0 < C(AL+ hz).

A condi¢cdo (68) desempenha um papel central no estabelecimento da convergéncia do
método em estudo. O cociente considerado é chamado niimero de Reynolds.
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Se 2 = (a,b) e consideramos condi¢do de Dirichlet, a equagdo (67) é definida para
1=1,...,n—1, e é complementada por

Eé:E’rJL:07vJ7 EZO:O,Z:Lﬂl—l,

e a convergéncia é estabelecida desde que se assuma a condi¢do (68).
Suponhamos agora a condi¢ao de fronteira de Neumann

ou

— =0parax =a,b,t > 0.

ax 9 ?
Se efecturarmos a discretizacdo das condicdes nteriores utilizando operadores " forward” e
"bacward" respetivamente, obtemos

( ugnJrl = (1—2T>U?+T(Uﬁl+uﬁ1)22277n_2

utt = (1=} +rui=1,n—1

Sob a condic3o ja considerada para o nimero de Reynolds, facilmente estabelecemos a
convergéncia do método (69).

O conceito de erro de truncatura foi dado para métodos (55). Notamos que se o
método é implicito, entao ele toma a forma

@ ,m+l _ g | m
Lh,Atuh _Lh,Atuh'

Assim, ao substituirmos u}* por u(t,,), utilizando a férmula de Taylor e atendendo a
que u é solugao de um determinado problema de evolucao, obtemos

LE:,)Atu<tm+1) = Lﬁf)mu(tm) + AtTh (L),

e portanto , . B
tmen) = (Liag) ™ Litagt(tn) + AULLA) ™ T ().

Concluimos, deste modo, que
Th(tm) = (LE;,)At)_ITh(tm)a

isto é, A )
LE:,)AtTh(tm) = Th(tm>-

Atendendo a igualdade anterior, uma estimativa para ||7},(,,)|s é obtida atendendo a
que ¢ suficiente mostrar que

1L conlln = Cllonlla.

85



Exemplo 3.6 Consideremos o esquema de diferencas

( m—+1 m-+1 m+1 _ m
—rui T+ (14 2r)uf™ —rul) =i =2, ,n =2

(1 + 2r)uP ™ — ruf ™ = up

— ru?j}l +(1+ 27‘)unmf11 =um
0

| u; =uon(xs), 7 =0,...,n

emquem=0,...,M —1, MAt =T, r = BAt/h?, utilizado para construir uma aprox-

imacdo para a equacao do calor

( Ou 0%u
E = 6@ em (a,b) X (O,T]

u(a,t) =u(b,t) =0,t >0

L u(x,0) = up(z), z € (a,b).

Tem-se || T ()| L2 = O(At)+O(h?) e por outro lado os valor préprios de Lgf’)m sdo dados

por

h
Aj=1+ 4rsen2(%)

(os valores préprios de uma matriz tridiagonal de ordem n, de linhas diagionais de entradas

: diagonal principal b, diagonal superior ¢, diagonal inferior @ - A\; = b + 20\/5003( J
c

e portanto, atendendo a que LE?N é simétrico,

- 1
IZia) " e = <1

min{l + 4rsen?(7)} —

Assim concluimos
1Ttz < T (tn) 22 = O(AL) + O(R?).
Estudamos agora a convergéncia do método implicito. Temos
L EPY = B 4 ATy (t),

€ portanto B
1R e < 1B |2 + At T 2.

Da desigualdade anterior vem finalmente

1B 12 < [luo — wopl| 2 + TO(AE + R?).

Logo, se a aproximacdo inicial for discretizada de modo conveniente, concluimos a con-

vegéncia do esquema (71).
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3.2.4 Estabilidade

A estabilidade do esquema de diferencas é um conceito que diz respeito a sensibilidade
relativamente a perturbacoes da condicao inicial.

Definicao 3.3 O método uZ“Ll = Ly aeuy diz-se estdvel se, para At e h suficien-
temente pequenos, existe K > 0 e (8 tais que

il < K2 EDA gl (72)

Na definicao anterior permitimos que a perturbacao na condic¢ao inicial tenha um cresci-
mento a menos de uma exponencial. Se 3 = 0e k < 1, entao a perturbacao da condicao
inicial nao se propaga no tempo.

A anélise da estabilidade ¢ feita considerando o oerador Ly a;.

+1 _

Teorema 3.3 O método uy'™ = Ly arup' € estdvel se e so se

1L AL I < KePtmenat

para constantes K > 0, (3.

Demonstragao: Se o método é estdvel, entdo [|Ly'K vnlln < KePmHDaH [y, |,

Logo
1Ly As vl

IZE = sup LoEAR] o eoamina
w0 lvalln
Reciprocamente,
lup M e = N Lnaeuille = I1L5 s Ml = - = 1L uf s

IN

L5 1

< KeHm s,

[ ]
Corolario 3.4 Se o esquema u’,;”“ = Lparup' € tal que
[Ln.atlln <1+ CAL, (73)
para alguma constante C' independente de h e At, entao o método é estdvel.
Demonstracao: Atendendo a que
LA < (1 4+ CARy™ < (Clmeas
concluimos de imediato a estabilidade do método em estudo.
[ ]
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Exemplo 3.7 O método
u;ﬁﬂ =1 =2r)uf" +ruly, +uj’),j=1,...,n—1

m+1 O m—+1 0

u, ug

é estavel relativamente a norma ||.||« pois que se r < 1/2 entdo
g oo < Ml llocs

€ portanto

™ oo < Ml lloo-

Exemplo 3.8 O método

(L+2r)ul™ — @ +u ) =Wl =1, ,n—1

m—+1 __ — O um+1 — 0

Up,

é estavel relativamente a norma ||.||2 pois

1
L < _ < 1.
1nadllz < min{1 +4rsen2(%)} -

Se a estabilidade do método é estabelecida impondo uma condicao aos espacamentos
envolvidos - h, At - dizemos que o método é condicionalmente estavel. Se tal pro-
priedade ¢ estabelecida sem qualquer condi¢ao sobre os espacamentos, entao dizemos
que o método incondicionalmente estavel.

Consideremos agora uma equacao nao homogénea

1
= Ll + f

Seja uhm+1 a solugao determinada utilizando a condigao inicial u e seja ﬂ;”“ a solucao
calculada utilizando a condigao inicial @j). Logo umJr1 — u}?“ é tal que

m+1 ~m+1 __ m ~m
up™ =y = Ly ag(uy — ).

Atendendo a igualdade anterior concluimos que a estabilidade do método para uma
equacao nao homogénea ¢ uma consequéncia imediata da mesma propriedade quando
considerada para uma equagao homogénea.

Consideramos seguidamente o conceito de estabilidade para um exemplo nao linear.

Exemplo 3.9 Consideremos o método ndo linear

u;”+1:(1—2r)u§”+r(uﬂl+uj )+ Atf(u m“) j=1,...,n—1

m+1 — 0 um—i—l O
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com a condicdo inicial u?. Seja @) uma perturbacdo da concico inicial e um+1

imacdo perturbada. Entdo para a diferenca wm+1 uf —u} entre as duas soluc;oes obtemos

w1 = ALf(Ou 4 (1= 0a ™)) = (1 = 2r)w) + r(w]i, +wi'y).

a aprox-

Se f' < 0er <1/2 concluimos

1
1 m
H’LU n ||OO -1 Af,/mnnwh ||007
e portanto temos estabilidade.
Se f'>0,r<1/2el—Atf .. >0, entdo
1 !/
m—+1 m mazx m

e portanto, nas condi¢cOes anteriores, o método é estavel.

3.2.5 O Teorema de Lax

Estabelecemos seguidamente uma condicao suficiente para a convergéncia de um es-
quema de diferencas finitas a partir da sua estabilidade e consisténcia.

Teorema 3.5 Teorema de Lax Se o esquema de diferencas
uhmﬂ = LhAtu;’f + Atfh

¢ consistente com ordem (p, q) e estdvel, entao é convergente e a ordem de convergéncia
¢ pelo menos (p,q).

Demonstragao: Seja E;"'! o erro global e Tj(,41) o correspondente erro de
truncatura global. Atendendo a que se tem a igualdade

Et = Ly s B+ AtTy(ti)
concluimos

Byt = Ly By + Z L, ae AT (ts1—5),
e portanto

IET e < L7 A I !IEhI\h+ZAt\|L AlnllTh(Erse1—5) |-
7=0

Uma vez que método ¢é estavel vem ainda

1B ln < KD Bl + K Ate™ 3 Ty (tmsa—g) |-
7=0

Se a discretizagao da condicao inicial for tal que ||EY||, = 0, entao obtemos

IE7 |, < C max || Ty (tmr1—) ||
7=0,....,m

e portanto vem finalmente a convergéncia com a ordem pretendida.
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