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A cidade de Konigsberg

= Era uma vez uma cidade
chamada Konigsberg
(“montanha do rei”) na antiga
Prussia.

= Fundada em 1255 pelos
cavaleiros Teutonicos, foi
capital da Prussia Oriental ate
1945.

R
= Foi um centro de cultura w@lir_.* =
durante séculos, tendo ai Vi PN -

vivido Goldbach, Hilbert, Kant e

Wagner.




A cidade de Kaliningrado
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As pontes de Konigsberg

A cidade de Konigsberg é
banhada pelo rio Pregel que,
ao atravessar a cidade se
ramifica formando uma ilha
(Kneiphof) que esta ligada a
restante parte da cidade por
sete pontes.
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Sera possivel efectuar um percurso por forma a passar por
todas as pontes, mas apenas uma vez em cada uma?



Leonhard Euler (1707 — 1783)

= Nasceu em Basileia, Suica.
Estudou hebraico e teologia
e teve aulas particulares de
matematica com Johann
Bernoulli.

= Em 1727 foi para Sao

Petersburgo para a corte da
Imperatriz Catarina Il.

= Casouem 1733 e teve 13
filhos, dos quais apenas 5
chegaram a idade adulta.




Leonhard Euler (1707 — 1783)

= Publicou mais de 500 livros e
artigos cientificos durante a
sua vida e mais 400 a titulo
postumo.

= Foi o inventor de notacoes
como /, 1T, e, sin, cos, f(x) e
muitas mais!

= Ficou totalmente cego mas
ISSO nao o impediu de se
tornar mais produtivo: “agora
tenho menos distracoes”.




De regresso a Konigsberg...
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Em 1736, Leonhard Euler apresentou a
Academia de Ciéncias Russa de Sao
Petersburgo um diagrama que facilitava a
analise do problema.
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A descoberta de Euler

= Fureka!

Se tiver que passar uma ponte para chegar a uma parte
da cidade, tenho que sair por uma ponte diferente para
voltar ao ponto de partida.

= Para que o percurso das pontes seja possivel, tem de
existir um numero par de pontes a dar acesso a cada
parte da cidade (excepto para a regiao de partida e de
chegada).



E a resposta e...

NAO!




Grafo

Conjunto de vertices unidos por arestas. Todos os veértices
estao unidos por um passeio (percurso de arestas).

N

Trajecto: Passeio sem arestas repetidas.
Circuito: Trajecto fechado.

Circuito/trajecto de Euler: contém todas as arestas de um grafo.

Valéncia de um vertice: Numero de arestas incidentes nesse
vértice.



Grafo

Conjunto de vertices unidos por arestas. Todos os veértices
estao unidos por um passeio (percurso de arestas).

2
3 /\ 3
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Trajecto: Passeio sem arestas repetidas.
Circuito: Trajecto fechado.

Circuito/trajecto de Euler: contém todas as arestas de um grafo.

Valéncia de um vertice: Numero de arestas incidentes nesse
vértice.
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Facebook

facebook

No Facebook vocé pode se conectare
compartilhar o que quiser com quem é
importante em sua vida.
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Abra uma conta

E gratuito e sempre sera.

Aniversario

Dia v Mg v ANo . Por gue precso misemar
e meha data de nascimanto?

Feminino Mazculmo

Ao chodr em Aber Uma conta, Voo & concorda oam 03 NSsos
Termos e que leu 2 no33a Polited de Dadea, inciuings 0 n2sso
Uso de Cockies



Modelos quimicos




Pesquisa Google




Linhas aereas sem escalas

Berlim (B)

Porto (P)

Moscovo (M)

Lisboa (L) Roma (R)

Questdes:

1. Quantos vértices tem o grafo?

2. E quantas arestas”?

3. Existe um voo sem escalas entre Porto e Roma?
ndica um trajecto entre Moscovo e Lisboa.
ndica um exemplo de um circuito.

ndica um exemplo de um trajecto de Euler.

o Ok




A descoberta de Euler (1736)

Um grafo admite um circuito de Euler se e
somente se todos os seus veértices tém
valéncia par.

Um grafo admite um trajecto de Euler se e
somente se nao possuir mais de dois
veértices com valéncia impar.




Circuitos de Euler




Circuitos de Euler




Circuitos de Euler
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Circuitos de Euler




Circuitos de Euler




Circuitos de Euler

B B" c C
FF G G
(2)

A B C D




Eulerizacao

A A A A
/N
B C B C B C B C
5\6/4 N\
D D D D
(2) (b) () (d)




Eulerizacao

= 1*@*

(a) (b)
aR=1
(¢)




O problema do carteiro chinés

Um carteiro inicia a sua ronda na estacao dos
correios. Ele tem que entregar as cartas em todas as
ruas e regressar a estacao. Qual o caminho mais

curto?

8 Estacao

Mei Ko Kwan (1962)



ldentificar as valéncias impares...




Eulerizar o grafo...

BC, DE, FG tem
comprimento

9+8+2=19




Outra possibilidade...

BC, EF, DG tem
comprimento

9+4+5=18




Eulerizacao optima

BF, CE, DG tem
comprimento

3+5+5=13




Eulerizacao optima

O comprimento
total é

=064 +13
=77

Um percurso possivel €: DGFAGDA CECFED



De regresso a Konigsberg...

O Principe Azul quer visitar todas as pontes
comecando no seu castelo e terminando na
Gasthaus, a pousada. Que nova ponte deve ele
construir?









De regresso a Konigsberg...

9 pontes: O Principe Vermelho, furioso com os
acontecimentos, quer construir uma nona ponte
por forma a poder ir do seu castelo ate a
pousada, passando por todas as pontes, e
impedir que o Principe Azul faca o0 mesmo.



De regresso a Konigsberg...

10 pontes: O Bispo, indisposto com toda esta
construcao de pontos e excesso de bebida, quer
construir uma décima ponte por forma a que
todos possam regressar a casa (i.e., por forma a
conseguir um circuito de Euler).



Solucoes

9 pontes.

10 pontes.



Outros problemas

As pontes de Kaliningrado

O problema do dominé

O cavalo do xadrez

Os apertos de mao

O problema do caixeiro-viajante
O problema das quatro cores
Grafos minimais

O problema da galeria de arte



As pontes de Kaliningrado
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O problema do domino

Porque € possivel fechar o
domind usando todas as
suas pecas”?

Louis Poinsot (1809)



Grafos completos




O cavalo do xadrez

Dado um tabuleiro de xadrez, sera
possivel, efectuando apenas
movimentos com o cavalo (sem
repeticao), encontrar um circuito
gue una todos os quadrados do
tabuleiro?







Os apertos de mao

Se os convidados de uma
festa apertarem as maos
guando se encontrarem
pela primeira vez, o
numero de convidados
gue apertam a mao um
numero impar de vezes é
par.

Leonhard Euler (1736)



Pedro

Joana

Maria

Carlos Vasco

Luisa

Soma das valéncias=1+3+3+3+2+4 =16 (par)



O problema do caixeiro-viajante

Lishea

4%

Paris

Berlim

Budapeste

William Hamilton (1859)

Lisboa—Madrid—Paris—Berlim—Budapeste—Atenas—Roma—Lisboa

Total = 640+1250+1120+900+1650+2480+2710 = 10750 km.



HERE'S THE CORRECT START...

TIMICTES 6 QAVBLE 1642 e M O“ ICIAL RULES OM AEVERSE Sibt 1 4

Ver: http://www.mat.uc.pt/~alma/escolas/pontes



O problema das quatro cores

- ‘\..\._‘\

Proposto por Francis Guthrie em 1852, permaneceu
mais de um século sem solucao.



Trés cores nao sao suficientes!



Quatro cores sao suficientes!






Grafos minimais

= Muitas vezes temos um conjunto de pontos e queremos
encontrar o grafo mais pequeno que os une. Por
exemplo

— Estradas unindo cidades;

— Cabos de telefone ou internet;
— Gasodutos;

— Circuitos eléctricos;

— Neurdénios no cérebro.




Qual o grafo minimal?




Solucao das bolas de sabao

Grafo de Steiner



Redes de slime mould




Slime mould Rede ferroviaria de Toquio



O problema da galeria de arte

Ervas. 70 l
1. Toe Fort de S.Toucir- S

Quantos guardas sao necessarios para defender o interior
dum castelo?









Chvatal (1975): Para qualquer castelo com n paredes sao
necessarios n/3 guardas. Se n nao for multiplo de 3, o
numero de guardas sera o maior inteiro inferior a n/3.

Vasek Chvatal















Obrigado!

Adérito Araujo: alma@mat.uc.pt

Ver: http://www.mat.uc.pt/~alma/escolas/pontes



