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Resumo

A teoria dos sistemas dinâmicos simbólicos pode ser encarada como uma área da teoria
das linguagens, dado que existe uma bijecção natural X 7→ L(X ) entre sistemas simbólicos e
linguagens factoriais prolongáveis. Os semigrupos, nomeadamente os finitos, têm-se revelado
da maior importância em teoria das linguagens; e por sua vez, os semigrupos profinitos são
de grande utilidade para a compreensão de questões da teoria dos semigrupos finitos.

Dados um alfabeto A e uma pseudovariedade de semigrupos V que contém os semigrupos
nilpotentes finitos, não se perde informação sobre uma linguagem factorial prolongável L se
considerarmos apenas os elementos infinitos do fecho topológico L de L em ΩAV, o semigrupo
pró-V livre gerado por A. Motivados por esta observação, estudamos as propriedades de L e
deduzimos invariantes de conjugação de sistemas simbólicos. Nomeadamente, recorrendo ao
conceito de morfismo de sobreposição, mostramos que se X é um sistema irredut́ıvel então
o grupo de Schützenberger da J -classe minimal de L(X ) é um invariante de conjugação,
quando V satisfaz certas condições (V = V ∗D e L Sl ⊆ V). No caso das pseudovariedades V

tais que V = V ∗ D = A©m V demonstramos este facto por um segundo método, recorrendo
ao conceito de semigrupóide profinito relativamente livre gerado por um grafo profinito.
Utilizando um exemplo simples de um sistema simbólico, mostramos que o conceito actu-
almente utilizado de semigrupóide profinito relativamente livre tem falhas no caso em que
o grafo gerador tem um número infinito de vértices. Corrigimos essas falhas, apresentando
uma boa definição para esses casos. Com tal definição, concentramo-nos no estudo dos
semigrupóides profinitos relativamente livres gerados pelo grafo das órbitas de um sistema
simbólico.

Os sistemas simbólicos em que L(X ) é uma linguagem racional, denominados sistemas
sóficos, merecem particular relevo. Com base em ferramentas que introduzimos para a
dedução dos mencionados invariantes de conjugação relacionados com a estrutura dos semi-
grupos profinitos relativamente livres, obtemos um novo invariante de conjugação ulterior de
sistemas sóficos, que consiste em propriedades estruturais do semigrupo sintáctico de L(X ).
Este resultado melhora um invariante introduzido por Béal, Fiorenzi e Perrin, que utilizaram
técnicas diferentes.

A equivalência fraca é uma relação introduzida por Béal e Perrin, e é uma relação mais
fraca do que a conjugação. Determinamos quais as classes de sistemas sóficos invariantes
para a equivalência fraca que são naturalmente definidas por pseudovariedades de semigrupos
ordenados finitos. Entre tais classes contam-se as classes dos sistemas de tipo de quase finito
e as classes dos sistemas aperiódicos.
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Abstract

The theory of symbolic dynamical systems can be viewed as a research area of language
theory, since there is a natural bijection X 7→ L(X ) from symbolic dynamical systems to
factorial prolongable languages. Semigroups, namely finite semigroups, have shown to be
very important in language theory; and profinite semigroups are very useful to understand
and solve questions about finite semigroups.

Given an alphabet A and a pseudovariety of semigroups V containing the nilpotent finite
semigroups, we do not lose information about a factorial prolongable language L if we only
consider the infinite elements on the topological closure L of L in ΩAV, the free pro-V
semigroup generated by A. Motivated by this observation, we study the properties of
L and deduce invariants of conjugation of symbolic systems. Namely, with the help of
superposition homomorphisms, we show that if X is an irreducible symbolic system then
the Schützenberger group of the minimal J -class of L(X ) is a conjugacy invariant, when V

satisfies certain conditions (V = V∗D and L Sl ⊆ V). When V is such that V = V∗D = A©m V

we prove this fact with another method, with the help of the concept of relatively free
profinite semigroupoid generated by a profinite graph. Using a simple example of a symbolic
system, we show that the presently used concept of relatively free profinite semigroupoid has
flaws when the generating profinite graph has an infinite number of vertices. We fix these
flaws, making a good definition for all profinite graphs. With this definition, we focus on the
study of relatively free profinite semigroupoids generated by the orbits graph of a symbolic
system.

The symbolic systems such that L(X ) is rational, called sofic systems, deserve special
attention. With tools used for the deduction of the above mentioned conjugacy invariants
related with the structure of relatively free profinite semigroups, we obtain a new eventual
conjugacy invariant of sofic systems, which consists in structural properties of the syntactic
semigroup of L(X ). This result improves an invariant introduced by Béal, Fiorenzi and
Perrin using different techniques.

Weak equivalence is a relation between symbolic systems weaker than conjugacy intro-
duced by M.-P. Béal and D. Perrin. We determine which classes of sofic systems naturally
defined by pseudovarieties of finite ordered semigroups are closed under weak equivalence.
Among such classes are the classes of almost finite type systems and aperiodic systems.
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Résumé

La théorie des systèmes symboliques dynamiques peut être vue comme une partie de la
théorie des langages, parc-que il existe une bijection naturelle X 7→ L(X ) entre les systèmes
symboliques dynamiques et les langages factorielles prolongeables. Les semigroupes, surtout
les finis, on prouvé être très importants pour la théorie des langages; et les semigroupes pro-
finis sont très utiles pour comprendre et résoudre des questions de la théorie des semigroupes
finis.

Si A est un alphabet fini et V est un pseudovariété de semigroupes a qui appartiennent les
semigroupes finis nilpotentes, on reste avec la même information sur une langage factorielle
prolongeable L si on considère seulement les éléments finis de la fermeture topologique L de
L dans ΩAV, le semigroupe pro-V livre engendré par A. Motivées par cette remarque, nous
étudions les propriétés de L et on prouve l’existence de certains invariants de conjugaison
des systèmes symboliques. Notamment, avec l’aide des homomorphismes de surposition, on
prouve que si X est un système irréductible alors le groupe de Schützenberger de la J -classe
minimal de L(X ) est un invariant de conjugaison, si V satisfait certains conditions (V = V∗D
et L Sl ⊆ V). Si V = V∗D = A©m V alors on prouve aussi ça avec un autre méthode, utilisant
le concept de semigroupoide profini libre engendré par un graphe profini. Pour que cette
procédure marche bien, il a été nécessaire faire une redéfinition dans le cas où le graphe
générateur a un nombre infini de sommets. Comme exemple de ce cas, nous étudions le
semigroupoide profini libre engendré par le graphe des orbites d’un système symbolique.

Avec des instruments utilisés pour montrer l’existence des invariants dans la structure
de ΩAV, on prouve un nouveau invariant de conjugaison ultérieur des systèmes sofiques,
consistant en des propriétés structurelles du semigroupe syntactique de L(X ). Ce résultat
améliore un invariant obtenu par Béal, Fiorenzi et Perrin avec des méthodes différentes.

L’équivalence faible est une relation entre systèmes symboliques plus faible que la conju-
gaison. Elle a été introduite par M.-P. Béal et D. Perrin. Nous déterminons quelles classes
de systèmes sofiques naturellement définies par des pseudovariétés de semigroupes ordonnées
sont unions des classes fermés pour la relation de conjugaison. Parmi de telles classes sont
les classes des systèmes de type presque fini et des systèmes apériodiques.
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Índice alfabético 197
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Introdução

Consideremos um alfabeto A. Um sistema dinâmico simbólico de AZ é um subconjunto não
vazio de AZ fechado topologicamente e estável para a acção da translação

(xi)∈Z 7→ (xi+1)∈Z, xi ∈ A,

e para a acção da sua inversa. A Dinâmica Simbólica é a área de investigação dedicada
ao estudo e classificação dos sistemas dinâmicos simbólicos. Historicamente, os sistemas
dinâmicos cont́ınuos definidos por equações diferenciais forneceram a motivação para o
estudo dos sistemas dinâmicos simbólicos. Com efeito, estes surgem frequentemente como
resultado de um processo de discretização dos sistemas cont́ınuos. Estudando o sistema
simbólico, obtém-se informação sobre o sistema cont́ınuo original. Conforme é afirmado na
introdução de [LM96], foi resolvendo deste modo em [Had98] uma questão sobre sistemas
dinâmicos cont́ınuos que Hadamard inaugurou em 1898 a Dinâmica Simbólica. Antes da
II Guerra Mundial, como o atesta o artigo fundamental de Hedlund e Morse [HM38], a
Dinâmica Simbólica ganha autonomia, e muitos conceitos e assuntos da área actualmente
investigados remontam a essa época. Os morfismos entre sistemas dinâmicos simbólicos
designam-se codificações: tratam-se das funções cont́ınuas que comutam com a translação
de sequências bi-infinitas. As codificações bijectivas, designadas por conjugações, constituem
a correspondente noção de isomorfismo. Dois sistemas dizem-se conjugados se houver entre
eles alguma conjugação. Naturalmente, os sistemas dinâmicos simbólicos classificam-se em
classes de conjugação.

Se X é um sistema dinâmico simbólico de AZ então o conjunto L(X ) das palavras sobre
A que aparecem em algum dos elementos de X é uma linguagem factorial prolongável. De
facto, a correspondência X 7→ L(X ) é uma bijecção entre o conjunto dos sistemas dinâmicos
simbólicos de AZ e o conjunto das linguagens factoriais prolongáveis não vazias de A+. Logo
a Dinâmica Simbólica pode ser considerada como uma área da teoria das linguagens.

Distinguem-se duas tendências quanto ao tipo de sistemas simbólicos estudados. A pri-
meira tendência refere-se aos sistemas minimais que, tal como o nome indica, são os sistemas
simbólicos que não contêm outros sistemas simbólicos. Traduzindo para o universo das lin-
guagens, mostra-se facilmente que X é minimal se e só se a linguagem L(X ) é uniformemente
recorrente, isto é, se e só se qualquer elemento u de L(X ) é factor de qualquer elemento de
L(X ) de comprimento maior do que um inteiro Nu dependente unicamente de u.

A segunda tendência radica-se nos sistemas de tipo finito. O sistema X diz-se de tipo
finito se L(X ) = A+ \ A∗WA∗ para algum subconjunto finito W de A+. Esta classe de
sistemas revelou-se importante desde o ińıcio da história da Dinâmica Simbólica. Nos anos
1970, R. Williams [Wil73] deu um grande impulso ao problema da classificação dos sistemas
de tipo finito ao traduzi-lo como um problema de álgebra linear sobre matrizes de inteiros
não negativos. É com base nesta tradução que desde então tem sido atacado o problema da
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decidibilidade da relação de conjugação entre sistemas de tipo finito. Este dif́ıcil problema
teórico, talvez o mais célebre da área, permanece por resolver, não obstante a investigação
de grande qualidade que tem sido feita à volta dele [KR92, KR99, Boy00].

A classe dos sistemas sóficos foi introduzida em 1973 por Weiss [Wei73], o qual a definiu
como sendo a menor classe de sistemas dinâmicos simbólicos que contém as imagens dos
sistemas de tipo finito por uma codificação. O problema da classificação das classes de
conjugação dos sistemas sóficos também tem sido fundamentalmente estudado no universo
das matrizes, desta feita simbólicas. Os paralelismos com os sistemas de tipo finito são
habituais.

Um sistema simbólico X é sófico se e só se L(X ) é racional. Este facto remete-nos para
a teoria combinatória das linguagens racionais, e deste modo para a teoria dos autómatos
finitos e dos semigrupos finitos.

É natural que o semigrupo sintáctico de L(X ) desempenhe um papel no estudo de um
sistema dinâmico simbólico X , especialmente quando esse semigrupo é finito, ou seja, quando
X é sófico. Em [Bea85] o semigrupo sintáctico é utilizado para construir e deduzir proprie-
dades sobre o grafo etiquetado minimal que reconhece L(X ) quando X é um sistema sófico
irredut́ıvel. Algo de semelhante é feito em [Jon96c, Jon98] para certas classes de sistemas
sóficos que generalizam propriedades dos sistemas sóficos irredut́ıveis. Várias classes de sis-
temas sóficos são caracterizadas em [BH86, Jon96c, Jon98, BFP06, BFP05] por propriedades
algébricas do semigrupo sintáctico da linguagem desses sistemas.

Uma forma bem estabelecida de classificação das linguagens racionais consiste em agrupá-
-las em variedades de linguagens racionais. Por outro lado, os semigrupos finitos não se
classificam a menos de isomorfismo, porque num certo sentido existem demasiados semi-
grupos para que tal seja exeqúıvel [SYT94]. Antes classificam-se em pseudovariedades,
que são classes de semigrupos finitos que contêm os subsemigrupos, imagens homomorfas
e produtos directos finitos dos seus elementos. O célebre Teorema da Correspondência de
Eilenberg [Eil76] consiste na descrição de uma bijecção natural entre as pseudovariedades
de semigrupos finitos e as variedades de linguagens racionais: a cada pseudovariedade V

corresponde a variedade das linguagens racionais cujo semigrupo sintáctico pertence a V. O
Teorema de Eilenberg, nomeadamente certas particularizações que em parte historicamente
o precederam (como a descrição das linguagens +-livres por Schützenberger) forneceram
desde os anos 1960/1970 uma das mais fortes motivações para o estudo de pseudovariedades
de semigrupos.

As pseudovariedades de semigrupos e de outras álgebras, como por exemplo grupos,
monóides ou anéis, constituem uma adaptação para o universo das estruturas finitas do
conceito de variedade de álgebras, o qual é um dos principais temas abordados em Álgebra
Universal [BS81]. Naturalmente tentou-se desde logo transpor para o universo das pseudo-
variedades certas caracteŕısticas das variedades de álgebras. A dificuldade mais evidente que
teve que ser superada é que enquanto que as variedades de álgebras contêm objectos livres,
tal em geral não acontece com as pseudovariedades. A forma de contornar este obstáculo
consistiu num alargamento do universo a considerar: se em vez dos semigrupos de uma
pseudovariedade V considerarmos os limites projectivos dos membros de V, munidos da to-
pologia discreta, obtemos uma classe de semigrupos topológicos — denominados semigrupos
pró-V, ou profinitos no caso da pseudovariedades S de todos os semigrupos finitos — que
contém objectos livres. O semigrupo pró-V livre ΩAV é o limite projectivo de todos os
semigrupos de V gerados por A (ou mais precisamente, por uma função de domı́nio A). A
classe dos semigrupos pró-V não é grande demais, na medida em que um semigrupo finito
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gerado por A pertence a V se e só se é uma imagem homomorfa cont́ınua de ΩAV. Conforme
é afirmado na introdução de [AV06], pode-se dizer que em ΩAV ficam codificadas todas as
propriedades algébrico-combinatórias gerais dos elementos de V. Portanto existem fortes
motivações para o conhecimento das propriedades dos semigrupos profinitos relativamente
livres (isto é, semigrupos da forma ΩAV, para alguns A e V). Efectivamente, a maior parte
dos avanços nos últimos 25 anos na teoria dos semigrupos finitos fez-se através do estudo
de semigrupos profinitos relativamente livres, frequentemente a par com a ideia seminal de
Tilson [Til87] de considerar categorias e semigrupóides como generalizações de monóides e
de semigrupos.

O interesse sistemático pela exploração de elos entre a dinâmica simbólica e os semigrupos
profinitos deve-se a Almeida e encontra a sua motivação primordial em [Alm02b], embora a
dinâmica simbólica já tivesse pontualmente contribúıdo para a investigação sobre semigrupos
profinitos: em [AA87] (ver [Alm95, Capitulo 12]) deduziram-se propriedades do semigrupo
profinito livre localmente semi-reticulado com a ajuda da sequência de Prouhet-Thuë-Morse.
Mais tarde J. C. Costa [Cos02] recorreu às substituições Sturmianas para deduzir mais propri-
edades sobre esse semigrupo. Em [Alm02b] estudam-se propriedades de pseudovariedades de
semigrupos recorrendo-se a pseudopalavras definidas através da iteração de endomorfismos
cont́ınuos de semigrupos profinitos livres. O estudo da dinâmica desses endomorfismos
— os quais em [Alm02b] surgem sob uma outra forma, a que se deu a designação de
operadores impĺıcitos — é retomado em [Alm02a, AV06, Alm05a]. Desse estudo resultou
um conhecimento acrescido da estrutura do semigrupo profinito (absolutamente) livre. De
uma parte desse conhecimento obteve-se em [AV06] um método para descrever, a partir
de uma base de pseudoidentidades de uma pseudovaridade de grupos H, uma base de
pseudoidentidades da pseudovariedade H dos semigrupos cujos subgrupos pertencem a H.
Também em [AV06], a definição de entropia que normalmente se faz em Dinâmica Simbólica
foi pela primeira vez adaptada aos elementos do semigrupo profinito livre, com resultados
impressivos. Uma parte destes resultados já havia sido demonstrada em [AV03], com o
recurso a métodos substancialmente diferentes, que áı se revelaram de menor alcance.

Nos artigos [Alm02b, Alm02a, AV06], a que já fizemos referência, os sistemas dinâmicos es-
tudados são o fecho das órbitas de operadores impĺıcitos. A tese de Mestrado do autor [Cos03]
é dedicada ao estudo de alguns desses sistemas. Prosseguindo numa outra direcção, Almeida
iniciou a investigação sobre como se poderá dos sistemas dinâmicos simbólicos propriamente
ditos extrair informação sobre os semigrupos profinitos livres. A ideia-chave consiste em
considerar o fecho topológico de L(X ) em ΩAS. Nesse fecho topológico, toda a informação
sobre o sistema dinâmico reside nas pseudopalavras infinitas. Esta ideia é um dos principais
fios condutores da investigação original que se encontra presente neste trabalho.

Almeida concentrou a sua atenção em [Alm05a] nos sistemas minimais. Aı́ foi demonstrado
que se X é um sistema minimal de AZ então os elementos de L(X ) \ A+ estão contidos numa
mesma J -classe J(X ), e que a correspondência X 7→ J(X ) é uma bijecção entre os sistemas
minimais e o conjunto das J -classes regulares maximais de ΩAS. Mais geralmente, Almeida
constatou que se X é um sistema simbólico irredut́ıvel então os elementos J -minimais de
L(X ) estão contidos numa mesma J -classe regular J(X ). Coloca-se naturalmente a questão
de se saber, dado um sistema simbólico irredut́ıvel X , qual é o subgrupo maximal G(X )
de J(X ). Em [Alm05a] foi posśıvel dar uma resposta a esta questão para várias classes
de sistemas minimais. Para o efeito, em [Alm05a] consideraram-se os sistemas minimais
definidos por endomorfismos deA+, os quais também podem ser designados por substituições.
Explorando as propriedades combinatórias de um tal endomorfismo e transpondo-as para a
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sua extensão cont́ınua a ΩAS, foi posśıvel calcular G(X ) quando X é definido por uma
substituição (fracamente) primitiva. Por exemplo, se a substituição é Sturmiana então G(X )
é isomorfo ao grupo profinito livre gerado por dois elementos.

A questão que em seguida se coloca com naturalidade é a de saber se a classe de isomor-
fismo do grupo compacto G(X ) é um invariante de conjugação de X . Almeida anunciou
em [Alm05b, Secção 9] que G(X ) é efectivamente um invariante de conjugação, mas sem
demonstração. Numa comunicação pessoal, Almeida expôs ao autor os argumentos que
justificaram essa afirmação, os quais consistiam na consideração do semigrupóide profinito
livre gerado pelo grafo profinito das órbitas de um sistema dinâmico simbólico. Contudo
o autor detectou nesses argumentos uma falha comprometedora, que surgiu da assumpção
incorrecta de que o semigrupóide livre gerado por um grafo profinito é sempre denso no
correspondente semigrupóide profinito livre. Isto é verdade para grafos com um número finito
de vértices, mas no Caṕıtulo 4 veremos um exemplo em que tal não acontece relativamente
ao grafo das órbitas de um certo sistema sófico. A mencionada falha pôs mesmo em causa a
própria noção — introduzida em [AW98] — de semigrupóide profinito livre gerado por um
grafo profinito com um número infinito de vértices. Num esforço conjunto plasmado nos
Caṕıtulos 4 e 5, Almeida e o autor superaram estas dificuldades, tendo obtido uma definição
satisfatória de semigrupóide profinito livre gerado por um grafo profinito, e reaproveitaram
os métodos iniciais de Almeida para fazerem uma demonstração de que G(X ) é um invariante
de conjugação.

Mas já em [Cos06], enquanto os mencionados problemas sobre semigrupóides profinitos
livres estavam por resolver, o autor havia entretanto demonstrado que G(X ) é um invariante
de conjugação utilizando um outro método. De facto, foi mesmo demonstrada a existência
de um invariante de conjugação mais geral: trata-se do conjunto parcialmente ordenado
etiquetado das J -classes de elementos de L(X ) que estão simultaneamente R-abaixo e L-
abaixo de pseudopalavras não vazias idempotentes, etiquetado em cada uma dessas J -classes
pelo respectivo grupo de Schützenberger. Este assunto é um dos temas do Caṕıtulo 3 desta
tese. O método utilizado surgiu da consideração dos chamados morfismos de sobreposição,
ou morfismos sequenciais, conforme são apresentados em [Alm95, Secção 10.6]. É natural
que tais morfismos sejam considerados, pois eles actuam nas palavras finitas do mesmo modo
como as codificações actuam nas sequências bi-infinitas.

A dedução do resultado que descrevemos no parágrafo anterior foi em grande parte
motivada por um resultado análogo de Béal, Fiorenzi e Perrin sobre o semigrupo sintác-
tico de L(X ) quando X é um sistema simbólico sófico [BFP06]. O conjunto parcialmente
ordenado considerado em [BFP06] é constitúıdo apenas por J -classes regulares do semigrupo
sintáctico. O autor melhorou em [Cos06] este invariante de conjugação de sistemas sóficos,
ao considerar todas as J -classes do semigrupo sintáctico constitúıdas por elementos que
estão simultaneamente R-abaixo e L-abaixo de idempotentes; esta parte do artigo [Cos06]
é recapitulada e melhorada no Caṕıtulo 6 desta tese. Não obstante a semelhança de resul-
tados, os métodos aplicados em [BFP06] e em [Cos06] foram substancialmente diferentes.
Em [BFP06] foi aplicada a perspectiva segundo a qual um sistema sófico pode ser encarado
como uma matriz simbólica. Os métodos aplicados em [Cos06], consistem na aplicação das
ferramentas desenvolvidas para deduzir o invariante geral descrito no parágrafo anterior,
relacionado com a estrutura do semigrupo profinito livre.

Esta monografia encontra-se dividida em três partes. A primeira parte é dedicada às
definições e resultados que são preliminares das contribuições originais principais. Este
preliminares encontram-se organizados em dois caṕıtulos. O primeiro situa-se no âmbito da
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teoria de semigrupos, autómatos e linguagens. No segundo caṕıtulo são abordados aspectos
gerais da Dinâmica Simbólica. A longa extensão desta parte deve-se ao facto de nos vermos
obrigados a lidar com duas áreas de investigação, e de ser curto o historial das interacções
entre elas, pelo que não é de esperar que em geral um leitor familiarizado com uma dessas
áreas esteja familiarizado com muitos aspectos da outra.

A segunda parte é constitúıda pelos Caṕıtulos 3 a 5. Os Caṕıtulos 4 e 5 e uma porção do
Caṕıtulo 3 foram obtidos em colaboração com Almeida. Esta segunda parte é dedicada
à investigação de ligações entre propriedades dos semigrupos e semigrupóides profinitos
relativamente livres e propriedades dos sistemas dinâmicas simbólicos. No Caṕıtulo 3 são
deduzidas várias propriedades do fecho topológico em ΩAV de uma linguagem factorial e/ou
prolongável de A+. Estudamos o efeito que tem sobre esse fecho a aplicação dos morfismos
de sobreposição definidos por codificações, deduzindo desse modo invariantes algébrico-
topológicos de conjugação relacionados com a estrutura de ΩAV. No Caṕıtulo 4, fazemos uma
recapitulação cŕıtica do conceito de semigrupóide profinito relativamente livre gerado por um
grafo profinito, guiados pelo caso dos grafos das órbitas dos sistemas dinâmicos simbólicos.
Os semigrupóides profinitos relativamente livres gerados por tais grafos tornam-se o tema
principal no Caṕıtulo 5.

Na terceira parte, constitúıda pelos Caṕıtulos 6 e 7, são apresentados resultados originais
sobre propriedades algébricas do semigrupo sintáctico da linguagem dos factores de um
sistema dinâmico simbólico. O conteúdo do Caṕıtulo 7 foi obtido em parte em colaboração
com L. Chaubard [CC06]. Essa colaboração resultou da convergência entre o artigo [Cos07]
e a tese de Mestrado [Cha03].

Em complemento, existem três caṕıtulos em apêndice.
Vamos agora indicar algumas referências bibliográficas que sirvam de apoio principal para

a leitura desta tese. Sobre dinâmica simbólica, indicamos [LM96], e de forma comple-
mentar [Béa93]. Para os resultados conhecidos sobre semigrupos, autómatos e linguagens,
baseamo-nos em [Lal79, Pin86, Alm95], o texto introdutório [Alm05b] sobre semigrupos
profinitos, e ainda [CHK83] para resultados sobre semigrupos compactos.
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Parte I

Preliminares
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Caṕıtulo 1

Semigrupos, autómatos e

linguagens

1.1 Semigrupos

Um semigrupo é um conjunto não vazio munido de uma operação binária associativa. Em
geral adoptaremos uma notação multiplicativa para a operação de semigrupo: isto é, essa
operação será denotada por ·, e poderemos escrever st no lugar de s · t, e sn para designar o
produto ss · · · s de n cópias de s, onde n é um inteiro positivo. Pela mesma ordem de ideias,
a operação de semigrupo também será frequentemente designada por multiplicação.

Um idempotente de um semigrupo S é um elemento e de S tal que e2 = e. Por exemplo,
seja U o semigrupo constitúıdo pelos inteiros 0 e 1 com a multiplicação usual: todos os
elementos de U são idempotentes.

Um elemento 1M de um semigrupo M diz-se um elemento neutro se m · 1M = 1M ·m = m
para qualquer m ∈M . Num semigrupo existe no máximo um elemento neutro. Um monóide
é um semigrupo com um elemento neutro. Por exemplo, U é um monóide: o seu elemento
neutro é 1. Se s é um elemento de um monóide M então s0 denota o elemento neutro de M .

Seja S um semigrupo. Denotamos por S1 o semigrupo definido do seguinte modo: se S é
um monóide então S1 = S; se S não é um monóide então consideramos um elemento denotado
por 1 que não pertence a S e definimos S1 como sendo S ∪{1} munido da multiplicação que
estende a multiplicação de S e que tem 1 como elemento neutro.

A noção de grupo é bastante mais familiar, e assumimos que o leitor está familiarizado
com os conceitos elementares relacionados. Note-se que um grupo é um semigrupo.

Um semigrupo S diz-se comutativo se st = ts para quaisquer s, t ∈ S. Um semi-reticulado
é um semigrupo comutativo em que todos os elementos são idempotentes. O semigrupo
U = {0, 1} é um semi-reticulado. Dado um conjunto A, o conjunto dos subconjuntos de A
é denotado por P(A). Munindo P(A) da operação binária de união obtemos um monóide,
cujo elemento neutro é o conjunto vazio. O monóide P(A) é um semi-reticulado.

Sejam X e Y subconjuntos de um semigrupo S. O seu produto é o conjunto XY =
{xy |x, y ∈ S}. O conjunto dos subconjuntos de S é um semigrupo para esta operação. Não
havendo lugar a ambiguidade, se s é um elemento de S então escrevemos Xs no lugar de
X{s}.

Dado um semigrupo S, um subconjunto não vazio T de S fechado para a multiplicação
de S é um semigrupo para a restrição a T da operação definida em S. Dizemos que T é um
subsemigrupo de S.
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Seja X um subconjunto não vazio de um semigrupo S. Consideremos o conjunto

〈X〉 =
⋃

n≥1

Xn.

Então 〈X〉 é um subsemigrupo de S, e é a intersecção de todos os subsemigrupos de S que
contêm X; por isso dizemos que 〈X〉 é o subsemigrupo de S gerado por X. Se A 6= ∅ então
o conjunto P ′(A) = P(A) \ {∅} é um subsemigrupo de P(A), e se A é finito então P ′(A) é
gerado pelo conjunto {{x} |x ∈ A}.

Um subgrupo de um semigrupo é um subsemigrupo cuja multiplicação faz dele um grupo.
A noção usual de subgrupo de um grupo é consistente com esta noção. Por outro lado,
o monóide U tem {0} como subsemigrupo, mas os elementos neutros de U e de {0} são
distintos. Dáı que, para não haver ambiguidade, só falamos de submonóides de monóides:
um submonóide de um monóide M é um subsemigrupo de M que contém o elemento neutro
de M .

Um ideal de um semigrupo S é um subconjunto não vazio I de S tal que S1IS1 = I. Um
ideal de S é em particular um subsemigrupo de S. A intersecção não vazia de ideais é um
ideal. Em particular, a intersecção KS de todos os ideais de S é um ideal de S, se KS 6= ∅.
Dizemos que KS é o ideal mı́nimo de S, se KS 6= ∅. Todos os semigrupos finitos têm um
ideal mı́nimo mas, por exemplo, o semigrupo aditivo dos inteiros positivos não tem um ideal
mı́nimo.

Dada uma famı́lia não vazia (Si)i∈I de semigrupos (respectivamente, monóides, grupos),
o produto Cartesiano S =

∏
i∈I Si é um semigrupo (respectivamente, monóide, grupo) para

a operação definida naturalmente componente a componente. Dizemos que S é o produto
directo da famı́lia (Si)i∈I . Em particular, dado um conjunto não vazio A e um semigrupo S,
o conjunto SA das funções de A em S é desta forma um semigrupo. Dizemos que SA é uma
potência de S.

Um homomorfismo de semigrupos de um semigrupo S num semigrupo T é uma função
ϕ : S → T tal que ϕ(st) = ϕ(s)ϕ(t). Se U é um subsemigrupo de S então ϕ(U) é um
subsemigrupo de T ; se V é um subsemigrupo de T e se ϕ−1(V ) 6= ∅ então ϕ−1(V ) é um
subsemigrupo de S. A imagem R de S por ϕ é um subsemigrupo de T . Dizemos que
R é uma imagem homomorfa de S. Se S é um monóide com elemento neutro 1S então
R é um monóide com elemento neutro ϕ(1S). No entanto ϕ(1S) pode não ser elemento
neutro de T . Torna-se por isso conveniente a seguinte definição: um homomorfismo de
monóides de um monóide S num monóide T , com elementos neutros 1S e 1T respectivamente,
é um homomorfismo de semigrupos ϕ : S → T tal que ϕ(1S) = ϕ(1T ). Enquanto que
um homomorfismo de semigrupos entre dois monóides pode não ser um homomorfismo de
monóides, um homomorfismo de semigrupos entre dois grupos é um homomorfismo de grupos
no sentido usual.

Se ϕ é um homomorfismo bijectivo então ϕ−1 também é um homomorfismo. Um homo-
morfismo bijectivo é designado por isomorfismo. Dois semigrupos dizem-se isomorfos se
existir um isomorfismo entre eles. Um endomorfismo é um homomorfismo de um semigrupo
nele próprio.

Seja ϕ : S → T um homomorfismo de semigrupos tal que S não é um monóide. Con-
vencionamos que o homomorfismo S1 → T 1 que estende ϕ e que envia 1 em 1 também seja
denotado por ϕ.

Dizemos que um semigrupo S divide um semigrupo T se S é uma imagem homomorfa de
um subsemigrupo de T . Também dizemos que S é um divisor de T . Não é dif́ıcil mostrar
que a divisão de semigrupos é uma relação transitiva.
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Proposição 1.1 (Folklore). Qualquer semi-reticulado (finito) é um divisor de uma potência
(finita) de U .

1.1.1 Semigrupos livres

Seja A um conjunto não vazio, designado por alfabeto. Dado um inteiro positivo n, uma
sequência de n elementos a1, a2, . . . , an−1, an de A é denotada por a1a2 . . . an−1an. O con-
junto das sequências finitas não vazias de elementos de A é denotado por A+. Os elementos de
A+ são designados por palavras sobre A. O comprimento da palavra a1 . . . an é o inteiro n.
As sequências de comprimento 1 chamam-se letras e identificam-se com os elementos do
conjunto A, o qual deste modo é considerado um subconjunto de A+. A palavra vazia é a
sequência vazia, denotada por 1, e o conjunto A∗ designa a união A+ ∪{1}. O comprimento
de 1 é zero. O comprimento de uma palavra w é denotado por |w|. Também usaremos a
notação |X| para designar o cardinal de um conjunto X.

O conjunto A+ é um semigrupo para a operação de concatenação de palavras: se u =
a1 . . . an e v = b1 . . . bm são palavras de comprimento n e m respectivamente (ai, bj ∈ A)
então a concatenação de u com v é a palavra uv = a1 . . . anb1 . . . bm, de comprimento n+m.

Se ϕ : A→ S é uma função e S é um semigrupo, então existe um único homomorfismo de
semigrupos ϕ+ entre A+ e S, dado pela regra ϕ+(a1 · · · an) = ϕ(a1) · · ·ϕ(an), onde ai ∈ A.
Esta propriedade justifica a designação de A+ como o semigrupo livre gerado por A.

Do mesmo modo, A∗ é um monóide para a operação de concatenação, e para toda a função
ϕ : A→M em que M é um monóide existe um único homomorfismo de monóides ϕ∗ entre
A∗ e M , razão pela qual A∗ é designado por monóide livre gerado por A.

O termo linguagem de A+ é uma outra forma de nos referirmos a um subconjunto de
A+. Se L é uma linguagem não vazia de A+ então 〈L〉 é geralmente denotado por L+.
Habitualmente também se considera ∅+ como sendo ∅. Os subconjuntos de A∗ também se
designam linguagens1, e L∗ denota o submonóide de A∗ gerado por L.

A linguagem das palavras de comprimento n é An. Por conveniência, a linguagem das
palavras de comprimento menor do que (respectivamente, menor ou igual a) n será denotada
por A<n (respectivamente, A≤n).

1.1.2 Semigrupos topológicos

Ao longo desta monografia, estudaremos várias estruturas topológicas. No que diz respeito
a resultados puramente topológicos, apenas necessitaremos de um punhado de definições
e resultados familiares que se encontram na maioria dos livros de Topologia Geral. De
entre tais livros, escolhemos [Eng89] e [Wil70] como referências complementares. Tal como
em [Eng89] (mas ao contrário de [Wil70]), decidimos que por definição um espaço compacto
tem que ser Hausdorff.

Um semigrupo topológico (compacto) é um semigrupo munido de uma topologia Hausdorff
(compacta) para a qual a multiplicação é cont́ınua.

Dois semigrupos topológicos dizem-se isomorfos se entre eles existir um isomorfismo de
semigrupos que também é um homeomorfismo de espaços topológicos. Um tal isomorfismo
também poderá ser mencionado como sendo um isomorfismo de semigrupos topológicos.

Um grupo topológico (compacto) é um grupo munido de uma topologia Hausdorff (com-
pacta) para a qual a multiplicação e a função de inversão x 7→ x−1 são cont́ınuas. Num

1Na literatura, quando há necessidade de distinção, os subconjuntos de semigrupos livres designam-se
+-linguagens, e os de monóides livres designam-se ∗-linguagens.
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grupo que é um semigrupo compacto, a função de inversão é cont́ınua, ou seja, um grupo é
um semigrupo compacto se e só se é um grupo compacto [CHK83, Teorema 1.13].

Estamos a seguir [CHK83] quando exigimos que a topologia que define o semigrupo
topológico seja Hausdorff, tal como em [Wil70, Exerćıcio 13G] se exige o mesmo para os
grupos topológicos. Essa exigência não é feita em [Alm05b]. O custo da restrição ao universo
das topologias Hausdorff é compensado por um maior espaço de manobra, que resulta por
exemplo do facto de que os conjuntos com um único elemento são fechados num espaço
Hausdorff, ou de que num espaço Hausdorff uma rede convergente tem um único limite. Seja
como for, ao longo deste trabalho estaremos quase exclusivamente interessados em espaços
compactos.

Os semigrupos finitos serão considerados como sendo semigrupos compactos (para a to-
pologia discreta, evidentemente). Dado um semigrupo topológico S, no caso de S não ser
monóide vamos atribuir ao monóide S1 a topologia que resulta da adição do ponto isolado 1
à topologia de S. Com esta topologia S1 é um semigrupo topológico.

Se I é um ideal de um semigrupo topológico então S1IS1 = S1IS1 = I. Portanto I
também é um ideal. O ideal mı́nimo de um semigrupo topológico (se existir) é um ideal
fechado.

Teorema 1.2 ([CHK83, Teorema 1.29]). Se S é um semigrupo compacto então S tem um
ideal mı́nimo.

Dado um semigrupo topológico S e um subconjunto não vazio X de S, o conjunto 〈X〉
é um subsemigrupo de S, designado por subsemigrupo fechado de S gerado por X. Um
semigrupo topológico S diz-se monogénico se existir s ∈ S tal que S = 〈s〉. Um semigrupo
topológico monogénico é comutativo.

Teorema 1.3 ([CHK83, Teorema 3.5]). Se S é um semigrupo compacto monogénico então o
seu ideal mı́nimo K é um grupo compacto monogénico, e qualquer subgrupo de S está contido
em S. O conjunto dos pontos isolados de S é S \K.

De acordo com o Teorema 1.3, se s é um elemento de um semigrupo compacto S então
〈s〉 contém um único idempotente, o qual será denotado por sω. Podemos definir um
pseudo-inverso de s do seguinte modo: sω−1 é o único elemento do ideal mı́nimo de 〈s〉
tal que s · sω−1 = sω. A operação x 7→ xω−1 é cont́ınua. Note-se que se S é um grupo
compacto então s−1 = sω−1.

1.1.3 Semigrupos quocientes

Dada uma relação de equivalência R num conjunto X, a classe de equivalência de um
elemento x de X módulo R é denotada por [x]R, e o quociente de X por R é denotado
por X/R.

O núcleo de uma função f : P → Q é o conjunto Ker f = {(x, y) ∈ P × P : f(x) = f(y)}.
Uma congruência sobre um semigrupo S é uma relação de equivalência θ em S tal que, para
quaisquer u, v ∈ S e a, b ∈ S1, se u θ v então aub θ avb. Se θ é uma congruência então o
quociente S/θ fica naturalmente munido de uma estrutura de semigrupo. A função

qθ : S → S/θ
s 7→ [s]θ

26



é um homomorfismo sobrejectivo de semigrupos, e o seu núcleo é θ. Se ϕ : S → T é um
homomorfismo de semigrupos então Kerϕ é uma congruência sobre S e a função

S/Kerϕ → Imϕ
[s]Kerϕ 7→ ϕ(s)

(1.1)

está bem definida e é um isomorfismo de semigrupos. Se θ e ρ são congruências sobre o
semigrupo S tais que θ ⊆ ρ então a função

qθ,ρ : S/θ → S/ρ
[s]θ 7→ [s]ρ

(1.2)

está bem definida e é um homomorfismo sobrejectivo.
Vejamos de que forma as noções sobre semigrupos quocientes se enquadram no contexto

dos semigrupos topológicos. Recordemos que, dado um espaço topológico X e uma função
sobrejectiva f : X → Y , a topologia quociente de Y induzida por f é a maior topologia sobre
Y para a qual a função f é cont́ınua. A topologia quociente de X/R é a topologia quociente
induzida pela função quociente X → X/R.

Proposição 1.4 ([Wil70, Exerćıcio 17N.2]). Se X é um espaço compacto então o espaço
quociente X/R é compacto se e só se R é um fechado de X ×X.

Diremos que uma relação de equivalência R definida num espaço topológico X é fechada2

se R for um fechado de X ×X. O próximo teorema demonstra-se facilmente com o aux́ılio
da Proposição 1.4.

Teorema 1.5 ([CHK83, Teorema 1.54]). Se θ é um congruência fechada de um semigrupo
compacto S então S/θ é um semigrupo compacto.

Se f : X → Y é uma função cont́ınua sobrejectiva entre espaços compactos então a
topologia de Y coincide com a topologia quociente de Y induzida por f (pelo Teorema 9.2
de [Wil70] e de acordo com o comentário que se segue ao Teorema 17.7 do mesmo livro).

Teorema 1.6 ([Wil70, Teorema 9.4]). Suponhamos que f : X → Y é uma função cont́ınua
sobrejectiva entre dois espaços compactos X e Y . Seja Z um espaço topológico. Então uma
função g : Y → Z é cont́ınua se e só se g ◦ f : X → Z é cont́ınua.

X
f

//

g◦f
  @

@@
@@

@@
Y

g
��~~

~~
~~

~

Z

O Teorema 1.6 é uma ferramenta muito útil para lidarmos com espaços quocientes. Graças
ao Teorema 1.6 é imediato que os homomorfismos (1.1) e (1.2) são cont́ınuos se S e T são
semigrupos compactos.

Dado um ideal I de um semigrupo S, consideremos a seguinte relação ρI entre elementos
de S:

s ρI t⇔ (s = t ou s, t ∈ I).

A relação ρI é uma congruência, cujas classes consistem no ideal I e nos conjuntos singulares
constitúıdos por elementos de S\I. A congruência ρI é a congruência de Rees definida por I.
O semigrupo quociente S/ρI é habitualmente denotado por S/I e designado por quociente
de Rees de S por I.

2Esta definição de relação de equivalência fechada é a utilizada em [CHK83], mas não é a mesma de [Eng89]
(veja-se Exerćıcio 2.4.C de [Eng89]).

27



1.1.4 Limites projectivos

Um conjunto I munido de uma ordem parcial ≤ diz-se dirigido se para quaisquer i, j ∈ I
existe k ∈ I tal que i ≤ k e j ≤ k. Um sistema dirigido de funções indexado pelo conjunto
dirigido I é uma famı́lia não vazia de funções

F = {ϕj,i : Xj → Xi | i, j ∈ I, i ≤ j},

tais que

• ∀i, j, k ∈ I, i ≤ j ≤ k ⇒ ϕj,i ◦ ϕk,j = ϕk,i,

• ∀i, j, k ∈ I, ϕi,i = IdXi
,

onde IdQ denota a função identidade no conjunto Q. O limite projectivo associado a F é o
conjunto

lim
←−

F = {(si)i ∈
∏
i∈I Xi | i ≤ j ⇒ ϕj,i(sj) = si}.

Se ϕi for a restrição a lim
←−

F da projecção canónica de
∏
i∈I Xi em Xi, então ϕi = ϕj,i ◦ ϕj .

Dizemos que F é um sistema dirigido sobrejectivo se os elementos de F forem funções
sobrejectivas; o respectivo limite projectivo diz-se um limite projectivo sobrejectivo.

Usualmente lim
←−

F é denotado por lim
←−i∈I Xi quando a definição completa de F está

subentendida.

Proposição 1.7 ([Eng89, Teorema 3.2.13 e Corolário 3.2.15]). Consideremos um sistema
dirigido F = {ϕj,i : Xj → Xi | i, j ∈ I, i ≤ j} de funções cont́ınuas entre espaços topológicos.
O conjunto lim←−F é fechado em

∏
i∈I Xi e as projecções ϕi : lim←−F → Xi são cont́ınuas.

Se os espaços Xi forem compactos então lim
←−

F é um espaço compacto não vazio.
Se os espaços Xi forem compactos e se o sistema F for sobrejectivo então as projecções

ϕi são sobrejectivas.

Proposição 1.8. Seja F = {ϕj,i : Xj → Xi | i, j ∈ I, i ≤ j} um sistema dirigido de funções
cont́ınuas entre espaços topológicos. Consideremos um subconjunto Y de lim

←−
F . Suponhamos

que para qualquer i ∈ I existe k ∈ I tal que i ≤ k e a projecção canónica de Y em Xk é igual
a Xk. Então Y é denso em lim←−F .

Demonstração. Seja Λ um subconjunto finito de I. Consideremos uma famı́lia BΛ = (Ui)i∈Λ

de conjuntos tais que Ui é um aberto de Xi. Denotando por ϕi a projecção canónica de
lim←−F em Xi, consideremos o seguinte conjunto:

UBΛ
=
⋂

i∈Λ

ϕ−1
i (Ui).

Os conjuntos da forma UBΛ
formam uma base de abertos da topologia de lim

←−
F . Para

mostrarmos que Y é denso em lim
←−

F , apenas precisamos mostrar que se UBΛ
6= ∅ então

UBΛ
∩ Y 6= ∅. Suponhamos pois que existe um elemento x em UBΛ

. Como I é um conjunto
dirigido, existe j ∈ I tal que i ≤ j para qualquer i ∈ Λ. Por hipótese, existe k ∈ I tal que
j ≤ k e ϕk(Y ) = Xk. Seja y ∈ Y tal que ϕk(y) = ϕk(x). Se i ≤ k então

ϕi(y) = ϕk,i(ϕk(y)) = ϕk,i(ϕk(x)) = ϕi(x).

Logo, como x ∈ UBΛ
, se i ∈ Λ então ϕi(y) ∈ Ui. Portanto y pertence a UBΛ

∩ Y .

O sistema dirigido F = {ϕj,i : Sj → Si | i, j ∈ I, i ≤ j} é um sistema dirigido de
semigrupos (topológicos) se Si for um semigrupo (topológico) e ϕj,i for um homomorfismo
(cont́ınuo), para quaisquer i, j ∈ I tais que i ≤ j. Nesse caso, se lim

←−
F for não vazio então

lim
←−

F é um semigrupo (topológico), e as projecções ϕi são homomorfismos (cont́ınuos).
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1.1.5 Semigrupos profinitos

Um semigrupo profinito é um semigrupo compacto T tal que, para qualquer par de elementos
distintos u e v de T , existe um homomorfismo cont́ınuo ϕ de T num semigrupo finito F tal
que ϕ(u) 6= ϕ(v).

Teorema 1.9 ([Alm05b, Teorema 3.1]). Um semigrupo topológico é profinito se e só se é
isomorfo a um limite projectivo de semigrupos finitos.

Um aberto-fechado de um espaço topológico é um conjunto da topologia que é simultanea-
mente aberto e fechado. Um espaço topológico diz-se zero-dimensional se for gerado por uma
base de aberto-fechados. Um espaço compacto é zero-dimensional se e só se é totalmente
desconexo [Wil70, Teorema 29.7].

Teorema 1.10 (Numakura [Num57]; [Alm05b, Teorema 3.1]). Um semigrupo compacto é
profinito se e só se é zero-dimensional.

Proposição 1.11 ([Alm05b, pág. 20]). Dado um elemento s de um semigrupo profinito,
temos sω = lim

n→+∞
sn!.

A definição de grupo profinito é inteiramente análoga à de semigrupo profinito, e os
Teoremas 1.9 e 1.10 também valem para grupos: basta substituir a palavra semigrupo por
grupo (veja-se [Num57, Alm89, CDFJ04] para outras estruturas em que ocorre o mesmo
fenómeno, e [CDFJ04] para um estudo das suas limitações). De facto, um grupo topológico
é profinito se e só se é um semigrupo profinito.

1.2 Grafos e autómatos

Um grafo G é uma estrutura (VG, EG, αG, ωG) constitúıda por dois conjuntos disjuntos VG

e EG, e por duas funções αG e ωG de EG em VG. O conjunto VG ∪EG será denotado por G,
sempre que não haja confusão entre conjunto e estrutura de grafo associada. Os elementos
de VG são os vértices (ou estados) de G, e os elementos de EG são as arestas de G. As
funções αG e ωG denominam-se funções de incidência. Dizemos que uma aresta x começa
em αG(x) e acaba em ωG(x), ou que αG(x) é a origem e ωG(x) é o término de x. O conjunto
das arestas que começam no vértice p e acabam no vértice q é denotado por G(p, q). A
notação e : p→ q serve para referir que e é uma aresta de G(p, q). Um grafo diz-se essencial
se as suas funções de incidência forem sobrejectivas.

Duas arestas x e y dizem-se consecutivas quando ωG(x) = αG(y), e dizem-se co-terminais
quando αG(x) = αG(y) e ωG(x) = ωG(y). Um caminho de G é uma sequência finita
x1x2 . . . xn de arestas consecutivas, onde n ≥ 1; o inteiro n é o comprimento do caminho.
Um descendente de um vértice p é o vértice terminal de um caminho que começa em p.

Os grafos finitos são aqueles que têm um número finito de arestas e de vértices. A forma de
representação gráfica de um grafo é bem conhecida. Na Figura 1.1 encontra-se representado
um grafo com dois vértices, numerados 1 e 2, e três arestas. Duas delas são co-terminais,
com origem em 1 e término em 2. A aresta l é um lacete, isto é, uma aresta com origem
igual ao término.

Um grafo G diz-se fortemente conexo se entre quaisquer dois vértices distintos x e y existe
um caminho de x a y; e diz-se conexo caso seja fortemente conexo o grafo G′ que se obtém
de G acrescentando uma aresta que começa em y e a acaba em x sempre que existe uma
aresta que começa em x e a acaba em y
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1 2l

Figura 1.1: Representação gráfica de um grafo.

O grafo da Figura 1.1 é conexo, mas não é fortemente conexo.
Um subgrafo de um grafo G é um grafo H tal que VH ⊆ VG, EH ⊆ EG, e αH e ωH são

restrições de αG e ωG, respectivamente. Uma componente (fortemente) conexa de um grafo
é um subgrafo (fortemente) conexo maximal. Um subgrafo H do grafo G diz-se terminal se
todos os caminhos de G que começam num vértice de H são caminhos de H.

O produto directo de uma famı́lia não vazia (Gi)i∈I de grafos é o grafo G tal que VG =∏
i∈I VGi

, EG =
∏
i∈I EGi

, e α((xi)i∈I) = (α(xi))i∈I e ω((xi)i∈I) = (ω(xi))i∈I , para qualquer
(xi)i∈I ∈ EG.

Um homomorfismo de grafos entre os grafos G e H é uma função ϕ : G → H com as
seguintes caracteŕısticas:

• ϕ(VG) ⊆ VH e ϕ(EG) ⊆ EH;

• para toda a aresta x de G temos ϕ(αG(x)) = αH(ϕ(x)) e ϕ(ωG(x)) = ωH(ϕ(x)).

Se U é um subgrafo de G então ϕ(U) é um subgrafo de H. O homomorfismo de grafos
ϕ : G→ H é

1. um isomorfismo se ϕ for uma função bijectiva (a função inversa de um isomorfismo de
grafos também é um isomorfismo);

2. um homomorfismo fiel se ϕ|G(p,q) for uma função injectiva, para quaisquer p, q ∈ VG;

3. um homomorfismo quociente se ϕ|VG
for uma bijecção entre VG e VH e se ϕ(EG) = EH;

4. um mergulho se ϕ for uma função injectiva.

Dois grafos dizem-se isomorfos se existir um isomorfismo entre eles.
O reverso de um grafo G é o grafo denotado GT com o mesmo conjunto de vértices e de

arestas de G e tal que αGT = ωG e ωGT = αG.

1 2

Figura 1.2: Reverso do grafo da Figura 1.1.

Um grafo etiquetado num alfabeto A é um par (G, λ) em que G é um grafo e λ é uma
função do conjunto das arestas de G no alfabeto A; à letra λ(x) chamamos etiqueta de x.
A etiqueta de um caminho w = x1x2 . . . xn, onde x1, . . . , xn são arestas consecutivas, é a
palavra λ(x1)λ(x2) · · · λ(xn), a qual também é denotada por λ(w). O contexto direito de
um estado é o conjunto das etiquetas dos caminhos que começam nesse estado. No grafo
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b

a

Figura 1.3: Grafo da Figura 1.1 etiquetado com as letras a e b.

etiquetado da Figura 1.3, a etiqueta do lacete l é a, e a etiqueta do caminho lll é a3. O
contexto direito de 1 é a+ ∪ a∗b, e o de 2 é ∅.

Um grafo etiquetado sobre o alfabeto A diz-se:

• fiel se arestas co-terminais distintas tiverem etiquetas distintas;

• resolvente se arestas distintas com a mesma origem têm etiquetas distintas;

• fechante se existe um inteiro positivo n tal que se dois caminhos x1 . . . xn e y1 . . . yn
têm a mesma origem e a mesma etiqueta, então x1 = y1;

• completo se para qualquer estado p e para qualquer letra a de A existir uma aresta
etiquetada a com origem em p;

• reduzido se estados distintos têm contextos direitos distintos.

Podemos ainda considerar as noções duais de contexto esquerdo de um estado, grafo
etiquetado co-resolvente, co-fechante, co-completo e co-reduzido. Um grafo etiquetado diz-se
bi-resolvente se for resolvente e co-resolvente, e bi-fechante se for fechante e co-fechante.
Em [Béa93] são mencionados algoritmos para decidir se um grafo etiquetado finito é fechante
ou não, ou se é co-fechante ou não. Por exemplo, um grafo etiquetado finito é co-fechante
se e só se não existem nele caminhos etiquetados de acordo com a disposição da Figura 1.4.
Note-se que, como o grafo é finito, o comprimento dos caminhos que surgem na Figura 1.4
pode ser limitado pelo inteiro n2 + 1 onde n é o número de vértices do grafo.

p u //

z

��
r quoo

z

��
p, q, r estados, p 6= q, u, z ∈ A+.

Figura 1.4: Subgrafo etiquetado presente em grafos etiquetados finitos que não são co-
fechantes, e apenas nesses.

Um autómato sobre o alfabeto A é uma estrutura A = (G, λ, I, F ) em que (G, λ) é um grafo
etiquetado sobre A, e I e F são subconjuntos de VG. Os elementos de I são os estados iniciais
do autómato, e os de F são os estados finais. A linguagem reconhecida por um autómato é o
conjunto das etiquetas dos caminhos que começam num estado inicial e acabam num estado
final.

Um homomorfismo entre dois grafos etiquetados (G1, λ1) e (G2, λ2) é um homomorfismo
ϕ entre os grafos G1 e G2 tal que λ2 ◦ ϕ = λ1. Um homomorfismo entre dois autómatos
(G1, λ1, I1, F1) e (G2, λ2, I2, F2) é um homomorfismo ϕ entre os grafos etiquetados (G1, λ1)
e (G2, λ2) tal que ϕ(I1) ⊆ ϕ(I2) e ϕ(F1) ⊆ ϕ(F2). Também temos naturalmente as
correspondentes noções de isomorfismo.

Em geral estaremos interessados no grafo etiquetado (G, λ) como sendo um dispositivo de
reconhecimento de linguagens, encarando-o como um autómato em que todos os estados são
iniciais e finais. Deste modo, o autómato (G, λ, VG, VG) será identificado com (G, λ).
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1.3 Reconhecimento de linguagens

Dado um autómato A = (G, λ, I, F ) sobre o alfabeto A, para cada w ∈ A+ seja τ(w) o
conjunto dos pares (p, q) de vértices de G para os quais existe um caminho em G entre
p e q etiquetado w. O conjunto T = {τ(w) |w ∈ A+} é um subsemigrupo do semigrupo
(para a operação de composição) das relações binárias entre vértices de G. O semigrupo T
é designado por semigrupo de transição de A. A função τ : A+ → T é um homomorfismo de
semigrupos, designado por homomorfismo de transição de A. Reparemos que A é resolvente
se e só se τ é uma função parcial; nesse caso é habitual usar-se as notações p · τ(u) = q ou
p · u = q para representar o facto de que q é a imagem de p por τ(u).

Se L for a linguagem reconhecida por A então

L = {w | τ(w) ∩ I × F 6= ∅} = τ−1τ(L). (1.3)

Dizemos que uma linguagem L de A+ é reconhecida por um semigrupo S se existir um
homomorfismo ϕ : A+ → S tal que L = ϕϕ−1(L). A equação (1.3) justifica a implicação
directa do próximo teorema.

Teorema 1.12 (Myhill [Myh57]). Seja A um alfabeto finito. Uma linguagem de A+ é
reconhecida por um autómato finito se e só se é reconhecida por um semigrupo finito.

Uma linguagem diz-se reconhećıvel se puder ser reconhecida por um autómato finito.
Uma linguagem racional de A+ é uma linguagem que pode ser obtida dos subconjuntos

de A usando um número finito de vezes as seguintes operações:

• União binária de linguagens: (L,K) 7→ L ∪K.

• Concatenação de linguagens: (L,K) 7→ LK.

• Operação mais numa linguagem: L 7→ L+.

Teorema 1.13 (Kleene [Kle56]). Seja A um alfabeto finito. Uma linguagem de A+ é
reconhećıvel se e só se for racional.

Um autómato determińıstico (respectivamente co-determińıstico) é um autómato resol-
vente (co-resolvente) com um único estado inicial (final).

Seja L uma linguagem de A+. Dado u ∈ A∗, consideremos o seguinte conjunto:

RL(u) = {w ∈ A∗ |uw ∈ L}.

Reparemos que

∀a ∈ A, RL(u) = RL(v)⇒ RL(ua) = RL(va).

Consideremos o autómato determińıstico e completo RL definido do seguinte modo:

1 2

a

b

Figura 1.5: Autómato com estado inicial e final 1. A linguagem reconhecida é (ab)+.
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• o conjunto de estados de RL é o conjunto {RL(u) |u ∈ A∗};

• o único estado inicial de RL é RL(1);

• o conjunto de estados finais de RL é o conjunto {RL(u) |u ∈ L};

• para quaisquer u ∈ A∗ e a ∈ A, tem-se RL(u) · a = RL(ua).

O autómato RL reconhece L e é uma imagem homomorfa de todos os autómatos determi-
ńısticos completos que reconhecem L. Em particular, L é reconhećıvel se e só se RL é finito.
O autómato RL é, a menos de isomorfismo, o único autómato determińıstico completo e
reduzido que reconhece L. Tal autómato designa-se por autómato minimal à direita de L.
Ambos os programas de cálculo simbólico [GAP06, Inc05] contêm pacotes denominados
Automata com algoritmos para o cálculo do autómato minimal à direita de uma linguagem
racional.

Consideremos um semigrupo T e um subconjunto K de T . Uma congruência θ em T
satura T se K é a união de classes de equivalência módulo θ. Dado u ∈ T , o contexto em T
de u relativamente a K é o conjunto

CK,T (u) = {(x, y) ∈ T 1 × T 1 |xuy ∈ K}.

Consideremos a relação binária ≡ em T que identifica elementos com o mesmo contexto:

u ≡ v ⇔ CK,T (u) = CK,T (v).

A relação ≡ é uma congruência que satura K, e é a intersecção de todas as congruências
em T que saturam K. A congruência ≡ denomina-se congruência sintáctica. O semigrupo
quociente T/≡, denotado por ST (K), é o semigrupo sintáctico de K em T . A classe de
equivalência módulo ≡ de um elemento u de T é denotada por δK,T (u).

Observação 1.14. O semigrupo SA+(L) é uma imagem homomorfa de qualquer semigrupo
de transição de um autómato sobre o alfabeto A que reconhece L.

Justificação. Se τ é o homomorfismo de transição de um autómato sobre o alfabeto A que
reconhece L então a congruência Ker τ satura L, pelo que a congruência sintáctica de L está
contida em Ker τ . Portanto a função τ(u) 7→ δL(u) está bem definida e é um homomorfismo
de semigrupos.

Mais geralmente, temos a seguinte proposição:

Proposição 1.15 ([Lal79, Lema 5.5]). Uma linguagem L de A+ é reconhecida pelo semigrupo
S se e só se SA+(L) divide S.

Vejamos agora uma outra caracterização do semigrupo sintáctico de uma linguagem.

Proposição 1.16 ([Lal79, Proposição 1.8]). Seja L uma linguagem de A+. Seja τ o
homomorfismo de transição de RL. A função

SA+(L) → τ(A+)
δL,A+(u) 7→ τ(u), u ∈ A+

está bem definida e é um isomorfismo de semigrupos.
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Dualmente, podemos considerar o autómato minimal à esquerda de L. O seu semigrupo
de transição também é isomorfo ao semigrupo sintáctico de L.

O semigrupo sintáctico de uma linguagem L pode depender do alfabeto A. Por exemplo,
o semigrupo sintáctico de A+ como linguagem de A+ é o semigrupo trivial, enquanto que se
A $ B então o semigrupo sintáctico de A+ enquanto linguagem de B+ é o monóide U =
{0, 1}. Mas se o alfabeto A estiver subentendido, não havendo perigo de confusão adoptam-se
notações mais simples: S(L) e δL, no lugar de SA+(L) e de δL,A+, respectivamente.

1.4 Relações de Green

Consideremos um semigrupo S. Dados u, v ∈ S, dizemos que v é um factor de u se u = xvy
para alguns x, y ∈ S1. Dizemos que v é um prefixo de u se u = vy para algum y ∈ S1, e que
é um sufixo se u = xv para algum x ∈ S1. Consideremos as seguintes relações em S:

• u ≤J v ⇔ v é um factor de u

• u ≤R v ⇔ v é um prefixo de u;

• u ≤L v ⇔ v é um sufixo de u.

Uma quasi-ordem é uma relação reflexiva e transitiva. As relações ≤J , ≤R e ≤L são quasi-
ordens. Cada uma delas dá origem a uma relação de equivalência do seguinte modo:

u K v ⇔ (u ≤K v e v ≤K u), K ∈ {J ,R,L}.

Consideremos ainda a relação H = R ∩ L e a menor relação de equivalência contendo R e
L, denotada por D. Tem-se D = R◦L = L ◦R. As relações J , R, L, H e D são conhecidas
como relações de Green.

Um elemento do semigrupo S diz-se J -minimal se todos os elementos de S forem seus
factores. O semigrupo S tem elementos J -minimais se e só se tem um ideal mı́nimo, e se
S tem um ideal mı́nimo K (por exemplo, se S for compacto) então K é o conjunto dos
elementos J -minimais de S.

Um semigrupo estável é um semigrupo S tal que

∀q, x ∈ S,

{
q J qx⇔ q R qx,

q J xq ⇔ q L xq.

Num semigrupo estável as relações J e D coincidem. Os semigrupos compactos são estáveis.

Proposição 1.17. Consideremos um semigrupo S. Sejam a, b ∈ S. Então ab ∈ [a]R ∩ [b]L
se e só se [a]L ∩ [b]R contém algum idempotente.

Proposição 1.18. Seja H uma H-classe de um semigrupo S. As seguintes condições são
equivalentes:

• H contém um idempotente;
• existem a, b ∈ H tais que ab ∈ H;
• H é um subgrupo.

É claro que um subgrupo está contido numa H-classe. Portanto, as H-classes de S que
contêm idempotentes são precisamente os subgrupos maximais de S.

34



Proposição 1.19. Se e e f são idempotentes de S então, para cada x ∈ [e]R ∩ [f ]L, existe
um único y ∈ [f ]R ∩ [e]L tal que xy = e e yx = f .

Um elemento u de S diz-se regular se u = uxu para algum x ∈ S. Um subconjunto de S
diz-se regular se todos os seus elementos forem regulares.

Proposição 1.20. As seguintes condições são equivalentes para uma D-classe D de um
semigrupo S:

• D é regular;
• D contém algum elemento regular;
• cada R-classe de D contém algum idempotente;
• cada L-classe de D contém algum idempotente;
• D contém algum idempotente.

Ao contrário do que se afirma na última aĺınea do Exerćıcio 5.1.9 em [Alm95], o corolário
seguinte não é válido para todos os semigrupos [Alma], conforme se constata no Exem-
plo 1.22.

Corolário 1.21. Uma D-classe D de um semigrupo compacto S é regular se e só se existem
a, b ∈ D tais que ab ∈ D.

Demonstração. Note-se que D é uma J -classe, uma vez que S é estável.
Se D é regular então D contém algum idempotente e, pelo que bastará tomar a = b = e.
Reciprocamente, suponhamos que existem a, b ∈ D tais que ab ∈ D. Então a = xaby para

alguns x, y ∈ S1, pelo que a = xna(by)n para qualquer inteiro positivo n. Logo a = xωa(by)ω,
uma vez que xω e yω são pontos aderentes de (xn)n e ((by)n)n, respectivamente. Portanto
a ≤J (by)ω ≤J b. Como a, b ∈ D, deduzimos que (by)ω ∈ D. Ora as D-classes regulares são
precisamente aquelas que contêm algum idempotente.

Exemplo 1.22. [Almb, Exerćıcio 5.58] Seja S o semigrupo de transição do grafo etiquetado
da Figura 1.6. Para cada palavra u sobre o alfabeto {a, b, c}, denotemos por [u] a imagem
pelo homomorfismo de transição do grafo etiquetado. Tem-se [a] = [baca], pois [bac] é a
identidade no domı́nio de a, que é o conjunto dos números ı́mpares. Do mesmo modo,
[b] = [bacb] e [c] = [cbac]. Logo [a], [b] e [c] são J -equivalentes, pelo que S tem apenas duas
J -classes, sendo uma delas constitúıda apenas pela relação vazia.

1

2

3

4

5

6

7

8 · · ·

· · ·

a a a ac c c c

b b b b

Figura 1.6: Exemplo atestando que a condição “compacto” no Corolário 1.21 não é supérflua.

É claro que [a] = [baca] ≤L [aca] ≤L [ca] ≤L [a]. Logo [a], [aca] e [ca] são L-equivalentes.
Portanto [aca] = [a][ca] é o produto de dois elementos da L-classe de [a]. Contudo, [a] não é
regular. Com efeito, se [a] fosse regular, então existiria uma palavra não vazia x no alfabeto
{a, b, c} tal que [a] = [axa], e então teŕıamos 2 = 1[a] = 1[axa] = 2[xa], o que é absurdo
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porque 2 não pertence ao domı́nio de nenhum elemento de S. Logo a condição “compacto”
no Corolário 1.21 não é supérflua.

O semigrupo S também serve para mostrar que as relações J e D nem sempre coincidem.
Com efeito, [bac] e [a] são J -equivalentes, mas como [bac] é idempotente e [a] não é regular,
não são D-equivalentes, pela Proposição 1.20.

Tanto as R-classes como as L-classes saturam cada D-classe de um semigrupo, enquanto
que a intersecção não vazia de uma R-classe com uma L-classe é uma H-classe. Este facto
está na base do chamado diagrama de Green de um semigrupo. Neste diagrama, cada D-
classe representa-se através de um rectângulo de quadrados no qual cada quadrado agrupa
os elementos de uma H-classe, cada linha representa uma R-classe, e cada coluna uma L-
classe. Os elementos idempotentes são assinalados com uma estrela. No Exemplo 1.23 os
rectângulos externos representam as D-classes. Note-se que, tratando-se de um semigrupo
finito, temos D = J . A J -ordem é representada pelas linhas unindo as J -classes, de tal
forma que se a J -classe D1 está J -abaixo de D2 então D1 está representada abaixo de D2.

Exemplo 1.23. Na Figura 1.7 surge um grafo etiquetado com as letras a e b e ao lado o
diagrama de Green do seu semigrupo S de transição (cada palavra representa a sua imagem
pelo homomorfismo de transição). Note-se que o semigrupo S tem um ideal mı́nimo com
três elementos. A Figura 1.7 foi obtida com recurso a um pacote de rotinas desenvolvido por
Almeida para serem utilizadas no Mathematica [Inc05].

Todos os cálculos de semigrupos e autómatos foram efectuados com esse pacote e/ou com
os pacotes Automata e SgpViz do GAP [GAP06].

Seja H uma H-classe de S. O estabilizador direito de H é o submonóide de S1 dado por

T (H) = {x ∈ S1 : Hx ⊆ H}.

De facto,

T (H) = {x ∈ S1 : Hx = H} = {x ∈ S1 : Hx ∩H 6= ∅}.

Em T (H) podemos considerar a seguinte relação de equivalência:

x ≈ y ⇔ ∃h ∈ H : hx = hy ⇔ ∀h ∈ H,hx = hy.

A relação ≈ é uma congruência em T (H). Seja Γ(H) = T (H)/≈. O homomorfismo quociente
T (H)→ Γ(H) será denotado por ξH .

Teorema 1.24 ([Lal79, Teorema 3.1]). Seja H uma H-classe de um semigrupo S. O
monóide Γ(H) é um grupo de permutações de H com o mesmo cardinal que H. Se H1

e H2 são H-classes contidas na mesma D-classe de S então Γ(H1) e Γ(H2) são grupos
isomorfos. Se H é um subgrupo maximal de S então H e Γ(H) são grupos isomorfos.

Segue-se a versão topológica do Teorema 1.24 para semigrupos compactos.

Teorema 1.25 ([CHK83, Teorema 3.61]). Seja H uma H-classe de um semigrupo com-
pacto S. Para a topologia quociente, o monóide Γ(H) é um grupo compacto de permutações
de H com o mesmo cardinal que H. Se H1 e H2 são H-classes contidas na mesma D-classe
de S então Γ(H1) e Γ(H2) são grupos compactos isomorfos. Se H é um subgrupo maximal
de S então H e Γ(H) são grupos compactos isomorfos.
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Figura 1.7: Um grafo etiquetado e o diagrama de Green do seu semigrupo de transição.

O grupo (compacto) Γ(H) de uma H-classe de um semigrupo (compacto) S é referido
como sendo o grupo de Schützenberger de H e da D-classe de S em que H está contida. Na
verdade, no caso dos semigrupos compactos falaremos antes no grupo de Schützenberger de
J -classes, o que podemos fazer já que em semigrupos compactos as relações D e J coincidem.

Proposição 1.26. Os grupos de Schützenberger de semigrupos profinitos são grupos profi-
nitos.

Demonstração. Seja H uma H-classe de um semigrupo profinito S. Pelo Teorema 1.6, já
sabemos que o grupo Γ(H) é compacto. Fixemos h ∈ H. Sejam x, y ∈ T (H) tais que
ξH(x) 6= ξH(y). Então hx 6= hy. Como S é profinito, existe um homomorfismo cont́ınuo
sobrejectivo ϕ : S → F de S num semigrupo finito F tal que ϕ(hx) 6= ϕ(hy). Seja K a
H-classe de ϕ(h). Facilmente conclúımos que ϕ(T (H)) ⊆ T (K). Consideremos a função

ψ : Γ(H) → Γ(K)

ξH(z) 7→ ξK(ϕ(z)), z ∈ T (H).

A função ψ está bem definida e é um homomorfismo. A função ξK ◦ ϕ é cont́ınua. Como
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ψ ◦ ξH = ξK ◦ ϕ, pelo Teorema 1.6 a função ψ é cont́ınua. Finalmente, como ϕ(h)ϕ(x) 6=
ϕ(h)ϕ(y), temos ψ(ξH(x)) 6= ψ(ξH(y)). Logo Γ(H) é um grupo profinito.

Uma forma alternativa de demonstrar a Proposição 1.26 consiste em utilizar o Teo-
rema 1.10. Com efeito, dada uma função cont́ınua aberta e fechada com domı́nio num espaço
Hausdorff zero-dimensional, a sua imagem também é zero-dimensional [Eng89, Exerćıcio
6.2.H]. Portanto, se R é uma relação fechada definida num espaço compacto zero-dimensional
X então X/R também é um espaço compacto zero-dimensional.

1.4.1 Elementos limitados por idempotentes

Sejam e e f idempotentes de um semigrupo S. Um elemento u de S tal que u = euf
diz-se limitado pelos idempotentes e e f (por esta ordem). Um elemento diz-se limitado por
idempotentes se for limitado por alguns idempotentes. Os elementos regulares são limitados
por idempotentes.

Lema 1.27. Se S é um semigrupo compacto então um elemento u de S é limitado por
idempotentes se e só se u ∈ SuS.

Demonstração. A implicação directa é trivial. Reciprocamente, suponhamos que existem
x, y ∈ S tais que u = xuy. Então u = xnuyn para qualquer inteiro positivo n. Logo
u = xωuyω, uma vez que xω e yω são pontos aderentes de (xn)n e (yn)n, respectivamente.

Lema 1.28. Uma J -classe J de um semigrupo compacto S contém um elemento limitado
por idempotentes se e só se todos os elementos de J são limitados por idempotentes.

Demonstração. Suponhamos que u é um elemento de J limitado pelos idempotentes e e f .
Seja v ∈ J . Então existem x, y, z, t ∈ S1 tais que u = xvy e v = zut. Logo

v = zut = zeuft = (zex)v(yft) ∈ SvS.

Portanto v é limitado por idempotentes, pelo Lema 1.27.

Exemplo 1.29. Consideremos o grafo etiquetado G da Figura 1.8. Para cada palavra u
sobre o alfabeto {a, b, c, d}, denotemos por [u] a imagem pelo homomorfismo de transição
de G. Denotemos por L a linguagem reconhecida por G. Temos [a] = [bca]. Logo [a] é
L-equivalente a [ca]. Como [b] = [b2] e [a] = [bcab], também sabemos que [a] é limitado por
idempotentes. Logo δL(a) e δL(ca) são L-equivalentes e δL(a) é limitado por idempotentes,
pela Observação 1.14. Suponhamos que existe uma palavra não vazia x tal que δL(x) é
idempotente e δL(ca) = δL(xca). Então dxca ∈ L, pois dca ∈ L. Ora dxca ∈ L implica
que x = cy para alguma palavra y, eventualmente vazia. Como δL(x) é idempotente e
x ∈ L, temos cycy ∈ L. Logo b e c são as únicas letras que podem ser factores de y. Como
[cb] = [c], deduzimos que [cy] = [ck] para algum inteiro positivo k. Portanto, podemos supor
que x = ck. Como dckdkb ∈ L e dc2kdkb /∈ L, temos δL(ck) 6= δL(c2k), o que contradiz a
hipótese de que δL(x) é idempotente. Logo δL(ca) é um elemento de S(L) que não é limitado
por idempotentes, apesar de ser L-equivalente (e portanto J -equivalente) a um elemento de
S(L) que é limitado por idempotentes. Portanto a condição “compacto” no Lema 1.28 não é
supérflua, e o semigrupo S(L) é disso exemplo.

No caso dos semigrupos compactos, o Lema 1.28 permite-nos falar sem ambiguidade
numa J -classe limitada por idempotentes. Contudo, os elementos de uma J -classe limitada
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Figura 1.8: Exemplo atestando que a condição “compacto” no Lema 1.28 não é supérflua.

por idempotentes não têm que ser limitados pelos mesmos idempotentes. Por outro lado,
os elementos de uma H-classe são limitados pelos mesmos idempotentes. Uma condição
necessária (mas não suficiente) para que uma J -classe seja limitada por idempotentes é que
esteja J -abaixo de alguma J -classe regular. Esta condição não é suficiente: no caso do
semigrupo da Figura 1.7, ba está J -abaixo da J -classe de a, a qual é regular, no entanto
se ba fosse limitado por idempotentes então teŕıamos ba = a2ba uma vez que a2 é o único
idempotente que é factor de ba; ora ba 6= a2ba. O próximo lema dá-nos uma condição
suficiente para que uma J -classe seja limitada por idempotentes.

Lema 1.30. Num semigrupo compacto S, seja J uma J -classe com pelo menos um par
de elementos que não são R-equivalentes nem L-equivalentes. Então J é limitada por
idempotentes.

Demonstração. Sejam u e v dois elementos de J que não são R-equivalentes nem são
L-equivalentes. Uma vez que u e v são J -equivalentes, existem x, y, z, t ∈ S1 tais que u = xvy
e v = zut. Então u = xzuty. Se tivéssemos xz /∈ S então teŕıamos x = z = 1, e portanto
u = vy e v = ut; mas então u e v seriam R-equivalentes. Logo xz ∈ S. Analogamente,
ty ∈ S. Então u = (xz)u(ty) ∈ SuS. Portanto u (e logo J) é limitado por idempotentes,
pelo Lema 1.27.

Por exemplo, no semigrupo da Figura 1.7 a J -classe de baab não é regular mas é limitada
por idempotentes, porque contém mais do que umaR-classe e mais do que uma L-classe. Por
outro lado, a condição dada pelo Lema 1.30 não é necessária: no semigrupo da Figura 1.7,
b2ab2 (imediatamente acima do ideal mı́nimo) é limitado pelo idempotente b2, no entanto a
sua J -classe apenas tem uma R-classe; um outro exemplo é dado pelo próprio ideal mı́nimo.
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1.5 Pseudovariedades de semigrupos e variedades de lingua-

gens

Uma pseudovariedade de semigrupos é uma classe não vazia de semigrupos finitos que contém
os divisores e os produtos directos finitos dos seus elementos. Vejamos alguns exemplos.

1. A classe S dos semigrupos finitos é uma pseudovariedade de semigrupos.

2. Um semigrupo diz-se trivial se tiver um único elemento. A classe I dos semigrupos
triviais é uma pseudovariedade de semigrupos.

3. A classe Com dos semigrupos finitos comutativos é uma pseudovariedade de semigrupos.

4. A classe Sl dos semi-reticulados finitos é uma pseudovariedade de semigrupos.

5. A classe dos monóides finitos não é uma pseudovariedade de semigrupos, pois um
monóide finito pode ter subsemigrupos que não são monóides.

6. Um subsemigrupo de um grupo pode não ser um grupo (por exemplo, Z+ é um
subsemigrupo do grupo aditivo Z, mas não é um grupo porque não contém os simétricos
dos seus elementos). No entanto, num grupo finito o inverso de um elemento g é igual a
gn para algum inteiro positivo n, pelo que um subsemigrupo de um grupo finito ainda
é um grupo. Logo a classe G dos grupos finitos é uma pseudovariedade de semigrupos.

7. Dada uma relação de Green K num semigrupo S, dizemos que S é K-trivial se a relação
K em S for a igualdade. As classes J, R, L e A dos semigrupos finitos J -triviais, R-
triviais, L-triviais e H-triviais, respectivamente, são pseudovariedades de semigrupos.
Os semigrupos H-triviais denominam-se aperiódicos.

8. Um zero à direita (respectivamente, à esquerda) de um semigrupo S é um elemento
z de S tal que xz = z (respectivamente, zx = z) para todo o elemento x de S;
observemos que um zero à direita (ou à esquerda) é um idempotente. A classe D

(respectivamente K) dos semigrupos finitos cujos idempotentes são zeros à direita
(respectivamente à esquerda) é uma pseudovariedade de semigrupos. Um zero de
um semigrupo S é um elemento de S que é simultaneamente zero à esquerda e zero
à direita; um semigrupo tem no máximo um zero. Um semigrupo com zero diz-se
nilpotente. A classe N dos semigrupos finitos nilpotentes é a pseudovariedade D ∩ K.

9. Se e é um idempotente de um semigrupo S então o conjunto eSe é um subsemigrupo de
S que tem e como elemento neutro. O monóide eSe é referido como sendo o monóide
local de S em e. Dada uma classe V de semigrupos, o local de V é a classe L V dos
semigrupos finitos cujos monóides locais estão em V. Se V é uma pseudovariedade de
semigrupos então L V é uma pseudovariedade de semigrupos.

A intersecção de pseudovariedades também é uma pseudovariedade. A pseudovariedade
gerada por uma classe C de semigrupos finitos é a intersecção das pseudovariedades con-
tendo C . Por exemplo, pela Proposição 1.1, qualquer pseudovariedade de semigrupos que
contém o semi-reticulado U também contém Sl, isto é, Sl é a pseudovariedade de semigrupos
gerada por U (admite-se o abuso de notação que consiste em considerar U no lugar de {U }).
Mais geralmente, temos o seguinte resultado:
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Teorema 1.31 ([Alm95, Ińıcio da Secção 3.1]). A pseudovariedade de semigrupos gerada
por C é a classe dos divisores de produtos directos finitos de elementos de C .

Em geral a união de pseudovariedades não é uma pseudovariedade: por exemplo, G ∪ Sl

não é uma pseudovariedade porque se G é um grupo não trivial então G×U não é um grupo
(porque tem mais do que um idempotente) nem é um semi-reticulado (porque nem todos os
seus elementos são idempotentes).

Uma variedade de linguagens é uma correspondênciaW que associa a cada alfabeto finito
A um conjunto WA+ de linguagens racionais de A+ com as seguintes propriedades, para
quaisquer alfabetos finitos:

1. o conjunto WA+ contém a união de uma qualquer famı́lia finita dos seus elementos, e
o complementar em A+ de qualquer dos seus elementos;

2. se L ∈ WA+ então para qualquer a ∈ A as linguagens {w ∈ A+ : aw ∈ L} e {w ∈ A+ :
wa ∈ L} pertencem a WA+;

3. se ϕ : A+ → B+ é um homomorfismo e se L ∈ WB+ então ϕ−1(L) ∈ WA+.

A variedade de linguagens V, em vez de ser encarada como uma correspondência, também
pode ser encarada como sendo a classe das linguagens L sobre alfabetos finitos A tais que
L ∈ VA+.

Vamos considerar no conjunto das variedades de linguagens a seguinte ordem: V ≤ W
se e só se VA+ ⊆ WA+ para qualquer alfabeto finito A. Quanto ao conjunto das pseu-
dovariedades, vamos considerá-lo ordenado pela inclusão. Dada uma pseudovariedade V,
uma linguagem L de A+ diz-se V-reconhećıvel se for reconhecida por um semigrupo de V.
Denotemos por V a classe das linguagens V-reconhećıveis. Pela Proposição 1.15 a classe V é
a classe das linguagens sobre alfabetos finitos cujo semigrupo sintáctico pertence a V.

Teorema 1.32 (Eilenberg [Eil76]). Para qualquer pseudovariedade V de semigrupos a classe V
é uma variedade de linguagens. A correspondência V → V é um isomorfismo de conjuntos
parcialmente ordenados.

O fecho Booleano de uma famı́lia F de subconjuntos de um conjunto X é o conjunto dos
subconjuntos de X que podem ser obtidos dos elementos de F aplicando um número finito
de vezes a união binária e a operação unária de tomar o complemento em X. Note-se que o
fecho Booleano de F também é fechado para a intersecção binária de elementos de F . Dado
um alfabeto finito A, as linguagens localmente testáveis de A+ são as linguagens do fecho
Booleano do conjunto de linguagens da forma A∗wA∗, wA∗ e A∗w, com w ∈ A+. A seguinte
caracterização da classe das linguagens localmente testáveis é um resultado muito importante
da teoria dos semigrupos finitos. Trata-se de uma particularização do Teorema 1.32, e o seu
interesse imediato reside em fornecer um algoritmo que decide se uma linguagem é localmente
testável ou não.

Teorema 1.33 ([BS73, McN74, Zal73, Zal72]). A variedade de linguagens correspondente a
L Sl é a classe das linguagens localmente testáveis.

A noção de pseudovariedade de semigrupos pode ser transportada para outras estruturas
algébricas. Por exemplo, uma pseudovariedade de monóides é uma classe de monóides finitos
que contém os produtos finitários dos seus elementos, as imagens dos seus elementos por
homomorfismos de monóides, e os submonóides dos seus elementos. De acordo com esta
definição, a classe dos monóides finitos é um exemplo de uma pseudovariedade de monóides
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que não é uma pseudovariedade de semigrupos. Se V é uma pseudovariedade de monóides
então L V é uma pseudovariedade de semigrupos. Em [Alm02c] é feito um tratamento
unificado e sistemático da noção de pseudovariedade no contexto mais abrangente da Álgebra
Universal.

1.6 Semigrupos profinitos relativamente livres

Seja V uma pseudovariedade de semigrupos. Um semigrupo pró-V é um semigrupo compacto
T tal que, para qualquer par de elementos distintos u e v de T , existe um homomorfismo
cont́ınuo ϕ de T num semigrupo F de V tal que ϕ(u) 6= ϕ(v). Recordemos que S designa a
pseudovariedade dos semigrupos finitos. Note-se que os semigrupos pró-S são precisamente
os semigrupos profinitos.

Facilmente se verifica que o produto directo de semigrupos pró-V é pró-V, e que um
subsemigrupo fechado de um semigrupo pró-V também é pró-V. Um semigrupo finito é
pró-V se e só se pertence a V [Alm02c, Secção 4].

Teorema 1.34 ([Alm05b, Secção 3.2] ou [Alm02c, Proposição 4.4]). Consideremos uma
pseudovariedade V de semigrupos. Seja S um semigrupo topológico. As seguintes condições
são equivalentes:

1. S é pró-V;
2. S é isomorfo a um limite projectivo sobrejectivo de semigrupos de V;
3. S é isomorfo a um limite projectivo de semigrupos de V.

Consideremos um alfabeto A e uma pseudovariedade V de semigrupos. Seja ConAV o
conjunto das congruências θ sobre A+ tais que A+/θ pertence a V. Como a intersecção de
congruências sobre um mesmo semigrupo ainda é uma congruência sobre esse semigrupo, o
conjunto ConAV munido da ordem parcial ⊇ é um conjunto dirigido. A famı́lia

{qθ,ρ : A+/θ → A+/ρ | ρ, θ ∈ ConAV, ρ ⊇ θ}

é um sistema dirigido sobrejectivo. O seu limite projectivo é um semigrupo pró-V, denotado
por ΩAV. Se o alfabeto A for finito então ConAV é numerável, pelo que o espaço topológico
ΩAV é gerado por uma métrica [Wil70, Teorema 22.3]. Observemos desde já que o semigrupo
ΩAI é trivial.

Uma função ψ de um conjunto não vazio X num semigrupo topológico S diz-se uma função
geradora de S se o subsemigrupo de S gerado por ψ(X) for denso em S.

Teorema 1.35 ([Alm05b, Proposição 3.4]). Seja V uma pseudovariedade de semigrupos.

1. Se V é uma pseudovariedade diferente de I então a função ι : A → ΩAV definida por
ι(a) = ([a]θ)θ∈ConAV é injectiva, pelo que A pode de forma natural ser considerado um
subconjunto de ΩAV.

2. A função ι é uma função geradora do semigrupo compacto ΩAV.

3. Para todo o semigrupo S pró-V e para toda a função ϕ : A → S existe um único
homomorfismo cont́ınuo ϕ̂ : ΩAV→ S tal que ϕ̂◦ ι = ϕ, ou seja, ϕ̂ é tal que o seguinte
diagrama é comutativo:

42



A
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ϕ
!!D
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DD

DD
DD

ΩAV

ϕ̂
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�

S

4. Seja T um semigrupo pró-V com função geradora κ : B → T tal que |A| = |B| e tal que
para todo o semigrupo S de V e para toda a função ϕ : B → S existe um homomorfismo
cont́ınuo ϕT : T → S tal que ϕT ◦ κ = ϕ. Então T é isomorfo a ΩAV.

Esboço de uma demonstração. (1): Se V 6= I então existe um semigrupo S com pelo menos
dois elementos distintos. Dados dois elementos distintos a e b de A, existe uma função
ϕ : A→ S tal que ϕ(a) 6= ϕ(b). Logo [a]Kerϕ+ 6= [b]Kerϕ+ , donde ι(a) 6= ι(b).

(2): Resulta da Proposição 1.8.

(3): A unicidade de ϕ̂ resulta de ι(A) ser denso em ΩAV. Verifiquemos a existência.
Existe um isomorfismo ψ de A+/Kerϕ

+
em 〈ϕ(A)〉. Suponhamos que S ∈ V. Então

A+/Kerϕ
+
∈ V. Seja π a projecção canónica de ΩAV em A+/Kerϕ

+
. Basta então tomar

ϕ̂ = ψ ◦ π. Mais geralmente, se S é pró-V então invocamos o Teorema 1.34 de modo a
utilizarmos o caso anterior.

(4): Seja f uma bijecção de A em B. Sejam g = κ̂ ◦ f e h = (ι◦f−1)T . Então h◦g◦ι = IdA
e g ◦ h ◦ κ = IdB .

A
ι //

f

��

ΩAV

g

��
�

�

�

B
κ //

f−1

��

T

h
��
�

�

�

A
ι // ΩAV

Como ι e κ são funções geradoras, conclúımos que as funções g e h são isomorfismos
mutuamente inversos.

O semigrupo ΩAV é designado como sendo o semigrupo profinito livre gerado por A
relativamente à pseudovariedade V, ou simplesmente como o semigrupo pró-V livre gerado
por A. Para o caso da pseudovariedade de todos os semigrupos finitos existe uma designação
especial: o semigrupo compacto ΩAS denomina-se semigrupo profinito livre gerado por A.

Pela aĺınea 4 do Teorema 1.35, se A e B têm o mesmo cardinal então ΩAV e ΩBV são
semigrupos compactos isomorfos. É por esta razão que se n for o cardinal de A então ΩAV

é frequentemente representado por ΩnV. Observe-se também que se A ⊆ B então ΩAV

mergulha em ΩBV.
O subsemigrupo de ΩAV gerado por ι(A) é habitualmente denotado por ΩAV.
Se V é uma pseudovariedade gerada por um semigrupo (como por exemplo Sl, que é gerada

por U ), então ΩAV pertence a V [Alm05b, Proposição 4.3]. Por exemplo, se A é um conjunto
finito então facilmente se prova que ΩASl é isomorfo a P ′(A). Como nos mostra a próxima
proposição, existem muitos exemplos em que ΩAV não é um semigrupo finito. Para sermos
mais precisos, de facto ΩAG e ΩAS têm cardinal 2ℵ0 , por exemplo [Alm95, Corolário 3.7.7].

Proposição 1.36 ([Alm05b, Bau65]). Seja V uma pseudovariedade de semigrupos. Consi-
deremos o único homomorfismo ι+ : A+ → ΩAV tal que ι+|A = ι. Se V contém N ou G

então ι+ é um isomorfismo.
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Aplicando a Proposição 1.36, vamos identificar ΩAV com A+, quando V contém N ou G.

Proposição 1.37. Se V contém N então os elementos de A+ são pontos isolados de ΩAV.
Se V contém G então nenhum elemento de A+ é um ponto isolado de ΩAG.

Exemplo 1.38. [Alm95, Secção 3.7] O semigrupo compacto ΩAN é obtido do semigrupo
A+ acrescentado um “ponto no infinito” que é um zero. Ou seja, a topologia de ΩAN é
caracterizada pelo facto de que uma sucessão (un)n de elementos de A+ é convergente em
ΩAN precisamente quando é constante a partir de certa ordem ou quando lim |un| = +∞, e
no segundo caso (un)n converge para o ponto no infinito.

Exemplo 1.39. O semigrupo compacto Ω{x}S é a união de Ω{x}S = {x}+ com um grupo

compacto K, pelo Teorema 1.3. O grupo compacto K é isomorfo a Ω{x}G [Alm95, Secção

3.7]. O seu elemento neutro é xω e é o subsemigrupo fechado de Ω{x}S gerado pelo elemento
xωx, o qual habitualmente é denotado por xω+1.

Mais geralmente, um elemento de K representa-se sob a forma xν , em que ν é um śımbolo
consistente com o significado das notações xk e xω, onde k ∈ Z+ (veja-se [AV06, Secção 2]
para uma abordagem formal). Assim, por exemplo, xω+7 é o elemento xωx7, e xω−7 é o
inverso de xω+7 em K. Se S é um semigrupo profinito e s é um elemento de S, então sν

denota a imagem de xν pelo único homomorfismo cont́ınuo ϕ : Ω{x}S→ S tal que ϕ(x) = s.
Por exemplo, sω+1 é o elemento sωs.

A proposição seguinte faz a ligação entre as propriedades combinatórias da variedade das
linguagens V-reconhećıveis e a topologia dos semigrupos pró-V livres, quando N ⊆ V. Para
um resultado mais geral veja-se [Alm95, Teorema 3.6.1], ou [Alm05b, Secção 3].

Proposição 1.40. Seja V uma pseudovariedade que contém N. Uma linguagem L de A+ é
V-reconhećıvel se e só se o fecho topológico de L em ΩAV é aberto. A topologia de ΩAV é
gerada pelo fecho topológico em ΩAV das linguagens V-reconhećıveis de A+.

O conhecimento contemporâneo da estrutura de ΩAV depende bastante de V. Há muitas
famı́lias de pseudovariedades para as quais essa estrutura está completamente determinada
e é de descrição simples, como é o caso da pseudovariedade J: veja-se [Alm95, Caṕıtulo
8]. Outras há que são de uma enorme riqueza, e cujo estudo está longe de se encontrar
esgotado: é o caso de G, mesmo quando o alfabeto tem apenas uma letra [RZ00]. A famı́lia
das pseudovariedades que contêm L Sl merecerá nesta monografia a nossa especial atenção;
a estrutura algébrico-topológica dos respectivos semigrupos profinitos relativamente livres
ainda se encontra bastante inexplorada. Em [Cos01] podemos encontrar vários resultados
interessantes sobre ΩAL Sl. Embora em [RS02, AV03, AV06, Alm05a] já se faça luz sobre
uma parte da estrutura de ΩAS, muito permanece por conhecer neste caso.

Seja (un)n uma sucessão de elementos de A+. Se V ⊇ N e (un)n converge para u em
ΩAV, então u pertence a A+ se e só se a sucessão de comprimentos (|un|)n é limitada: este
facto segue da Proposição 1.37. Por esta razão, dizemos que os elementos de ΩAV \A+ têm
comprimento infinito. Dado w ∈ ΩAV, o conjunto dos factores finitos de w será denotado
por F (w).

Os elementos de ΩAS serão referidos como sendo as pseudopalavras sobre A. Mais ge-
ralmente, se V for uma pseudovariedade então os elementos de ΩAV serão designados por
pseudopalavras módulo V sobre A, mas não havendo perigo de confusão os elementos de ΩAV

também serão designados apenas por pseudopalavras.
As pseudopalavras infinitas (isto é, de comprimento infinito) têm factores idempotentes

(diferentes da palavra vazia):
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Proposição 1.41 ([Alm95, Corolário 5.6.2]). Para qualquer pseudovariedade V, se u ∈
ΩAV \ ΩAV então u = zft para alguns elementos z, f, t ∈ ΩAV \ ΩAV em que f é um
idempotente.

A seguinte proposição, que ser-nos-á útil mais à frente, está na base da demonstração da
Proposição 1.41.

Proposição 1.42 (Folklore; ver [Alm95, Proposição 3.7.1]). Suponhamos que S é um semi-
grupo finito com n− 1 elementos. Então, para quaisquer s1, . . . , sn ∈ S existem inteiros p, q
tais que 1 ≤ p < q < n e s1 · · · sn = (s1 · · · sp)(sp+1 · · · sq)

ω(sq+1 · · · sn).

1.6.1 Uma teoria equacional

Uma identidade sobre A é um par (u, v) de elementos de A+. Normalmente a identidade
(u, v) é denotada através da igualdade formal u = v. Dizemos que o semigrupo S satisfaz a
identidade u = v se, para qualquer função ϕ : A→ S, o único homomorfismo ϕ+ : A+ → S
que estende ϕ é tal que ϕ+(u) = ϕ+(v). Por exemplo, se A = {a, b} então os semi-reticulados
são os semigrupos que satisfazem as identidades ab = ba e a2 = a.

Dada uma pseudovariedade V de semigrupos, seja ΓV o conjunto das identidades sobre
A satisfeitas por todos os elementos de V. O conjunto ΓV é uma congruência sobre A+.
O semigrupo A+/ΓV é isomorfo a ΩAV (cf. [Alm95, Proposição 3.4.2] e [Alm05b, Teorema
4.2]).

Uma pseudoidentidade é uma igualdade formal u = v entre duas pseudopalavras sobre o
mesmo alfabeto. Uma pseudoidentidade u = v sobre o alfabeto A é satisfeita por um semi-
grupo S profinito se para qualquer função ϕ : A→ S tivermos ϕ̂(u) = ϕ̂(v). Se ΩAV = A+

e se u, v ∈ A+ então estes conceitos coincidem com os conceitos análogos sobre identidades.
Dizemos que uma classe C de semigrupos finitos satisfaz uma pseudoidentidade u = v
se todos os elementos de C satisfazem u = v. Para um conjunto Σ de pseudoidentidades
denotemos por [[Σ]] a classe dos semigrupos finitos que satisfazem todos as pseudoidentidades
de Σ.

Teorema 1.43 (Reiterman [Rei82]). Para qualquer conjunto Σ de pseudoidentidades, a
classe [[Σ]] é uma pseudovariedade de semigrupos, e todas as pseudovariedades de semigrupos
são desta forma.

Se V = [[Σ]] então dizemos que Σ é uma base de pseudoidentidades para V. Eis alguns
exemplos de descrições de pseudovariedades por pseudoidentidades:

• Sl = [[xy = yx, x2 = x]];
• D = [[yxω = xω]];
• A = [[xω+1 = xω]].

Enquanto que Sl é uma pseudovariedade descrita por duas identidades, as pseudovarieda-
des D e A não admitem uma base de identidades (cf. [Alm95, Exerćıcio 3.2.1]).

Sejam V e W pseudovariedades tais que V ⊆ W 6= I. Uma vez que ΩAV é um semigrupo
pró-W, existe um único homomorfismo cont́ınuo pW,V : ΩAW → ΩAV cuja restrição a A é
a função geradora ι : A → ΩAV. Este homomorfismo é sobrejectivo. Dizemos que pW,V(u)
é a projecção de u em ΩAV. Na literatura é frequente o abuso de notação que consiste na
identificação de pW,V(u) com u. Por simplicidade vamos denotar pS,V por pV.
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Teorema 1.44 ([Alm05b, Teorema 4.2]). Seja V uma pseudovariedade de semigrupos. Para
quaisquer u, v ∈ ΩAS a igualdade pV(u) = pV(v) verifica-se se e só se todos os elementos de
V satisfazem a pseudoidentidade u = v.

Consideremos no alfabeto A = {a1, . . . , an} com n elementos a ordem em que ai é
a i-ésima letra. Seja u ∈ ΩAV. Dado um semigrupo S pró-V, denotamos por uS a
operação n-ária de S que faz corresponder a cada elemento (s1, . . . , sn) de Sn a imagem
de u pelo único homomorfismo cont́ınuo ϕ : ΩAV → S tal que ϕ(ai) = si. Note-se que se
ψ : S → T é um homomorfismo cont́ınuo entre semigrupos pró-V então ψ(uS(s1, . . . , sn)) =
uT (ψ(s1), . . . , ψ(sn)). Na ausência de confusão omitimos a referência em ı́ndice do semigrupo,
escrevendo u(s1, . . . , sn) no lugar de uS(s1, . . . , sn).

1.6.2 As pseudovariedades D e K

Para cada inteiro positivo n consideremos as seguintes pseudovariedades:

Dn = [[yx1 · · · xn = x1 · · · xn]], Kn = [[x1 · · · xny = x1 · · · xn]].

Reparemos que D1 ⊆ D2 ⊆ D3 ⊆ · · · e que K1 ⊆ K2 ⊆ K3 ⊆ · · · . Não é dif́ıcil mostrar que
D =

⋃
n≥1 Dn e que K =

⋃
n≥1 Kn.

Consideremos um alfabeto finito A. Seja w uma palavra de A+ e n um inteiro positivo.
Se |w| ≥ n então definimos tn(w) (respectivamente in(w)) como sendo o único sufixo
(respectivamente prefixo) de w de comprimento n; se |w| < n então definimos tn(w) =
in(w) = w.

Lema 1.45. Seja n ≥ 1. A identidade u = v é satisfeita por Dn (respectivamente Kn) se e
só se tn(u) = tn(v) (respectivamente in(u) = in(v)).

Como consequência do Lema 1.45 e da definição de ΩADn, o semigrupo ΩADn identifica-se
com o semigrupo sobre o conjunto das palavras de A+ de comprimento menor ou igual a n
munido da operação (u, v) 7→ tn(uv). Em particular, tn é um homomorfismo de A+ em
ΩADn. Como ΩADn é denso em ΩADn e como, por A ser finito, ΩADn é um semigrupo
finito, temos ΩADn = ΩADn. Se V é uma pseudovariedade que contém D então ΩADn ∈ V e
ΩAV = A+. Podemos então considerar o único homomorfismo cont́ınuo tVn : ΩAV → ΩADn

que estende tn. Então tVn ◦ pV = tSn, pois é claro que tVn ◦ pV(a) = tSn(a) para qualquer a ∈ A.
Se u é uma palavra de A+ de comprimento n e w ∈ ΩAV então tVn(wu) = u, uma vez que
tal é obviamente verdade quando w ∈ A+, e A+ é denso em ΩAV. Logo qualquer elemento
infinito π de ΩAV tem tVn(π) como único sufixo de comprimento n. Não havendo confusão,
escrevemos tn no lugar de tVn . Considerações duais são válidas para Kn e in. Estabelecemos
a convenção de que i0(w) = t0(w) = 1.

Dados x ∈ AZ, k ∈ Z e n ≥ 0, denotamos por x[k,k+n] a sequência finita xkxk+1 . . . xk+n.
A sequência infinita à direita xkxk+1 . . . é denotada por x[k,+∞[, e a sequência infinita à
esquerda . . . xk−1xk por x]−∞,k]. Suponhamos que A é um alfabeto finito. Se considerarmos

em A a topologia discreta então, pelo Teorema de Tychonoff, AZ é um espaço compacto. A
topologia de AZ é determinada pela métrica

d(x, y) =

{
0 se x = y,

2−min{k≥0: x[−k,k] 6=y[−k,k]} se x 6= y.
(1.4)
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A topologia de AZ caracteriza-se pelo facto de que uma sucessão (x(n))n de elementos de AZ

converge para x se e só se, para qualquer inteiro positivo k, existe pk tal que se n ≥ pk então
(x(n))[−k,k] = x[−k,k].

Considerações análogas podem ser feitas a respeito de AZ
+
0 e de AZ

−
.

Proposição 1.46 ([Alm95, Secção 3.7]). Seja A um alfabeto finito. O semigrupo compacto

ΩAK é (isomorfo ao) o único semigrupo compacto A+∞ definido no conjunto A+∪AZ
+
0 com

as seguintes caracteŕısticas:

1. o conjunto AZ
+
0 munido da topologia produto é um subespaço topológico fechado de A+∞;

2. os elementos de A+ são pontos isolados de A+∞;

3. uma sucessão (uk)k≥1 de elementos de A+ converge para um elemento x de AZ
+
0 se e

só se para todo o n existe p tal que se k ≥ p então x[0,n] é um prefixo de uk;

4. o semigrupo A+ é um subsemigrupo de A+∞;

5. os elementos de AZ
+
0 são zeros à esquerda;

6. se x = x0x1x2x3 . . . ∈ AZ
+
0 e u = u1 · · · un ∈ A+, com xi, uj ∈ A, então ux é a

sequência u1 . . . unx0x1x2x3 . . ..

O semigrupo compacto ΩAD é isomorfo ao único semigrupo compacto A−∞ definido no
conjunto A+ ∪AZ

−
de modo dual à forma como foi definido A+∞.

Na verdade a condição (6) da Proposição 1.46 é redundante para definir a estrutura de
semigrupo compacto de A+∞, tendo em conta a condição (3) e o facto de (x[0,n])n≥0 convergir

para x em A+ ∪AZ
+
0 .

A menor pseudovariedade de semigrupos que contém D e K é L I. Uma pseudovariedade
V não está contida em L I se e só se V contém algum monóide não trivial.

Proposição 1.47 ([Alm95, Secção 3.7]). Seja A um alfabeto finito. O semigrupo compacto

ΩAL I é (isomorfo ao) o único semigrupo compacto A∞ definido no conjunto A+∪AZ
−
×AZ

+
0

com as seguintes caracteŕısticas:

1. o espaço topológico AZ
−
×AZ

+
0 é um subespaço fechado de A∞;

2. os elementos de A+ são pontos isolados de A∞;

3. uma sucessão (uk)k≥1 de elementos de A+ converge para um elemento (x, y) de AZ
−
×AZ

+
0

se e só se (ik(uk))k≥1 converge para y em ΩAK e (tk(uk))k≥1 converge para x em ΩAD;

4. o semigrupo A+ é um subsemigrupo de A∞;

5. para quaisquer w ∈ A+, x, x′ ∈ AZ
−

e y, y′ ∈ AZ
+
0 temos

(x, y) · w = (xw, y), w · (x, y) = (x,wy), (x, y) · (x′, y′) = (x′, y).

A função

χ : AZ → AZ
−
×AZ

+
0

z 7→
(
z]−∞,−1], z[0,+∞[

)
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é um homeomorfismo de espaços topológicos. Dado um elemento (x, y) de AZ
−
×AZ

+
0 , vamos

denotar χ−1(x, y) por x.y. De facto, vamos poder fazer um abuso de notação identificando
z com χ(z).

Se V é uma pseudovariedade contendo L I então a projecção de um elemento π de ΩAV

em ΩAL I será denotada por ←→π ; a projecção em ΩAK será denotada por −→π ; e a projecção
em ΩAK será denotada por ←−π . Reparemos que se π ∈ ΩAV \ A+ então ←→π =←−π .−→π .

Dada uma palavra u de A+, a sequência infinita à direita uuuuu . . . (que pode ser encarada

como um elemento de AZ
+
0 ) vai ser denotada por u+∞. Dualmente, a sequência infinita

à esquerda . . . uuuuu (encarada como um elemento de AZ
−
) vai ser denotada por u−∞.

Finalmente, u∞ denota u−∞.u+∞.

1.6.3 A pseudovariedade L Sl

Os próximos resultados generalizam a forma como uma palavra aparece como factor de um
produto finito de palavras finitas.

Lema 1.48 (cf. [AV06, Lema 8.2]). Seja V uma pseudovariedade que contém L Sl. Seja
X = {x1, . . . , xn} um alfabeto com n elementos. Seja A também um alfabeto finito. Con-
sideremos elementos w ∈ ΩXV e v1, . . . , vn ∈ ΩAV. Suponhamos que u é um factor finito
de wΩAV

(v1, . . . , vn). Então u é um factor de algum dos elementos vi ou w tem um factor
xi0xi1 · · · xikxik+1

(com xij ∈ X) tal que u factoriza-se como u = ui0vi1 · · · vikuik+1
onde ui0

é um sufixo de vi0 e uik+1
é um prefixo de vik+1

.

Lema 1.49 (cf. [AV06, Lema 7.1]). Seja V uma pseudovariedade que contém L Sl. Sejam w
um elemento de ΩAV e u um factor finito de w. Se não existe a ∈ A tal que ua é um factor
de w então w = vu para algum v ∈ (ΩAV)1; e se não existe a ∈ A tal que au é um factor de
w então w = uv para algum v ∈ ΩAV.

Os dois lemas precedentes têm em [AV06] uma demonstração para o caso em que V = S,
mas conforme também é observado em [AV06, Observação 8.3], essa demonstração também
é válida para qualquer pseudovariedade que contém L Sl, graças ao Teorema 1.33.

Corolário 1.50. Consideremos uma pseudovariedade V contendo L Sl. Sejam p, s, f ∈ ΩAV

com f idempotente. Se u é um factor finito de pfs então u é um factor de pf ou de fs.

Demonstração. Basta no Lema 1.48 tomar B = {x1, x2}, w = x1x2, v1 = pf e v2 = fs.

Proposição 1.51 ([Cos99, Proposição 3.1] e [Alm95, Secção 10.7]). Seja A um alfabeto
finito e sejam π, ρ ∈ ΩAL Sl. Então π = ρ se e só se F (π) = F (ρ) e ←→π =←→ρ .

1.7 Produtos semidirectos com D

1.7.1 Produto semidirecto de pseudovariedades

Exceptuando certos casos assinalados, os resultados mencionados nesta subsecção encontram-
-se presentes em [Alm95, Caṕıtulo 10].

Sejam S e T dois semigrupos. Dado um elemento t0 de T e um elemento f do semigrupo
ST

1
das funções de T 1 em S, denotemos por t0f a função de T 1 em S definida pela regra

t0f(t) = f(tt0), t ∈ T 1.
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Consideremos no conjunto ST
1
× T a seguinte operação binária:

(f1, t1) · (f2, t2) = (f1 ·
t1f2, t1t2).

Esta operação é associativa. O semigrupo definido por esta operação designa-se produto em
coroa entre S e T , e denota-se por S ◦ T .

Sejam V e W pseudovariedades de semigrupos. O produto semidirecto de V e W (denotado
por V ∗W) é a classe dos divisores dos semigrupos da forma S ◦ T com S ∈ V e T ∈W.

Proposição 1.52. Para quaisquer pseudovariedades V e W a classe V ∗W é uma pseudova-
riedade. O produto semidirecto de pseudovariedades de semigrupos é associativo, tem I como
elemento neutro, e respeita a ordem de inclusão.

Em geral V ∗W 6= W ∗ V. É imediato que V ∪W ⊆ V ∗W.

Lema 1.53. Seja W a união de uma cadeia ascendente

W1 ⊆W2 ⊆W3 ⊆ · · ·

de pseudovariedades. Então W é uma pseudovariedade e para qualquer pseudovariedade V

temos

V ∗W =
⋃

n≥1

V ∗Wn, W ∗ V =
⋃

n≥1

Wn ∗ V.

Proposição 1.54. Sejam n e m inteiros positivos e V uma pseudovariedade de semigrupos.
Então:

1. Dn ∗ Dm = Dn+m;
2. Dn ∗ D = D ∗ Dn = D ∗D = D;
3. se V * L I então Kn ⊆ V ∗ Dn;
4. se V * L I então V ∗D = V ∗L I;
5. L I = L I ∗ D.

Corolário 1.55. Seja V uma pseudovariedade de semigrupos. As seguintes condições são
equivalentes:

1. V = V ∗ D;
2. V = V ∗ Dn para todo o inteiro positivo n;
3. V = V ∗ Dn para algum inteiro positivo n.

Como D ∗ D = D, as soluções da equação V = V ∗ D na variável V são precisamente
as pseudovariedades da forma V ∗ D. Para qualquer pseudovariedade V de semigrupos ou
de monóides temos L V = (L V) ∗ D e V ∗ D ⊆ L V. Sabe-se que Com ∗ D 6= L Com

(cf. Exemplo 7.12). A partir desse facto pode-se concluir facilmente que não existe nenhuma
pseudovariedade V tal que Com ∗ D = L V.

1.7.2 Morfismos de sobreposição

Dados um alfabeto finito A e um inteiro positivo k, consideremos o alfabeto Ak cujas letras
são as palavras de A+ com comprimento k. Por uma questão de clareza, vamos representar
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um elemento w1 · · ·wn de (Ak)+ (com wi ∈ A
k) sob a forma 〈w1〉 · · · 〈wn〉. Para k ≥ 0 vamos

denotar por Φk a função

A+ → (Ak+1)∗

a1 · · · an 7→

{
1 se n ≤ k,

〈a[1,k+1]〉〈a[2,k+2]〉 · · · 〈a[n−k−1,n−1]〉〈a[n−k,n]〉 se n > k,

onde ai ∈ A e a[i,j] = aiai+1 · · · aj−1aj. Em geral Φk não é um homomorfismo de semigrupos
(embora o seja quando k = 0). Podemos dizer que a função Φk lê da esquerda para a direita
os factores consecutivos sobrepostos de comprimento k + 1 de uma palavra. Vamos de
seguida proceder a uma abstracção desta propriedade no contexto dos semigrupos profinitos
relativamente livres.

Seja V uma pseudovariedade que contém L I. Então ΩAV = A+ e podemos definir em
ΩAV as funções in e tn. Sejam S um subsemigrupo de ΩAV, T um semigrupo, e k um inteiro
não negativo. Uma função ψ de S em T 1 diz-se um morfismo de sobreposição de janela k+1
se as seguintes condições forem satisfeitas:

• ψ(w) = 1 se e só se |w| ≤ k;

• ψ(uv) = ψ(u) · ψ(tk(u)v) = ψ(u ik(v)) · ψ(v), para quaisquer u, v ∈ S.

Em geral ψ não é um homomorfismo de semigrupos (embora o seja quando k = 0). Con-
tudo, os morfismos de sobreposição partilham algumas propriedades com os homomorfismos
de semigrupos:

Lema 1.56. Seja V uma pseudovariedade que contém L I. Sejam S um subsemigrupo de
ΩAV, T um semigrupo e ψ : S → T 1 um morfismo de sobreposição de janela k + 1. Então:

1. Para qualquer K ∈ {J ,R,L} e u, v ∈ S, se u ≤K v então ψ(u) ≤K ψ(v).

2. Se w é um elemento regular de S então ψ(w) é um elemento regular de T .

3. Se w é um elemento limitado por idempotentes de S então ψ(w) é um elemento limitado
por idempotentes de T .

Demonstração. Suponhamos que u ≤J v. Então u = xvy para alguns x, y ∈ S1. Logo

ψ(u) = ψ(xv) · ψ(t2k(xv)y) = ψ(xi2k(v)) · ψ(v) · ψ(t2k(xv)y).

Então ψ(u) ≤J ψ(v). A demonstração para as relações R e L é similar.
Se w é um elemento regular de S então w = wxw para algum x. Logo

ψ(w) = ψ(wxw) = ψ(w) · ψ(t2k(w)xw) = ψ(w) · ψ(t2k(w)x i2k(w)) · ψ(w),

o que mostra que ψ(w) é regular. Como w /∈ A+, temos ψ(w) 6= 1, ou seja, ψ(w) ∈ T .
Sejam e e f idempotentes tais que w = ewf . Então

ψ(w) = ψ(e i2k(e)) · ψ(w) · ψ(t2k(f)f);

ψ(e i2k(e)) = ψ(e · e i2k(e)) = ψ(e i2k(e)) · ψ(e i2k(e));

ψ(t2k(f)f) = ψ(t2k(f)f · f) = ψ(t2k(f)f) · ψ(t2k(f)f).

Logo ψ(w) é limitada pelos idempotentes ψ(e i2k(e)) e ψ(t2k(f)f), que são efectivamente
elementos de T porque tanto e i2k(e) como t2k(f)f têm comprimento infinito.

50



A função Φk é um morfismo de sobreposição de janela k+1. Em [Alm95, Lema 10.6.11] é
provado que existe uma única extensão cont́ınua ΩAS→ (ΩAk+1S)1 de Φk, a qual também é
denotada por Φk. Por continuidade, esta extensão também é um morfismo de sobreposição
de janela k + 1.

A função Φk está estreitamente relacionada com os produtos semidirectos com Dk, como
atestam os dois teoremas que se seguem.

Teorema 1.57 ([Str85]; essencialmente com este enunciado em [BP91]). Seja V uma pseu-
dovariedade de semigrupos tal que V * L I. Denotemos por V e por Wk as variedades
de linguagens que correspondem a V e V ∗ Dk, respectivamente. Uma linguagem L de A+

pertence a WkA
+ se e só se pertence ao fecho Booleano do conjunto de linguagens da forma

Φ−1
k (K), onde K ∈ V(Ak+1)+, e da forma {u}, pA∗, A∗s, com u ∈ A<k e p, s ∈ Ak.

A demonstração da caracterização das linguagens localmente testáveis enunciada no Teo-
rema 1.33 decompõe-se em duas partes. Numa parte aplica-se o Teorema 1.57 para provar
que as linguagens localmente testáveis são aquelas cujo semigrupo sintáctico pertence a
Sl ∗ D. Na outra parte demonstra-se que Sl ∗ D = L Sl. É desta segunda parte que surge o
algoritmo que decide se uma linguagem é localmente testável ou não, uma vez que se pode
decidir se um semigrupo pertence a L Sl ou não.

Teorema 1.58 ([Alm95, Teorema 10.6.12]). Seja V uma pseudovariedade de semigrupos
tal que V * L I ou V = L I. A pseudoidentidade u = v é satisfeita por V ∗ Dk se e só se
ik(u) = ik(v), tk(u) = tk(v) e V satisfaz a pseudoidentidade Φk(u) = Φk(v).

Em [Alm95, Teorema 10.6.12] não é considerado o caso V = L I no Teorema 1.58, mas
como L I = L I ∗ D o resultado é válido nesse caso: com efeito a pseudoidentidade u = v é
satisfeita por L I se e só se u e v são iguais ou se u e v são pseudopalavras infinitas tais que
←→u =←→v .

Convém em seguida ter presentes as observações que se fizeram no parágrafo que se segue
ao Corolário 1.55 a respeito das pseudovariedades da forma V ∗ D.

Proposição 1.59. Seja V uma pseudovariedade de semigrupos tal que L I ⊆ V e V = V ∗D.
A correspondência

ΦV
k : ΩAV → (ΩAk+1V)1

pV(u) 7→ pV(Φk(u)), u ∈ ΩAS,

está bem definida e é um morfismo cont́ınuo de sobreposição de janela k + 1.

Demonstração. Suponhamos que pV(u) = pV(v). Tal significa que a pseudovariedade V

satisfaz a pseudoidentidade u = v, pelo Teorema 1.44. Ora

V = V ∗ D = V ∗ D ∗ Dk = V ∗Dk,

logo V satisfaz Φk(u) = Φk(v), pelo Teorema 1.58. Ou seja, pV(Φk(u)) = pV(Φk(v)). Isto
mostra que ΦV

k está bem definida. Uma vez que ΦV
k ◦ pV = pV ◦ Φk é uma função cont́ınua,

pelo Teorema 1.6 a função ΦV
k é cont́ınua. O facto de que ΦV

k é um morfismo cont́ınuo
de sobreposição de janela k + 1 é imediatamente herdado de Φk, uma vez que A+ é denso
em ΩAS.

Proposição 1.60. Seja V uma pseudovariedade de semigrupos tal que L I ⊆ V e V = V ∗D.
Sejam π, ρ ∈ ΩAV e u, v ∈ A+ tais que uπ = vρ ou πu = ρv. Se |u| = |v| então π = ρ e
u = v.
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Demonstração. Suponhamos que uπ = vρ e que |u| = |v| = k. Então

u = ik(uπ) = ik(vρ) = v.

Seja ζ o único homomorfismo cont́ınuo de ΩAk+1V em ΩAV que estende a função

Ak+1 → A
w 7→ t1(w).

Seja x = x1 · · · xn ∈ A
+, com xi ∈ A e n ≥ k + 1. Então

ζ ◦ΦV
k (x) = ζ

(
〈x[1,k+1]〉〈x[2,k+2]〉 · · · 〈x[n−k−1,n−1]〉〈x[n−k,n]〉

)
= x[k+1,n].

Logo ζ ◦ΦV
k (uw) = w para qualquer w ∈ A+. Como A+ é denso em ΩAV e ζ ◦ΦV

k é cont́ınua,
segue que ζ ◦ ΦV

k (uw) = w para todo w ∈ ΩAV. Portanto,

π = ζ ◦ΦV
k (uπ) = ζ ◦ΦV

k (uρ) = ρ.

O caso πu = ρv é análogo.

Pode-se dizer que é no próximo lema que reside o âmago da atenção que os elementos
limitados por idempotentes receberão ao longo de toda esta monografia, na medida em
que nos assegura que cortando prefixos ou sufixos finitos de uma pseudopalavra limitada por
idempotentes, o factor remanescente permanece na mesma J -classe. Conclui-se então, tendo
em conta o Lema 1.27, que esta é mesmo uma propriedade que caracteriza as pseudopalavras
limitadas por idempotentes.

Lema 1.61. Seja V uma pseudovariedade de semigrupos tal que L I ⊆ V e V = V ∗D. Seja
π um elemento de ΩAV limitado por idempotentes. Seja ρ um elemento de ΩAV tal que
π = xρy para algumas palavras x, y de A∗. Então π e ρ são J -equivalentes.

Demonstração. Queremos mostrar que π é um factor de ρ. Sejam e e f idempotentes de
ΩAV tais que π = eπf . Como eπf = xρy, temos i|x|(e) = x e t|y|(f) = y. Logo existem

elementos e0 e f0 de ΩAV tais que e = xe0 e f = f0y, donde xe0πf0y = xρy. Logo e0πf0 = ρ,
pela Proposição 1.60.

O próximo lema é uma espécie de rećıproco do Lema 1.61: acrescentado certos prefixos
ou sufixos não sáımos da J -classe.

Lema 1.62. Seja S um semigrupo. Seja π um elemento de S tal que π = eπf para alguns
idempotentes e e f de S. Se s é um sufixo de e e p é um prefixo de f então π e sπp são
J -equivalentes.

Demonstração. Queremos mostrar que sπp é um factor de π. Sejam e0 e f0 tais que e = e0s
e f = pf0. Então π = e0(sπp)f0.
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Caṕıtulo 2

Sistemas dinâmicos simbólicos

2.1 Conceitos básicos

Seja A um alfabeto finito. A translação de sequências de letras de A indexadas por elementos
de Z é a função de AZ em AZ que envia (xi)i∈Z em (xi+1)i∈Z. Esta função é denotada por
σA, ou simplesmente σ. A função σA é um homeomorfismo. A relação entre elementos de
AZ definida por

x ∼σ y ⇔ ∃n ∈ Z : x = σn(y).

é uma relação de equivalência. A classe de equivalência de x relativamente a ∼σ denomina-
se órbita de x, e é denotada por O(x).

Um sistema dinâmico simbólico (ou mais abreviadamente, um sistema simbólico) de AZ é
um subespaço fechado não vazio X de AZ tal que σ(X ) ⊆ X e σ−1(X ) ⊆ X (ou dito de outro
modo, tal que X contém as órbitas dos seus elementos). O sistema é “dinâmico” porque é
descrito pela dinâmica da translação, e as letras de A são os śımbolos que justificam o uso
da designação de sistema “simbólico”.

Um sistema simbólico da forma AZ é referido como sendo um sistema simbólico pleno.
De agora em diante todos os alfabetos são considerados como sendo finitos, a menos que

algo seja dito em sentido contrário.

2.1.1 Sistemas simbólicos vistos como linguagens

Um subconjunto K de um semigrupo T diz-se factorial se K contém os factores dos seus
elementos. Uma linguagem L de A+ diz-se prolongável se para qualquer u ∈ L existem
a, b ∈ A tais que au, ub ∈ L.

A linguagem de um elemento x de AZ é o conjunto L(x) = {x[k,k+n] : k ∈ Z, n ≥ 0}.

A linguagem de um subconjunto Y de AZ é o conjunto L(Y ) =
⋃
x∈Y L(x). Observemos

que L(Y ) = L(Y ). Os elementos de L(x) e de L(Y ) são os factores ou blocos de x e de
Y , respectivamente. Se n é um inteiro positivo então L(Y ) ∩ An é denotado por Ln(Y ). O
conjunto L1(Y ) é referido como sendo o alfabeto de Y .

Proposição 2.1 ([LM96, Teorema 6.1.21]). Um subconjunto X de AZ é um sistema simbólico
se e só se existe um subconjunto W de A+ tal que L(X ) = A+ \ A∗WA∗.

A definição de sistema simbólico que introduzimos é a que se encontra em [Béa93]. A
Proposição 2.1 fornece uma definição alternativa, que é aquela que é introduzida em [LM96].
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Uma outra caracterização dos sistema simbólico, que será de importância capital para
esta trabalho, consiste em encará-los de acordo com a seguinte proposição como linguagens
factoriais prolongáveis.

Proposição 2.2 ([LM96, Proposição 1.3.4]). Fixemos um alfabeto A. A correspondência
X → L(X ) entre o conjunto dos sistemas simbólicos de AZ e o conjunto das linguagens
factoriais prolongáveis não vazias de A+ é uma bijecção.

A Proposição 2.2 leva-nos a adoptar a seguinte convenção: dado um operador O definido
na classe das linguagens, usaremos a notação O(X ) no lugar de O(L(X )). Assim, por
exemplo, o semigrupo sintáctico de L(X ) será denotado por S(X ), no lugar de S(L(X )), e
será referido como sendo o semigrupo sintáctico de X ; e o homomorfismo δL(X ) será denotado
mais simplesmente por δX .

Apresentamos de seguida um critério para a pertença de uma sequência a um sistema
simbólico.

Proposição 2.3 ([LM96, Corolário 1.3.5]). Se X é um sistema simbólico de AZ então X =
{x ∈ AZ : L(x) ⊆ L(X )}.

Corolário 2.4. Se X e Y são sistemas simbólicos de AZ então X ⊆ Y se e só se L(X ) ⊆
L(Y).

A Proposição 2.1 serve de motivação para definir um sistema simbólico X de AZ como
sendo de tipo finito se existir um subconjunto finito W de A+ tal que L(X ) = A+ \A∗WA∗.
Um sistema simbólico diz-se sófico se L(X ) for racional. Os sistemas simbólicos de tipo finito
são portanto sóficos. A próxima proposição fornece uma outra caracterização dos sistemas
simbólicos de tipo finito (veja-se [LM96, Teorema 2.1.8] para uma demonstração).

Proposição 2.5 (Teorema 2.1.8). Um sistema simbólico X é de tipo finito se e só se existe
um inteiro positivo n tal que se uv, vw ∈ L(X ) e |v| ≥ n então uvw ∈ L(X ).

Uma linguagem L de A+ diz-se irredut́ıvel se para todo u, v ∈ L existe w ∈ A∗ tal
que uwv ∈ L, e diz-se misturada se para quaisquer u, v ∈ L existe um inteiro N tal
que se n ≥ N então existe w ∈ An para o qual uwv ∈ L. Um sistema simbólico X de
AZ diz-se irredut́ıvel (respectivamente misturado) se L(X ) for uma linguagem irredut́ıvel
(respectivamente misturada).

Um sistema simbólico X diz-se minimal se X for o único sistema simbólico contido em X .
Dado um sistema simbólico Z, a intersecção de uma cadeia de sistemas simbólicos contidos
em Z ainda é um sistema simbólico contido em Z. Então pelo Lema de Zorn qualquer
sistema simbólico contém algum sistema simbólico minimal.

Vamos de seguida expor a caracterização dos sistemas simbólicos minimais por meio das
suas linguagens. Uma palavra u diz-se uniformemente recorrente em L se existir um inteiro
N tal que u é factor de qualquer palavra v de comprimento maior do que N pertencente
a L. Uma linguagem L diz-se uniformemente recorrente se todos os seus elementos forem
uniformemente recorrentes em L.

Proposição 2.6 ([HM38, Teorema 7.2]1). Um sistema simbólico X é minimal se e só se
L(X ) é uniformemente recorrente.

Em particular, um sistema simbólico minimal é irredut́ıvel.

1Em [HM38, Teorema 7.2] é utilizada a expressão “recorrente” no lugar de “uniformemente recorrente ”;
mais tarde estas expressões adquiriram significados distintos (ver comentários em [LM96, Secção 13.7]).
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2.1.2 Codificações

Uma codificação de um sistema simbólico X de AZ num sistema simbólico Y de BZ é uma
função cont́ınua G : X → Y tal que G ◦ σA = σB ◦ G. Os conjuntos G(X ) e G−1(Y) são
sistemas simbólicos. A codificação G diz-se uma conjugação se for um homeomorfismo; um
automorfismo de X é uma conjugação de X em X . A identidade em X e a restrição de σA
a X são automorfismos de X . A composta de codificações ainda é uma codificação.

É claro que a inversa de uma conjugação ainda é uma conjugação. Dois sistemas simbólicos
dizem-se conjugados se existir alguma conjugação entre eles. As conjugações entre sistemas
simbólicos são precisamente aquelas funções que preservam as suas propriedades dinâmico-
topológicas, pelo que a classificação dos sistemas simbólicos consiste em descrever as suas
classes de conjugação.

A classe dos sistemas simbólicos de tipo finito é fechada para a conjugação [LM96, Pro-
posição 2.1.10]. A imagem de um sistema simbólico irredut́ıvel (respectivamente misturado)
por uma codificação é um sistema simbólico irredut́ıvel (respectivamente misturado).

Vamos agora apresentar uma caracterização muito útil das codificações entre sistemas
simbólicos. Sejam A e B dois alfabetos, e sejam n,m dois inteiros tais que m + n ≥ 0.
Consideremos uma função g : Am+n+1 → B. Sejam X e Y sistemas simbólicos de AZ e de
BZ, respectivamente. Uma função G : X → Y é uma codificação por janela deslizante com
função de blocos g, memória m e antecipação n se G(x)i = g(x[i−m,i+n]) para quaisquer

x ∈ X e i ∈ Z. Nesse caso podemos denotar G por g[−m,n] : X → Y, ou simplesmente
g[−m,n], quando não houver necessidade que X e Y sejam explicitados. Reparemos que para
a descrição de G só é relevante o valor que g assume nos elementos de Lm+n+1(X ). O número
m+ n+ 1 é designado por janela de G. A figura 2.1 ilustra a acção de uma codificação por
janela deslizante numa sequência x, transformando-a numa sequência y.

. . . xi−3 xi−2xi−1xixi+1

g

y

xi+2xi+3 . . .

. . . yi−1 yi yi+1yi+2 . . .

Figura 2.1: Codificação com função de blocos g, memória 2 e antecipação 1.

Teorema 2.7 ([Hed69]). As codificações entre sistemas simbólicos são precisamente as
codificações por janela deslizante.

Diremos que uma codificação entre dois sistemas simbólicos é unitária se for uma codifi-
cação por janela deslizante com memória e antecipação zero.

Vamos agora observar como os morfismos de sobreposição Φk nos permitem “recodificar”
o domı́nio de uma codificação de modo a transformarmo-la numa codificação unitária.
Consideremos uma codificação G : X → Y, onde X e Y são sistemas simbólicos de AZ

e de BZ, respectivamente. Suponhamos que G tem uma função de blocos g com memória m

e antecipação n. Denotemos por X [−m,n] o sistema simbólico de (Am+n+1)
Z

que é a imagem

de X pela codificação Φ
[−m,n]
m+n : AZ → (Am+n+1)

Z
. Note-se que Φ

[−m,n]
m+n é injectiva. Como

G(x) =
(
g(x[i−m,i+n])

)
i∈Z

=
(
g
(
Φ

[−m,n]
m+n (x[i−m,i+n])

))
i∈Z

,
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a função
G′ : X [−m,n] → Y

Φ
[−m,n]
m+n (x) 7→ G(x), x ∈ X .

(2.1)

é uma codificação unitária tendo g como função de blocos.

Proposição 2.8. Para qualquer codificação G : X → Y entre dois sistemas simbólicos
existem codificações unitárias G1 e G2 tais que G1 é uma conjugação e G = G2 ◦G

−1
1 .

Demonstração. Seja g uma função de blocos deG, com memóriam e antecipação n. Conside-

remos a conjugação canónica G0 : X → X [−m,n] (ou seja, G0(x) = Φ
[−m,n]
m+n (x), para qualquer

x ∈ X ). Consideremos a codificação unitária G′ definida em 2.1. Então G = G′ ◦ G0. A
inversa de G0 é uma codificação unitária; com efeito, a função

〈x−mx−(m−1) . . . xn−1xn〉 7→ x0, onde xi é uma letra do alfabeto de X ,

é uma função de blocos de G−1
0 com memória e antecipação zero.

2.1.3 Conjugação ulterior

Seja γn : AZ → (An)Z a função definida por γn(x)i = x[in,in+n−1]. A função γn é um
homeomorfismo e satisfaz γn ◦ σ

n
A = σAn ◦ γn. Em geral γn não é uma conjugação. Se

X é um sistema simbólico de AZ então γn(X ) é um sistema simbólico de (An)Z [LM96,
Proposição 1.4.6], o qual é denotado por X n e designado como sendo a n-ésima potência de
X . Dois sistemas simbólicos X e Y dizem-se ulteriormente conjugados se existir um inteiro
positivo k tal que para todo n ≥ k os sistemas simbólicos X n e Yn são conjugados. Dois
sistemas simbólicos conjugados são obviamente ulteriormente conjugados, mas o rećıproco
não é verdadeiro: Kim e Roush encontraram exemplos de sistemas simbólicos de tipo
finito ulteriormente conjugados mas não conjugados [KR92, KR99]. As classes de sistemas
simbólicos habitualmente estudadas (sistemas simbólicos sóficos, de tipo finito, irredut́ıveis,
ou misturados, por exemplo) são fechadas para a conjugação ulterior.

2.1.4 Conjugação de codificações

Um morfismo entre duas codificações G : X → Y eH : Z → T é um par (ϕ,ψ) de codificações
ϕ : X → Z e ψ : Y → T tais que g ◦G = ψ ◦f , ou seja, tais que o seguinte diagrama comuta:

X

G
��

ϕ
// Z

H
��

Y
ψ

// T

Se além do mais ϕ e ψ forem conjugações então dizemos que (ϕ,ψ) é um conjugação de
codificações. Duas codificações dizem-se conjugadas se existir um conjugação entre elas.
As codificações G : X → Y e H : Z → T dizem-se ulteriormente conjugadas se existir
um inteiro positivo N tal que para todo n ≥ N as codificações γn ◦ G ◦ γ

−1
n : X n →

Yn e γn ◦ H ◦ γ
−1
n : Zn → T n são conjugadas. Reparemos que se duas codificações são

(ulteriormente) conjugadas então os seus domı́nios são (ulteriormente) conjugados, bem como
as suas imagens.
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2.2 Sistemas simbólicos sóficos

Seja X um sistema simbólico de tipo finito. Então existe um subconjunto finito W de A+ tal
que L(X ) = A+ \A∗WA∗. Existe um inteiro positivo n tal que todos os elementos de W têm
comprimento menor ou igual a n. Pela Proposição 2.3 temos X = {x ∈ AZ : Ln(x) ⊆ L(X )}.
Dizemos então que X é de tipo finito com passo n− 1.

Seja G um grafo. Um caminho bi-infinito de G é uma sequência (ei)i∈Z tal que ei e ei+1

são arestas consecutivas, para qualquer i ∈ Z. O conjunto dos caminhos bi-infinitos de G é
denotado por XG

2. Um grafo essencial não vazio H possui caminhos bi-infinitos. O conjunto
XH dos seus caminhos bi-infinitos é um sistema simbólico de tipo finito com passo 1 de EZ

H.
Com efeito, se W for o conjunto {ef ∈ E+

H : e, f ∈ EH e ω(e) 6= α(f)} então L(XG) é a
linguagem factorial prolongável E+

H \E
∗
HWE∗

H. Grafos essenciais isomorfos definem sistemas
simbólicos isomorfos. O sistema simbólico XG é o sistema simbólico das arestas do grafo G.

A parte essencial de um grafo G é o maior subgrafo H de G que contém os vértices que
estão na imagem de ambas as funções de incidência; observemos que XG = XH.

Suponhamos que X é um sistema simbólico de AZ. O grafo de De Bruijn de ordem n de
X é o grafo Σn(X ) = (Ln(X ), Ln+1(X ), α, ω) tal que

α(a1a2 . . . anan+1) = a1a2 . . . an e ω(a1a2 . . . anan+1) = a2 . . . anan+1.

O grafo Σn(X ) é essencial.

Proposição 2.9 (cf. [LM96, Teorema 2.3.2]). Se X é um sistema simbólico de tipo finito
com passo n então X [0,n] = XΣn(X ).

Demonstração. Como X tem passo n, temos X = {x ∈ AZ : Ln+1(x) ⊆ L(X )}. Por outro

lado, pela definição de XΣn(X ) temos XΣn(X ) = Φ
[0,n]
n

(
{x ∈ AZ : Ln+1(x) ⊆ L(X )}

)
.

Seja (G, λ) um grafo etiquetado sobre o alfabeto A. Vamos denotar por λ∗ a função de
XG em AZ que envia uma sequência (ei)i∈Z em (λ(ei))i∈Z. A função λ∗ é uma codificação
unitária (tendo λ como função de blocos).

A próxima proposição sintetiza alguns resultados elementares sobre sistemas simbólicos
sóficos, que encontrámos por exemplo dispersos pelas duas primeiras secções do terceiro
caṕıtulo de [LM96]. A sua demonstração é inclúıda aqui por entendermos ser útil ao bom
entendimento do conteúdo desta monografia.

Proposição 2.10. Seja Y um sistema simbólico de AZ. As condições seguintes são equiva-
lentes:

1. o sistema simbólico Y é sófico;
2. a linguagem L(Y) é reconhecida por um grafo etiquetado essencial;
3. o sistema simbólico Y é a imagem de uma codificação com domı́nio num sistema

simbólico de tipo finito;
4. o sistema simbólico Y é a imagem de uma codificação unitária com domı́nio num

sistema simbólico de tipo finito.

Demonstração. (1)⇒(2): Como Y é sófico, a linguagem L(Y) é reconhecida por algum
autómato A = (V,A, τ, I, F ). Como L(Y) é factorial, então também é reconhecida por

2Poder-se-ia esperar que fosse escolhida a notação XG no lugar de XG, mas decidimos seguir a convenção
adoptada em [LM96] e explicada no parágrafo anterior ao Exemplo 1.2.2 desse livro.
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B = (V,A, τ, V, V ), o autómato que se obtém de A passando a considerar todos os estados
como finais e iniciais. Como L(Y) é prolongável, também é reconhecido pela parte essencial
de B, a qual encaramos como um grafo etiquetado essencial.

(2)⇒(3): Se L(Y) é reconhecida pelo grafo etiquetado essencial (G, λ) então L(λ∗(XG)) =
L(Y), donde λ∗(XG) = Y pela Proposição 2.2.

(3)⇒(4): Seja Ψ : X → Y uma codificação sobrejectiva tal que X é um sistema simbólico
de tipo finito de BZ. Pela Proposição 2.8, existe um sistema simbólico Z conjugado de X e
uma codificação unitária sobrejectiva Ψ′ : Z → Y. O sistema simbólico Z é de tipo finito,
uma vez que a classe dos sistemas simbólicos de tipo finito é fechada para a conjugação.

(4)⇒(1): Suponhamos que Λ : X → Y é uma codificação unitária sobrejectiva com
função de blocos λ e tal que X é um sistema simbólico de tipo finito com passo n. Pela
Proposição 2.9, o grafo de De Bruijn de ordem n etiquetado pela função

x1 · · · xnxn+1 7→ λ(x1), onde xi é uma letra do alfabeto de X ,

reconhece L(Y), e é essencial.

Uma apresentação de um sistema simbólico sófico Y é um grafo etiquetado (G, λ) essencial
que reconhece L(Y); dizemos então que (G, λ) apresenta Y e que a codificação λ∗ : XG → Y
é uma cobertura de Y.

2.2.1 As apresentações de Krieger e de Fischer

Seja X um sistema simbólico sófico de AZ. Seja R o autómato minimal à direita de L(X ),
conforme foi definido na Secção 1.3. Recordemos que se u ∈ A∗ então

R(u) = {w ∈ A∗ |uw ∈ L(X )}.

Se x ∈ AZ
−

então

· · · ⊆ R(x[−n−1,−1]) ⊆ R(x[−n,−1]) ⊆ · · · ⊆ R(x−2x−1) ⊆ R(x−1). (2.2)

Como X é sófico, o autómato R é finito, pelo que a cadeia (2.2) estabiliza. Para cada x ∈ AZ
−

seja Nx um inteiro positivo tal que

n ≥ Nx ⇒ R(x[−n,−1]) = R(x[−Nx,−1]).

Denotemos por s(x) o estado R(x[−Nx,−1]). Como R(u) ⊆ R(v) implica R(ua) ⊆ R(va),
conclúımos que s(x) · a = s(xa). Um K-estado de R é um estado da forma s(x) para algum
x ∈ AZ

−
. Não sabemos se a proposição seguinte (de fácil demonstração) foi alguma vez

mencionada na literatura.

Proposição 2.11. Os K-estados de R são os estados descendentes em R dos elementos do
conjunto

I = {R(1) · δX (u) |u ∈ A+ e δX (u) é idempotente}.

Demonstração. Seja u ∈ A+ tal que δX (u) é idempotente. Então

R(1) · δX (u) = R(1) · δX (u)n = R(un)

para qualquer inteiro positivo n. Portanto s(u−∞) = R(1) · δX (u). Logo os elementos de I
são K-estados. Como s(x) ·a = s(xa), os descendentes de K-estados também são K-estados.
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Reciprocamente, seja x ∈ AZ
−
. Como S(X ) é finito, existem inteiros positivos n e m tais

que m > n > Nx e δX (x[−n,−1]) = δX (x[−m,−1]). Como n > Nx, temos

s(x) = R(1) · δX (x[−n,−1]) (2.3)

Seja t = δX (x[−m,−(n+1)]). Então δX (x[−n,−1]) = t · δX (x[−n,−1]), pelo que δX (x[−n,−1]) =
tω · δX (x[−n,−1]). Logo, por (2.3), temos

s(x) = (R(1) · tω) · δX (x[−n,−1])

Ora R(1) · tω ∈ I, pelo que s(x) é descendente de um estado de I.

O futuro em X de uma sequência x de AZ
−

é o conjunto

f(x) = {y ∈ AZ
+
0 : x.y ∈ X}.

Consideremos o grafo etiquetado resolvente e completo Fut(X ) definido do seguinte modo:

• o conjunto de estados de Fut(X ) é o conjunto {f(x) |x ∈ AZ
−
};

• f(x) · a = f(xa), para quaisquer x ∈ AZ
−
, a ∈ A.

Lema 2.12. Sejam x, y ∈ AZ. A seguinte condição é verdadeira:

f(x) ⊆ f(y)⇔ s(x) ⊆ s(y).

Demonstração. Suponhamos que f(x) ⊆ f(y). Seja u ∈ s(x). Então para todo o inteiro m

maior do que Nx temos u ∈ R(x[−m,−1]). Logo existem p(m) ∈ AZ
−

e q(m) ∈ AZ
+
0 tais que

z(m) = p(m)x[−m,−1].uq
(m) ∈ X . A sucessão (z(m))m tem alguma subsucessão convergente

para um elemento z de X . Ora, necessariamente z = x.uq para algum q ∈ AZ
+
0 . Como

f(x) ⊆ f(y), temos y.uq ∈ AZ
+
0 . Em particular, y[−Ny,−1]u ∈ L(X ), ou seja, u ∈ s(y). Logo

s(x) ⊆ s(y).
Reciprocamente, suponhamos que s(x) ⊆ s(y). Seja z ∈ f(x). Então, para todo o inteiro

positivo m temos x[−Nx,−1]z[0,m] ∈ L(X ), ou seja, z[0,m] ∈ s(x). Por hipótese e pela definição
de Ny, temos y[−n,−1]z[0,m] ∈ L(X ) para todo o inteiro positivo n maior do que Ny. Como
m é um inteiro positivo arbitrário, conclúımos que y.z ∈ X , pelo que z ∈ f(y).

Consequentemente, a seguinte correspondência

ψ : VFut(X ) → VR
f(x) 7→ s(x), x ∈ AZ

−
.

é uma função e é injectiva. Sejam x ∈ AZ
−

e a ∈ A. Seja N ≥ max{Nxa,Nx + 1}. Então

ψ(f(x) · a) = ψ(f(xa)) = R((xa)[−N,−1]) = R(x[−(N−1),−1]) · a = ψ(f(x)) · a.

Logo ψ define um homomorfismo de grafos etiquetados. Os K-estados são precisamente
os elementos de ψ(VFut(X )). Seja fut(X ) o grafo etiquetado que se obtém de Fut(X ) pela
eliminação do estado ∅. Seja K(X ) o grafo etiquetado que se obtém de R pela eliminação
do estado ∅ e de todos os estados que não são K-estados. Como ψ(∅) = ∅ e ψ é um
homomorfismo injectivo de grafos etiquetados, conclúımos que fut(X ) e K(X ) são grafos
etiquetados isomorfos. O grafo etiquetado K(X ) é a apresentação direita de Krieger de X .
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Em [Jon96c, Secção 9] é afirmado que a cobertura direita de Krieger de um sistema sófico
X é o subgrafo etiquetado essencial maximal do autómato minimal de L(X ). Esta afirmação
é falsa, e isso é atestado no exemplo no final da Secção 5 de [Nas86].

Se X for um sistema simbólico sófico irredut́ıvel de AZ, então a apresentação direita
de Krieger de X possui uma única componente fortemente conexa terminal, a qual é uma
apresentação de X , designada como a apresentação direita de Fischer de X [Bea85, Fis75]. É
claro que, reciprocamente, um sistema simbólico apresentado por um grafo fortemente conexo
é irredut́ıvel. A apresentação direita de Fischer de X é o único grafo etiquetado resolvente,
fortemente conexo e reduzido que apresenta X [Fis75]. As apresentações esquerdas de
Krieger e de Fischer de X definem-se dualmente. Elas são respectivamente o reverso das
apresentações direitas de Krieger e de Fischer daquilo que a chamamos reverso de X , e que
é o sistema simbólico X T = {(xi)i∈Z | (x−i)i∈Z ∈ A

Z}. Reparemos que (XG)T = XGT , onde
G é um grafo etiquetado. Em geral, os duais dos resultados sobre as apresentações direitas
não serão explicitados.

2.2.2 Semigrupo sintáctico

Proposição 2.13. Seja X um sistema simbólico sófico. Seja τ o homomorfismo de transição
de K(X ). Então a função

Θ : S(X ) → τ(A+)
δX (u) 7→ τ(u), u ∈ A+

está bem definida e é um isomorfismo de semigrupos.

Demonstração. Como K(X ) é um subgrafo etiquetado de R(X ), é claro que δX (u) = δX (v)
implica τ(u) = τ(v). Logo Θ é uma função bem definida, e é claro que é um homomorfismo
sobrejectivo. Resta-nos mostrar que é injectivo. Suponhamos que τ(u) = τ(v). Seja w ∈ A∗.
Então

x ∈ R(wu)⇔ wux ∈ L(X )

⇔ [∃p ∈ AZ
−

∃q ∈ AZ
+
0 : pwu.xq ∈ X ]

⇔ [∃p ∈ AZ
−

∃q ∈ AZ
+
0 : xq ∈ f(pwu) ∈ X ]

⇔ [∃p ∈ AZ
−

∃q ∈ AZ
+
0 : xq ∈ f(pwv) ∈ X ]

⇔ [∃p ∈ AZ
−

∃q ∈ AZ
+
0 : pwv.xq ∈ X ]

⇔ wvx ∈ L(X )

⇔ x ∈ R(wv).

Logo R(w) · u = R(w) · v. Como w é arbitrário, conclúımos que δX (u) = δX (v).

Proposição 2.14. Seja X um sistema simbólico sófico irredut́ıvel de AZ. Seja ζ o homo-
morfismo de transição de F(X ). Então a função

Ψ : SA+(X ) → ζ(A+)
δX (u) 7→ ζ(u), u ∈ A+

está bem definida e é um isomorfismo de semigrupos.

60



Demonstração. Temos que mostrar que Ψ é uma função injectiva. Suponhamos que ζ(u) =
ζ(v). Seja w ∈ A∗. Seja x ∈ R(wu). Consideremos um elemento f de L(X ) tal que R(f)
é um estado de F(X ). Como X é irredut́ıvel, existe u0 ∈ L(X ) tal que fu0wux ∈ L(X ).
Logo x ∈ R(fu0wu) = R(f) · u0wu. Ora ζ(u) = ζ(v) implica ζ(u0wu) = ζ(u0wv), pelo que
R(f) · u0wu = R(f) · u0wv = R(fu0wv). Logo fu0wvx ∈ L(X ). Como L(X ) é factorial,
temos então wvx ∈ L(X ), ou seja x ∈ R(wv). Portanto R(w) · u ⊆ R(w) · v. Por simetria,
conclúımos que R(w) · u = R(w) · v. Logo δX (u) = δX (v).

Viremos a nossa atenção para as propriedades algébricas do semigrupo sintáctico de um
sistema simbólico sófico. Vamos começar com uma propriedade que vai mais além desse caso.

Proposição 2.15. Consideremos um semigrupo T . Se K é um subconjunto factorial de T
então ST (K) é um semigrupo com zero. Se K 6= T e w ∈ T então δK,T (w) = 0 se e só se
w /∈ K.

Demonstração. É claro que se CK,T (u) = ∅ então u = 1 · u · 1 /∈ K. Reciprocamente,
suponhamos que u ∈ T \ K. Como K é factorial, para qualquer (x, y) ∈ T 1 × T 1 temos
xuy /∈ K, pelo que (x, y) /∈ CK,T (u). Logo, para qualquer u ∈ T temos

u /∈ K ⇔ CK,T (u) = ∅.

Se K = T então ST (K) é o semigrupo trivial, e portanto é um semigrupo com zero. Vamos
portanto supor que K 6= T . Então podemos considerar um elemento u de T \K. Novamente
por K ser factorial, para qualquer v ∈ T temos vu, uv /∈ K, pelo que CK,T (uv) = CK,T (vu) =
CK,T (u) = ∅. Portanto δK,T (u)δK,T (v) = δK,T (v)δK,T (u) = δK,T (u), para qualquer v ∈ T .
Logo δK,T (u) é um zero de ST (K). Finalmente

δK,T (w) = δK,T (u)⇔ CK,T (w) = CK,T (u)⇔ CK,T (w) = ∅ ⇔ w /∈ K.

De acordo com a Observação feita na página 34, o semigrupo sintáctico SA+(X ) pode
depender do alfabeto A: por exemplo, SA+(AZ) é trivial, enquanto que se A $ B então
SB+(AZ) é o monóide U = {0, 1}. Por outro lado, se X não é um sistema simbólico pleno
então SA+(X ) = SB+(X ) para quaisquer alfabetos A e B tais que X ⊆ AZ e X ⊆ BZ, por
causa da Proposição 2.15. Logo nesse caso não há qualquer ambiguidade na notação S(X )
e a definição de semigrupo sintáctico de X não depende do alfabeto.

Enquanto que a Proposição 2.15 reflecte a ńıvel sintáctico o carácter factorial da linguagem
de um sistema simbólico, o próximo lema reflecte o facto de ela ser prolongável.

Lema 2.16 ([BH86, Jon96c]). Seja X um sistema simbólico de AZ. Se s ∈ SA+(X ) \ {0}
então existem r, t ∈ SA+(X ) tais que rst 6= 0.

Demonstração. Se s ∈ SA+(X ) \ {0} então existe u ∈ L(X ) tal que δX (u) = s. Como L(X )
é prolongável, existem a, b ∈ A tais que aub ∈ L(X ), pelo que δX (aub) 6= 0. Basta então
tomar r = δX (a) e s = δX (b).

Uma J -classe J de um semigrupo S com zero diz-se 0-minimal se J ⊆ S \ {0} e se os
elementos de S \ {0} forem J -minimais entre os elementos de S \ {0}. Uma J -classe diz-se
0-mı́nima se for a única J -classe 0-minimal.

Proposição 2.17. Seja X um sistema simbólico sófico de AZ diferente de AZ. As J -classes
0-minimais de SA+(X ) são limitadas por idempotentes.
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Demonstração. Suponhamos que s é um elemento de uma J -classe 0-minimal de SA+(X ).
Então existem r, t ∈ SA+(X ) tais que rst 6= 0. Logo rst ∈ [s]J , uma vez que rst ≤J s e [s]J
é 0-minimal. Portanto s ∈ SA+(X )1 rst SA+(X )1 ⊆ SA+(X ) s SA+(X ). Logo [s]J é limitada
por idempotentes, pelos Lemas 1.27 e 1.28.

Proposição 2.18 ([BH86]). Seja X um sistema simbólico de AZ diferente de AZ. O sistema
simbólico X é irredut́ıvel se e só se existe em SA+(X ) uma J -classe regular 0-mińıma.

Portanto a classe dos sistemas simbólicos irredut́ıveis fica caracterizada pelo semigrupo
sintáctico dos seus elementos Se X não é irredut́ıvel, então S(X ) pode ou não ter J -classes
0-mı́nimas (cf. Figura 2.2).
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*abcb
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Figura 2.2: Um sistema simbólico e o diagrama de Green do seu semigrupo sintáctico.

Dada uma linguagem L de A+, uma palavra v de A+ é constante para L se

uv, vw ∈ L⇒ uvw ∈ L para quaisquer v,w ∈ A∗.

Uma palavra diz-se sincronizante3 para L se pertencer a L e for constante para L. A relação
destas noções com as propriedades do semigrupo sintáctico foram investigadas por N. Jonoska
em [Jon96c, Jon96b, Jon98].

O rank de uma função parcial é o cardinal da sua imagem. É bem conhecido que elementos
J -equivalentes de um semigrupo de funções parciais têm o mesmo rank.

Proposição 2.19 (cf. [Jon98]). Sejam X um sistema simbólico e v um elemento de L(X ).
As seguintes condições são equivalentes:

1. v é sincronizante para L(X );
2. o rank de v na apresentação de Krieger de X é 1;
3. o rank de v em qualquer subgrafo etiquetado da apresentação de Krieger de X que

reconheça L(X ) é 1.

3Em [LM96, Exerćıcio 3.3.4] é usada a designação intrinsecamente sincronizante.
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A equivalência entre as primeira e segunda condições na Proposição 2.19 surge explici-
tamente em [Jon98], por exemplo, e a equivalência entre as primeira e terceira condições
obtém-se de forma inteiramente análoga.

Proposição 2.20 ([LM96, Proposição 3.3.16]). Suponhamos que X é um sistema simbólico
sófico de AZ. Se u ∈ L(X ) então existe v ∈ A∗ tal que uv é sincronizante para L(X ).

Proposição 2.21 ([LM96, Teorema 3.4.17]). Um sistema simbólico irredut́ıvel X é de tipo
finito se e só se existe um inteiro N tal que todas as palavras de L(X ) de comprimento maior
do que N são sincronizantes para L(X ).

Proposição 2.22 ([Jon98, Corolário 2.5]). Dado um sistema simbólico sófico X , seja

Ic = {δX (v) | v é constante para L(X )}.

Então:

1. Ic é um ideal aperiódico;
2. as J -classes 0-mı́nimas de S(X ) estão contidas em Ic;
3. uma J -classe de S(X ) contida em Ic é regular se e só se é J -maximal em Ic.

O semigrupo sintáctico de (ab)+ é denotado por B2. O semigrupo B2 também pode ser
definido com sendo o semigrupo de transição do autómato da Figura 1.3 na página 31.
Mais geralmente, dado um inteiro n > 1, seja Bn o grafo com n vértices em cuja matriz de
adjacência as entradas da diagonal são zero, e todas as outras são iguais a um, e seja B1 o
grafo com um só vértice e lacete. O semigrupo de transição de Bn é denotado por Bn. É um
facto do domı́nio do folklore que o semigrupo Bn pertence à pseudovariedade gerada por B2.

Observação 2.23. Seja n um inteiro. Se G é um grafo fortemente conexo com n vértices
então o semigrupo sintáctico de XG é Bn.

Justificação. As relações binárias que constituem o semigrupo de transição de G são os
conjuntos da forma {(x, y)}, onde x e y são vértices de G. Ora são precisamente essas
relações que constituem o semigrupo de transição de Bn.

2.2.3 Sistemas simbólicos de tipo quase finito

Um sistema simbólico de tipo quase finito é um sistema simbólico sófico irredut́ıvel com uma
apresentação bi-fechante. Existem outras caracterizações equivalentes:

Teorema 2.24 ([Nas85, BKM85] e [Béa93, Proposição 2.16]). Um sistema simbólico sófico
irredut́ıvel é de tipo quase finito se e só se

1. a sua apresentação direita de Fischer é co-fechante;
2. a sua apresentação esquerda de Fischer é fechante;
3. é conjugado com um sistema simbólico sófico com uma apresentação fortemente conexa

bi-resolvente.

A classe dos sistemas simbólicos de tipo quase finito é fechada para a conjugação, o que
está demonstrado em [Béa93, Proposição 4.1]. Veremos mais à frente nesta monografia uma
demonstração em que tal facto surge como consequência de um resultado mais geral.

Em [BKM85] é provado que as coberturas associadas a duas quaisquer apresentações bi-
fechantes de um sistema simbólico sófico são conjugadas. Em particular, as coberturas de
Fischer esquerda e direita de um sistema simbólico de tipo quase finito são conjugadas. As
coberturas de Krieger esquerda e direita de um sistema simbólico de tipo quase finito não
têm que ser conjugadas.
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2.3 Invariantes de conjugação

2.3.1 Função zeta e entropia

Um elemento x de AZ tem peŕıodo n se σn(x) = x. Dado um sistema simbólico X , para
cada n ≥ 1 seja pn(X ) o número de elementos de X com peŕıodo n. A sucessão (pn(X ))n é
obviamente um invariante de conjugação. A função zeta de X é a função

ζX (t) = exp

(+∞∑

n=1

pn(X )

n
tn
)
.

A informação contida na função ζX é precisamente a mesma que está contida na sucessão
(pn(X ))n.

Dado um sistema simbólico X , a sucessão
(

ln |Ln(X )|
n

)
n

é convergente. O seu limite é a

chamada entropia de X , e é denotada por h(X ). Se X for um sistema simbólico sófico então
h(X ) = lim sup 1

n ln pn(X ). Portanto, a função zeta determina a entropia no caso sistemas
sóficos. Tal não se passa em geral: por exemplo, existem sistemas simbólicos minimais
infinitos com diferente entropia, mas tais sistemas têm todos função zeta nula — isto é, não
têm pontos periódicos [Fur67, HK67, DS02].

Como |Ln(γk(X ))| = |Lnk(X )| e pn(γk(X )) = pnk(X ), a entropia e a função zeta são
invariantes de conjugação ulterior.

O conceito de entropia foi aplicado em [AV06] a pseudopalavras, com resultados expressi-
vos acerca da estrutura do semigrupo profinito livre. No Apêndice A exibimos uma selecção
desses resultados, a t́ıtulo de exemplo das potencialidades da exploração de ligações entre a
dinâmica simbólica e os semigrupos profinitos.

2.3.2 Forma de Jordan não nula

Uma matriz finita diz-se essencial se for uma matriz sem linhas ou colunas nulas. Dado um
grafo finito essencial G = (V,E, α, ω), vamos ordenar os n elementos de V , representando-os
por v1, . . . , vn. A matriz MG é a matriz quadrada n×n tal que (MG)i,j é o número de arestas
que começam em vi e acabam em vj. Trata-se de uma matriz essencial. Se H for isomorfo a
G então MG e MH são conjugadas por uma matriz de permutação. Reciprocamente, dada
uma matriz quadrada essencial M de inteiros não negativos existe um único grafo essencial
G tal que M = MG, a menos de isomorfismo preservando a ordenação dos vértices de G.
Denotamos por XM o sistema simbólico XGM

(esta definição está correcta na medida em
que se MG = MH então entre XG e XH existe uma conjugação definida por um isomorfismo
entre G e H preservando a ordenação dos vértices).

A forma de Jordan não nula de uma matriz M é a matriz que se obtém da forma de
Jordan de M eliminando as linhas e as colunas que correspondem ao valor próprio zero.

Teorema 2.25 ([LM96, Teorema 7.4.10]). A forma de Jordan não nula de uma matriz
quadrada essencial M é um invariante de conjugação ulterior de XM .

Uma consequência imediata do teorema seguinte é que a forma de Jordan não nula de M
determina a entropia e a função zeta de XM .

Teorema 2.26 ([LM96]: Teorema 6.4.6 e sua demonstração, Teorema 4.4.4 e Lema 4.4.3).
Suponhamos que M é uma matriz r×r de inteiros não negativos. Seja Ir a matriz identidade
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r × r. Se λ1, . . . , λn for uma lista de valores próprios não nulos de M contados com as
respectivas multiplicidades então

ζXM
(t) = [det(Ir − tM)]−1 =

[∏n
i=1(1− λit)

]−1

e h(XM ) = ln

(
max
i=1,...,n

λi

)
.

Graças à Proposição 2.9, a classificação das classes de conjugação dos sistemas simbólicos
de tipo finito reduz-se ao estudo dos sistemas simbólicos da forma XM . Desde a década
de 1970 (e os Teoremas 2.25 e 2.26 são disso exemplo) esta abordagem foi explorada de
forma intensiva e dominante, naturalmente com recurso à Álgebra Linear e à Álgebra
Comutativa. O confronto entre as relações de conjugação e de conjugação ulterior fez-se
fundamentalmente a este ńıvel matricial. Também no caso dos sistemas simbólicos sóficos
se pode de forma natural recorrer ao uso de matrizes (simbólicas), com as quais se podem
calcular diversos invariantes (como a função zeta) e enquadrar devidamente diversas questões
(como o confronto entre conjugação e conjugação ulterior): veja-se o Apêndice no final desta
monografia.

2.3.3 As coberturas de Krieger e de Fischer

Os teoremas seguintes só por si justificam o interesse das coberturas de Krieger e de Fischer
de um sistema sófico.

Teorema 2.27 ([Kri84, BK88]). Sejam X e Y sistemas simbólicos sóficos. Se X e Y forem
(ulteriormente) conjugados então as suas coberturas direitas de Krieger são (ulteriormente)
conjugadas.

Teorema 2.28 ([Kri84, BKM85, BK88]). Sejam X e Y sistemas simbólicos sóficos irre-
dut́ıveis. Se X e Y forem (ulteriormente) conjugados, então as suas coberturas direitas de
Fischer são (ulteriormente) conjugadas.

Exemplo 2.29. Consideremos os sistemas simbólicos X e Y com as seguintes apresentações:

X :
b

a

b

b

c

c

Y:
b

a

b

b

a

a

Ambos os grafos etiquetados são resolventes, fortemente conexos e reduzidos, pelo que se
tratam das coberturas de Fischer de X e de Y, respectivamente. Em particular, os domı́nios
das coberturas de Fischer de X e de Y são iguais. A função zeta de X é igual à de Y. As
apresentações de Krieger de X e de Y são, respectivamente, os seguintes grafos etiquetados:
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b a

c

c b

b

a

b

b

c

c

b

a

a b

b

a

b

b

a

a

As funções zeta dos domı́nios das coberturas de Krieger de X e de Y também são iguais,
mas as respectivas formas de Jordan não nulas são distintas:




−1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

0 0 0 (1−
√

5)
2 0

0 0 0 0 (1+
√

5)
2







−1 0 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 0 0

0 0 0 (1−
√

5)
2 0

0 0 0 0 (1+
√

5)
2




Logo X e Y não são conjugados, pelo Teorema 2.27.

2.3.4 O sistema simbólico de multiplicidade

Dada uma codificação G : X → Y, consideremos o conjunto

M(G) = {x ∈ X : |G−1G(x)| > 1}.

É claro que σ(M(G)) ⊆ M(G) e que σ−1(M(G)) ⊆ M(G). Portanto M(G) é um sistema
simbólico, denominado sistema simbólico de multiplicidade de G. A restrição de G a M(G)
é designada por cobertura de multiplicidade de G. Em geralM(G) não é fechado. Por outro
lado se (H, λ) for um grafo etiquetado bi-fechante entãoM(λ∗) é fechado [BK88].

Reparemos que se (ϕ,ψ) é uma conjugação entre duas codificações G e H, então o par

(ϕ|M(G), ψ|G
(
M(G)

)) é uma conjugação entre as codificações G : M(G) → G
(
M(G)

)
e

H :M(H)→ H
(
M(H)

)
.

Teorema 2.30 ([BK88, Teorema 2.8]). Suponhamos que Y1 e Y2 são sistemas simbólicos
misturados de tipo quase finito. Para cada i ∈ {1, 2}, seja πi : Xi → Yi a cobertura direita de
Fischer de Yi. Suponhamos que as coberturas de multiplicidade de π1 e de π2 são conjugadas,
e que X1 e X2 são ulteriormente conjugados. Então Y1 e Y2 são ulteriormente conjugados.

Uma vez que a conjugação ulterior é um invariante muito forte para a conjugação de
sistemas simbólicos sóficos, se π : X → Y é a cobertura direita de Fischer de um sistema
simbólico sófico então a classe de conjugação da cobertura de multiplicidade de π juntamente
com a classe de conjugação ulterior de X formam um invariante de conjugação, que é
particularmente forte quando Y é misturado e de tipo quase finito.

De seguida descrevemos um algoritmo para o cálculo da cobertura de multiplicidade da
cobertura associada a um grafo etiquetado essencial. Este algoritmo tem similaridades com
o algoritmo que aparece em [Béa93] para decidir se um grafo etiquetado é fechante ou não.
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Num grafo G, dizemos que uma aresta e de r em s é um descendente (respectivamente,
um ascendente) de um vértice p se existe em G um caminho de p a r (respectivamente, de
s a p).

Supondo que (G, η) é um grafo etiquetado fiel, podemos denotar por (p, a, q) a única aresta
de p em q etiquetada a, se tal aresta existe. O η-quadrado de G é o grafo Gη cujos vértices
são os pares de vértices de G, e onde o conjunto de arestas começando em (p, r) e acabando
em (q, s) é o conjunto dos triplos ((p, r), a, (q, s)) tais que (p, a, q) e (r, a, s) são arestas
de G. Um vértice diagonal de Gη é um vértice da forma (p, p). As projecções definidas
pelas regras ((p, r), a, (q, s)) 7→ (p, a, q) e ((p, r), a, (q, s)) 7→ (r, a, s) são denotadas por λ e ρ,
respectivamente.

Proposição 2.31. Consideremos o grafo etiquetado fiel (G, η). Seja W o subconjunto de
XGη constitúıdo pelos caminhos bi-infinitos em Gη que passam por um vértice não diago-
nal. Então M(η∗) = λ∗(W ). A linguagem L(M(η∗)) é reconhecida pelo grafo etiquetado
obtido da parte essencial de (Gη , λ) pela remoção das arestas que não são ascendentes nem
descendentes de vértices não diagonais.

Demonstração. Suponhamos que c = (pi, ai, pi+1)i∈Z é um elemento deM(η∗). Então existe
emXG um elemento da forma (qi, ai, qi+1)i∈Z distinto de c. Seja ĉ = ((pi, qi), ai, (pi+1, qi+1))i∈Z.
Então ĉ ∈W e λ∗(ĉ) = c, pelo queM(η∗) ⊆ λ∗(W ). Reciprocamente, para qualquer c ∈ XGη

temos η∗(λ∗(c)) = η∗(ρ∗(c)), e c ∈W se e só se λ∗(c) 6= ρ∗(c), donde λ∗(W ) ⊆M(η∗).
Num grafo essencial, uma aresta é ascendente ou descendente de um dado vértice se e

só se pertence a um caminho bi-infinito passando em tal vértice. Portanto, pela primeira
parte da demonstração, na parte essencial de (Gη , λ) as etiquetas dos caminhos cujas arestas
são ascendentes ou descendentes de vértices não diagonais são precisamente os elementos
de L(M(η∗))

Uma vez que L(M(η∗)) = L
(
M(η∗)

)
, a Proposição 2.31 permite-nos calcular uma apre-

sentação do sistema simbólicoM(η∗).

Exemplo 2.32. Consideremos o seguinte grafo etiquetado (G, η):

1 2

3

4
a

d

a

b

b
c

c

d

f

d

e

De seguida exibimos uma apresentação de Gη . As arestas a tracejado são aquelas que não
pertencem à parte essencial ou que não são ascendentes nem descendentes de vértices não
diagonais.
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(1, 1) (2, 2)

(3, 3)

(4, 4)
(1, 2)

(2, 1)

(4, 3) (3, 4)

(1, 3)

(1, 4)

(2, 3)

(2, 4)

(3, 1)

(4, 1)

(3, 2)

(4, 2)

a

d

a

b

b
c

c

d

e

d d

bb

a

a
c c

f

d

d

d d

Eliminando as arestas a tracejado e etiquetando as restantes através da projecção λ
obtemos o seguinte grafo etiquetado H reconhecendo L(M(η∗)):

(1, 1) (2, 2)

(1, 2)

(2, 1)

(1, 3) (3, 1)

(3, 3)(3, 4)

(1, a, 1)

(1, d, 1)

(2, a, 1)

(1, b, 2)

(2, b, 1)

(1, d, 1) (3, d, 3)

(1, b, 2)(2, b, 1)

(1, a, 1)

(2, a, 1)

(2, f, 2)

(3, c, 2)

(3, d, 3)
(3, d, 3)

Note-se que η(p, l, q) = l. A cobertura de multiplicidade de η∗ é a cobertura definida pelo
grafo etiquetado (H, η).
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Parte II

Semigrupos e semigrupóides

profinitos relativamente livres
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Caṕıtulo 3

Propriedades do fecho topológico

da linguagem de um sistema

simbólico

Este caṕıtulo está dividido em quatro secções. O conteúdo original das duas primeiras foi
produzido em colaboração com Almeida. O material de Almeida já publicado encontra-se
devidamente referenciado. A duas últimas secções baseiam-se essencialmente numa parte de
um artigo do autor [Cos06].

Na primeira secção averiguamos quando é que o fecho em ΩAV de uma linguagem factorial
de A+ é um subconjunto factorial de ΩAV. Veremos que tal acontece sempre que a variedade
de linguagens correspondente a V é fechada para a concatenação (o que é equivalente a termos
V = A©m V). Este resultado será aplicado várias vezes nesta monografia.

Na segunda secção são estabelecidas diversas correspondências naturais entre os sistemas
simbólicos de AZ e certos tipos de subconjuntos de ΩAV, cujas propriedades descreve-
-mos. A caracterização dessas correspondências no caso dos sistemas minimais, demonstrada
em [Alm05a], é particularmente relevante para a compreensão da estrutura de ΩAV. É feita
uma nova demonstração dessa caracterização.

Nas duas últimas secções investigamos como é que a aplicação de morfismos de sobre-
posição definidos por codificações afecta o fecho topológico da linguagem de um sistema
simbólico, deduzindo desse modo invariantes de conjugação relacionados com a estrutura
de ΩAV.

3.1 O fecho topológico de uma linguagem factorial

Recordemos que se K é um subconjunto de ΩAV então F (K) denota o conjunto dos factores
finitos dos elementos de K, quando V é uma pseudovariedade que contém N.

Começamos por observar no próximo lema que o fecho topológico em ΩAV de uma qualquer
linguagem de A+ não altera o conjunto dos factores finitos, quando V contém L Sl.

Lema 3.1. Consideremos uma qualquer pseudovariedade de semigrupos V que contém L Sl.
Então F (K) = F (K) para qualquer subconjunto K de ΩAV.

Demonstração. Seja u ∈ F (K). Então existe π ∈ K tal que π ∈ (ΩAV)1u(ΩAV)1. Seja (πn)n
uma sucessão de elementos de K convergente para π. Temos (ΩAV)1 u (ΩAV)1 = A∗uA∗.
A linguagem A∗uA∗ é V-reconhećıvel, pois é localmente testável e L Sl ⊆ V. Logo A∗uA∗

71



é uma vizinhança aberta de π, pela Proposição 1.40. Assim, para n suficientemente grande
temos πn ∈ A∗uA∗, e portanto u ∈ F (πn) ⊆ F (K).

Proposição 3.2. Suponhamos que V é uma pseudovariedade de semigrupos que contém N.
Se L é uma linguagem V-reconhećıvel factorial de A+ então L é um subconjunto factorial de
ΩAV.

Demonstração. Sejam u, v ∈ ΩAV tais que uv ∈ L. Sejam (un)n, (vn)n sequências de
elementos de A+ convergindo para u e v, respectivamente. O conjunto L é uma vizinhança
aberta de uv pela Proposição 1.40. Como (unvn)n converge para uv, existe k tal que se
n ≥ k então unvn ∈ L ∩ A

+. Os elementos de A+ são pontos isolados de ΩAV, pelo que
L ∩A+ = L. Como L é factorial, se n ≥ k então un, vn ∈ L, donde u, v ∈ L.

Proposição 3.3. Existe uma linguagem racional factorial prolongável L de A+ cujo fecho
L em ΩAL Sl não é a união das J -classes dos seus elementos. Em particular, L não é
factorial.

Demonstração. Consideremos o alfabeto de quatro letras A = {a, b, c, d}. Seja L a linguagem
reconhecida pelo seguinte grafo etiquetado:

a

a

a

b c

d

A linguagem L é factorial e prolongável. Em ΩAL SL, a pseudopalavra v = aωbaωcaω

pertence a L. Como aωcv e v têm os mesmos factores finitos, os mesmos prefixos finitos e
os mesmos sufixos finitos, resulta da Proposição 1.51 que aωcv = v. Logo v e cv são J -
equivalentes. Suponhamos que cv ∈ L. Então existe uma sucessão (un)n de elementos de L
convergindo para cv. Seja K = cA∗∩A∗bA∗∩A+ \A∗dA∗. Então cv ∈ K. Uma vez que K é
L Sl-reconhećıvel, o conjunto K é aberto em ΩAL SL. Logo, para n suficientemente grande
temos un ∈ K. Mas K ∩ L = ∅. Portanto [v]J ∩ L 6= ∅ mas [v]J * L. Em particular L não
é factorial.

Seja V uma variedade de linguagens. Dizemos que V é uma variedade fechada para a
concatenação se para qualquer alfabeto finito A e para quaisquer L,K ∈ VA+ tivermos
LK ∈ VA+. Para descrevermos as pseudovariedades correspondentes no sentido do Teorema
de Eilenberg às variedades de linguagens fechadas para a concatenação, é necessário introduzir
mais algumas noções, em relação às quais indicamos [Pin97] como referência bibliográfica.

Um morfismo relacional S ⊸ T entre dois semigrupos S e T é uma função τ : S →
P(T ) \ {∅} tal que τ(s1)τ(s2) ⊆ τ(s1s2), para quaisquer s1, s2 ∈ S. Reparemos que se e é
um idempotente de T tal que τ−1(e) 6= ∅ então τ−1(e) é um subsemigrupo de S. Dada uma
pseudovariedade de semigrupos W, um morfismo relacional S ⊸ T diz-se W-relacional se
τ−1(e) ∈W para qualquer idempotente e de T tal que τ−1(e) 6= ∅. O produto de Mal’cev de
duas pseudovariedades de semigrupos W e V, denotado por W©m V, é a classe dos semigrupos
finitos S para os quais existe um morfismo W-relacional S ⊸ T tal que T ∈ V. A classe
W©m V é uma pseudovariedade de semigrupos. Facilmente se constata que W©m V contém
W e V. Tem-se W©m V = W©m (W©m V) [Pin86, Exerćıcio 5.10].
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As pseudovariedades correspondentes às variedades de linguagens fechadas para a conca-
tenação são precisamente as pseudovariedades da forma V = A©m V. Este resultado é uma
instância particular de um resultado de [CPS06], o qual por sua vez generaliza um resultado
semelhante de [Str79] obtido para pseudovariedades de monóides. As pseudovariedades da
forma V = A©m V são precisamente as pseudovariedades da forma A©m V.

Lema 3.4. Seja V uma pseudovariedade de semigrupos que contém N. A multiplicação em
ΩAV é uma função aberta se e só se V = A©m V.

Demonstração. Seja V a variedade das linguagens reconhecidas por semigrupos de V. Então
{L |L ∈ VA+} é uma base de abertos da topologia de ΩAV, pela Proposição 1.40. Logo o
conjunto {L ×K |L,K ∈ VA+} é uma base de abertos da topologia de ΩAV × ΩAV. Para
quaisquer subconjuntos P e Q de A+ temos P ·Q = PQ. Logo a multiplicação em ΩAV é uma
função aberta se e só se LK é um aberto para quaisquer L,K ∈ VA+. Pela Proposição 1.40
o conjunto LK é aberto se e só se LK ∈ VA+. Logo a multiplicação em ΩAV é uma função
aberta se e só se o conjunto VA+ é fechado para a concatenação.

Se ΩAV for finito então a multiplicação é obviamente uma função aberta. Ora ΩADn é
finito, para qualquer alfabeto finito A e para qualquer inteiro positivo n, e no entanto a
variedade de linguagens correspondente a Dn não é fechada para a concatenação. Logo a
condição N ⊆ V no Lema 3.4 não pode ser omitida.

Lema 3.5. Seja S um semigrupo topológico cuja topologia é gerada por uma métrica.
Suponhamos que a multiplicação é uma função aberta. Sejam u, v ∈ S. Suponhamos que
(wn)n é uma sucessão de elementos de S convergente para uv. Então existe uma subsucessão
(wnk

)k e sucessões (uk)k, (vk)k tais que wnk
= ukvk para todo o k, e lim uk = u e lim vk = v.

Demonstração. Vamos denotar por B(t, ε) a bola aberta em S de centro t e raio ε. Seja
k ∈ Z+. Como a multiplicação é uma função aberta, o conjunto B

(
u, 1

k

)
B
(
v, 1

k

)
é uma

vizinhança aberta de uv. Logo existe pk tal que

n ≥ pk ⇒ wn ∈ B
(
u,

1

k

)
B
(
v,

1

k

)
.

Seja nk a sucessão de inteiros definida recursivamente do seguinte modo:

• n1 = p1;

• nk = max{nk−1 + 1, pk} se k > 1.

A sucessão (nk)k é estritamente crescente. Para cada k ∈ Z+ existem uk ∈ B
(
u, 1

k

)
e

vk ∈ B
(
v, 1

k

)
tais que wnk

= ukvk. Temos lim d(uk, u) = lim d(vk, v) = 0, ou seja limuk = u
e lim vk = v.

Proposição 3.6. Seja V uma pseudovariedade de semigrupos. Suponhamos que V = A©m V.
Se L é uma linguagem factorial de A+ então L é um subconjunto factorial de ΩAV.

Demonstração. Suponhamos que uv ∈ L. Seja (wn)n uma sucessão de elementos de L tal
que limwn = uv. Pelo Lema 3.5, existe uma subsucessão (wnk

)k e sucessões (uk)k, (vk)k tais
que wnk

= ukvk para todo k e limuk = u e lim vk = v. Como wnk
∈ A+, necessariamente

uk, vk ∈ A
+. E como wnk

∈ L e L é factorial em A+, temos uk, vk ∈ L. Logo u, v ∈ L.
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Uma pseudovariedade V diz-se fracamente cancelável se sempre que V satisfaz uma pseu-
doidentidade da forma u1#u2 = v1#v2 em que # é uma letra que não é factor de nenhuma
das pseudopalavras u1, u2, v1, v2, então V também satisfaz as pseudoidentidades u1 = v1 e
u2 = v2. Em [ACZ06] dão-se vários exemplos de pseudovariedades fracamente canceláveis,
tais como R, J, A e G.

A pseudovariedade R contém N e está estritamente contida em A. Logo R 6= A©m R.
Assim sendo, a próxima proposição assegura-nos que existem situações que estão numa
posição intermédia entre as Proposições 3.2 e 3.6. A caracterização completa de tais situações
permanece por fazer.

Proposição 3.7. Consideremos o alfabeto de quatro letras X = {a, b, c, d}. Sejam S e
T os semigrupos sintácticos das linguagens {ab} e {aa}, respectivamente. Se V é uma
pseudovariedade fracamente cancelável que contém N e os semigrupos S1 e T 1, então existe
uma linguagem factorial prolongável de X+ que não é racional e cujo fecho em ΩXV é
factorial.

Demonstração. Seja Y = {c, d}. Consideremos os conjuntos M0 = Y +, M1 = Y ∗aY ∗,
M2 = Y ∗bY ∗, M3 = Y ∗aY ∗bY ∗. Então o semigrupo sintáctico de M3 é S1, e o semigrupo
sintáctico de Mi é um subsemigrupo de S1. Logo Mi é V-reconhećıvel. Consideremos o
conjunto

W = {w ∈ X+ : (avb é um factor de w)⇒ (v = ckdk para algum k ≥ 0)}.

Seja L = (M0 ∪M1 ∪M2 ∪M3)∩W . Então L é uma linguagem factorial e prolongável, mas
pelo Lema do Bombeamento [Lal79, Proposição 1.7] não é racional.

Sejam π ∈ ΩXV e α, β ∈ (ΩXV)1 tais que απβ ∈ L. Vamos mostrar que π ∈ L. Existe i
tal que απβ ∈Mi. Como o conjunto Mi é V-reconhećıvel, pela Proposição 3.2 temos π ∈Mi.
Uma vez que M0 ∪M1 ∪M2 ⊆ L, ficamos reduzidos ao caso em que απβ, π ∈ M3. Então
existem p, q, r ∈ (ΩY V)1 tais que π = paqbr. Seja (un)n uma sucessão de elementos de L
convergindo para απβ. Como o conjunto M3 é aberto, tomando subsucessões se necessário,
podemos supor que para qualquer n existem xn, yn, zn ∈ Y

∗ tais que un = xnaynbzn e (xn)n,
(yn)n e (zn)n convergem para pseudopalavras x, y e z de ΩY V, respectivamente.

Suponhamos que alguma das letras a ou b é um factor de α ou de β. SejaK = X∗aX∗aX∗∪
X∗bX∗bX∗. Então απβ ∈ K. O semigrupo sintáctico de X∗aX∗aX∗ e de X∗bX∗bX∗ é T 1.
Logo a linguagem K é V-reconhećıvel, pelo que o fecho K é um aberto de ΩXV. Então para
n suficientemente grande temos un ∈ (K ∩X+)∩L. Logo un ∈ K ∩L, porque os elementos
de X+ são isolados em ΩXV, uma vez que N ⊆ V. Ora

K ∩ L ⊆ K ∩ (M0 ∪M1 ∪M2 ∪M3) = ∅,

o que é contraditório. Logo α, β ∈ ΩY V.
Temos απβ = αpaqbrβ = xaybz. Como V é fracamente cancelável, temos αp = x,

q = y e rβ = z. Sejam (pn)n e (rn)n sucessões de palavras de Y ∗ convergindo para p e r,
respectivamente. Então (pnaynbrn)n converge para paybr = π. Portanto π ∈ Y ∗aybY ∗.
Como un = xnaynbzn ∈ L, a palavra yn é igual a ckdk para algum inteiro k. Logo
Y ∗aynbY ∗ ⊆ L, donde se conclui que π ∈ L.

A pseudovariedade L Sl é a menor pseudovariedade V em que os conjuntos dos factores,
prefixos e sufixos finitos de uma pseudopalavra são V-reconhećıveis (Teorema 1.33). Este
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facto é essencial para que posteriormente possamos ir mais longe no relacionamento dos siste-
mas dinâmicos simbólicos com os semigrupos profinitos relativamente livres. Por essa razão,
e tendo em conta as Proposições 3.2, 3.6 e 3.7, seria desde já interessante dar exemplos de
pseudovariedades fracamente canceláveis que contêm L Sl e que estão estritamente contidas
em A. Tais exemplos podem ser fornecidos com a ajuda da próxima proposição. Como para
ela não encontrámos qualquer referência bibliográfica, inclúımos aqui a sua demonstração,
que é essencialmente uma mera aplicação do Teorema 1.58.

Proposição 3.8. Se V é uma pseudovariedade fracamente cancelável que contém Sl então
V ∗ D também é fracamente cancelável.

Demonstração. Suponhamos que V ∗ D satisfaz a pseudoidentidade

π1#π2 = ρ1#ρ2, (3.1)

onde # é uma letra que não é factor de nenhuma das pseudopalavras πi e ρi. Comecemos por
supor que π2 é uma palavra finita de comprimento n. Como Sl ⊆ V, temos L Sl = Sl ∗ D ⊆
V ∗D. Em particular, as pseudopalavras módulo V ∗D têm prefixos e sufixos finitos únicos.
Logo, se ρ2 é uma pseudopalavra infinita ou uma palavra finita de comprimento maior do
que n então o seu sufixo de comprimento n+1 coincide com o sufixo de comprimento n+1 de
π1#π2, que é #π2. Mas tal contradiz a hipótese de que # não é um factor de ρ2. Portanto ρ2

é uma palavra finita de comprimento menor ou igual ao de π2. Por simetria conclúımos que
π2 e ρ2, têm o mesmo comprimento, donde π2 = ρ2. Então pela Proposição 1.60 conclúımos
que V ∗ D satisfaz as pseudoidentidades πi = ρi, como queŕıamos mostrar.

Como os casos em que π1, ρ1 ou ρ2 é uma palavra finita são inteiramente análogos,
resta-nos supor que π1, π2, ρ1 e ρ2 são pseudopalavras infinitas. Seja k um qualquer inteiro
positivo. Então V ∗Dk satisfaz a pseudoidentidade (3.1), uma vez que V ∗Dk ⊆ V ∗ D. Pelo
Teorema 1.58 a pseudovariedade V satisfaz a pseudoidentidade

Φk(π1#π2) = Φk(ρ1#ρ2)

e
ik(π1#π2) = ik(ρ1#ρ2), tk(π1#π2) = tk(ρ1#ρ2). (3.2)

Temos as seguintes factorizações

Φk(π1#π2) = Φk(π1) · Φk(tk(π1)#) · Φk(tk−1(π1)#π2),

Φk(ρ1#ρ2) = Φk(ρ1) · Φk(tk(ρ1)#) · Φk(tk−1(ρ1)#ρ2). (3.3)

Como L Sl satisfaz a pseudoidentidade (3.1), a palavra tk(π1)# é o único factor de com-
primento k + 1 de π1#π2 que tem # como sufixo (cf. Lema 1.48). Do mesmo modo,
tk(ρ1)# é o único factor de comprimento k + 1 de ρ1#ρ2 que tem # como sufixo. Logo
tk(π1)# = tk(ρ1)#. Então, como V é fracamente cancelável, de (3.3) resulta que V satisfaz
a pseudoidentidade Φk(π1) = Φk(ρ1). Como π1 e ρ1 são pseudopalavras infinitas, de (3.2)
deduzimos que ik(π1) = ik(ρ1), Por outro lado, acabámos de verificar que tk(π1)# =
tk(ρ1)#, ou seja, que tk(π1) = tk(ρ1). Então pelo Teorema 1.58 conclúımos que V ∗ Dk

satisfaz as pseudoidentidade π1 = ρ1. Como k é arbitrário e V∗D =
⋃
k≥1 V∗Dk, conclúımos

que V ∗ D satisfaz a pseudoidentidade π1 = ρ1.
Dualmente, considerando as factorizações

Φk(π1#π2) = Φk(π1 # ik−1(π2)) · Φk(# ik(π2)) · Φk(π2),

Φk(ρ1#ρ2) = Φk(ρ1 # ik−1(ρ2)) · Φk(# ik(ρ2)) · Φk(ρ2),

conclúımos que V ∗D satisfaz a pseudoidentidade π2 = ρ2.
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Por exemplo, como R é fracamente cancelável e contém Sl, a pseudovariedade R ∗ D é
uma pseudovariedade fracamente cancelável que contém L Sl e que está estritamente contida
em A. Uma forma de verificar que R∗D está estritamente contida em A é utilizar a igualdade
L R = R∗D, provada em [Eil76, Caṕıtulo V] e a conhecida e fácil de provar igualdade A = L A

(donde A = A ∗ D).

3.2 Algumas correspondências naturais

Ao longo desta secção V é uma pseudovariedade de semigrupos que contém L Sl.
Na secção 3.1 investigámos em que circunstâncias a propriedade factorial de uma lingua-

gem de A+ é herdada pelo seu fecho topológico em ΩAV. Como a linguagem de um sistema
simbólico é factorial e prolongável, naturalmente impõe-se fazer uma averiguação análoga
para as linguagens prolongáveis. Comparando com a secção 3.1, desta feita a situação é
muito mais simples, como veremos de seguida.

Um subconjunto K de ΩAV é prolongável se para qualquer u ∈ K existem a, b ∈ A tais
que au, ub ∈ K.

Lema 3.9. Se K é um subconjunto prolongável de ΩAV então K é prolongável. Além disso,
para qualquer u ∈ K existem pseudopalavras infinitas w, v ∈ K tais que wu, uv ∈ K.

Demonstração. Seja u ∈ K e seja (un)n uma sucessão de elementos de K convergindo para u.
Como K é prolongável, para cada n existem letras an e bn tais que anun, unbn ∈ K. Uma vez
que existe um número finito de letras a sucessão (an, bn)n tem uma subsucessão constante
igual a (a, b). Então au, ub ∈ K.

Por indução imediatamente se conclui que para qualquer inteiro positivo m existem pala-
vras wm e vm sobre A de comprimento m tais que wmu, uvm ∈ K. Se (w, v) for um ponto
de acumulação da sucessão (wm, vm)m então wu, uv ∈ K.

Em particular, se L é uma linguagem prolongável de A+ então o fecho de L em ΩAV é
prolongável.

A próxima observação, feita por Almeida, constitui uma importante motivação para o
estudo do fecho topológico em ΩAV da linguagem de um sistema simbólico.

Observação 3.10. Se L é uma linguagem factorial prolongável de A+ então F
(
L\A+

)
= L.

Justificação. Seja u ∈ L. Pelo Lema 3.9 existe v tal que uv ∈ L \ A+. Portanto L ⊆
F
(
L \A+

)
. A outra inclusão resulta do Lema 3.1.

Assim, um sistema simbólico X de AZ fica completamente determinado pelo conjunto
L(X ) \ A+, pois se Y é um sistema simbólico de AZ tal que L(X ) \ A+ = L(Y) \ A+ então
L(X ) = L(Y), pela Observação 3.10.

3.2.1 Elementos J -minimais

O interesse nos elementos J -minimais de L(X ), onde X é um sistema simbólico, é que eles
contêm toda a informação sobre X (como veremos no Lema 3.13, mais à frente). Começamos
por verificar que tais elementos J -minimais existem de facto.

Lema 3.11. Seja S um semigrupo compacto. Se K é um subconjunto fechado não vazio de
S então K tem elementos ≤J -minimais.
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Demonstração. Seja C uma ≤J -cadeia de elementos de K para a ordem parcial ≤J . A
identidade no conjunto parcialmente ordenado (C,≥J ) define uma rede τ de elementos de K.
Como K é compacto, existe uma sub-rede (τλi

)i∈I de τ convergente para um elemento w
de K. Fixemos u ∈ C. Para cada i ∈ I tal que u ≥J λi, sejam xi, yi ∈ S

1 tais que λi = xiuyi.
Seja i0 tal que u ≥J λi0 . Como S1×S1×S1 é compacto, a rede (xi, λi, yi)i0≤i admite alguma
sub-rede convergente para um elemento de S1×S1×S1 da forma (x,w, y). Por continuidade,
w = xuy. Logo w ≤J u para qualquer u ∈ C. Portanto qualquer ≤J -cadeia de elementos
de K é minorada por um elemento de K. Logo K tem elementos J -minimais, pelo Lema de
Zorn.

Corolário 3.12. Sejam S um semigrupo compacto e K um subconjunto fechado não vazio
de S. Se u ∈ K então existe em K um elemento J -minimal π tal que π ≤J u.

Demonstração. O conjunto Ku = {v ∈ K | v ≤J u} é fechado e não vazio. Logo contém
algum elemento J -minimal π. Suponhamos que ρ é um elemento de K tal que ρ ≤J π.
Então ρ ∈ Ku. Pela minimalidade de π temos ρ J π. Logo π é um elemento J -minimal
de K.

Dada uma linguagem não vazia L de A+, vamos denotar por j(L) o conjunto dos elementos
J -minimais de L.

Lema 3.13. Se L é uma linguagem factorial não vazia de ΩAV então F (j(L)) = L.

Demonstração. Pelo Lema 3.1 temos F (j(L)) ⊆ L. Seja u ∈ L. Aplicando o Corolário 3.12
ao conjunto L, conclúımos que existe π ∈ j(L) tal que u ∈ F (π).

Lema 3.14. Se w é um elemento de ΩAV limitado por idempotentes então F (w) é uma
linguagem factorial prolongável de A+.

Demonstração. Apenas temos que mostrar que F (w) é prolongável. Seja u um elemento
de F (w). Se não existe a ∈ A tal que ua ∈ F (w) então w = vu para algum v ∈ ΩAV,
pelo Lema 1.49. Por hipótese, existe algum idempotente f ∈ ΩAV tal que w = wf . Seja
b = i1(f). Então ub ∈ F (w), o que é contraditório. Logo existe a ∈ A tal que ua ∈ F (w), e
dualmente existe a ∈ A tal que au ∈ F (w).

Exemplo 3.15. Consideremos o alfabeto de três letras A = {a, b, c}. Para cada inteiro
positivo n, consideremos as pseudopalavras un = aωb(2n−1)!aω e vn = aωb(2n)!an!caω. A
linguagem L =

⋃
n≥1(F (un) ∪ F (vn)) é factorial e prolongável, de acordo com o Lema 3.14.

Observemos que un, vn ∈ L. Seja w um elemento de L tal que w ≤J un. Seja (wk)k
uma sucessão de elementos de L convergente para w. Então a partir de certa ordem temos
wk ∈ A

∗ab(2n−1)!aA∗. Ora A∗ab(2n−1)!aA∗ ∩ L = a+b(2n−1)!a+. Logo w ∈ a+b(2n−1)!a+, pelo
que w J un. Portanto un ∈ j(L). Se n 6= m então un 6≤J um uma vez que ab(2m−1)!a não é
factor de un. Logo j(L) intersecta uma infinidade de J -classes.

As sucessões (un)n e (vn)n convergem para u = aωbωaω e v = aωbωaωcaω, respectivamente.
As pseudopalavras u e v pertencem a L, u é factor de v, mas v não é factor de u. Logo
u /∈ [j(L)]J . Daqui se conclui que j(L) e [j(L)]J não são conjuntos fechados.

Definição 3.16. Consideremos o conjunto J(ΩAV) dos subconjuntos K de ΩAV que satis-
fazem as seguintes condições:

1. os elementos de K são limitados por idempotentes;
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2. K ⊆ F (K);
3. para quaisquer u ∈ K e v ∈ K, se u ≤J v então u J v.

Lema 3.17. Se L é uma linguagem prolongável não vazia de A+ então j(L) ∈ J(ΩAV).

Demonstração. Pelo Lema 3.1 temos F (L) = L, pelo que é imediato que a Condição 2 da
Definição 3.16 é satisfeita.

Seja L uma linguagem prolongável de A+. Suponhamos que u ∈ j(L). Pelo Lema 3.9,
existem a, b ∈ A tais que aub ∈ L. Como aub ≤J u, da J -minimalidade de u resulta que
aub J u. Logo u ∈ (ΩAV)1aub(ΩAV)1 ⊆ (ΩAV)u(ΩAV). Pelo Lema 1.27, u é limitado por
idempotentes.

Sejam u ∈ j(L) e v ∈ j(L) tais que u ≤J v. Como u ∈ L, pelo Corolário 3.12 existe um
elemento w de j(L) tal que w ≤J u ≤J v. Como w e v são elementos J -minimais de L
necessariamente w J u J v.

Repare-se na analogia entre as demonstrações do Lema 3.17 e da Proposição 2.17.

Proposição 3.18. Seja FP(A+) o conjunto das linguagens factoriais prolongáveis não vazias
de A+. Então a função

Θ : FP(A+) → {[K ]J |K ∈ J(ΩAV)}

L 7→ [j(L)]J

é uma bijecção, cuja inversa é a função

Ψ : {[K ]J |K ∈ J(ΩAV)} → FP(A+)

[K ]J 7→ F (K).

Demonstração. Reparemos primeiro que a função Ψ está bem definida, pelo Lema 3.1,
pelo facto de que elementos J -equivalentes têm os mesmos factores, e porque F (K) é
efectivamente factorial e prolongável de acordo com o Lema 3.14. Além disso, pelo Lema 3.13,
temos Ψ ◦Θ(L) = L.

Seja K ∈ J(ΩAV). Seja w ∈ j(F (K)). Então existe uma sucessão (wn)n de elementos de
F (K) convergente para w. Para cada n existe vn ∈ K tal que vn ≤J wn. A sucessão (vn)n
tem algum ponto aderente v em K. Como a relação ≤J é topologicamente fechada, temos
v ≤J w. Pela Condição 2 da Definição 3.16, temos v ∈ F (K). Logo v J w, pois w é um
elemento J -minimal de F (K). Portanto

w ∈ j(F (K))⇒ [w]J ∩K 6= ∅. (3.4)

Suponhamos agora que u ∈ j(F (K)). Seja (un)n uma sucessão de elementos de j(F (K))
convergente para u. Por (3.4), para cada n existe vn ∈ [un]J ∩K. Seja v um ponto aderente
da sucessão (vn)n. Por J ser uma relação topologicamente fechada, temos v ∈ [u]J ∩ K,
pelo que u ∈ [K]J . Portanto

j(F (K)) ⊆ [K ]J . (3.5)

Reciprocamente, seja u ∈ K. Pela Condição 2 da Definição 3.16 e pelo Corolário 3.12,
existe π ∈ j(F (K)) tal que π ≤J u. De acordo com (3.4), existe π′ ∈ K tal que π′ J π,
donde π′ ≤J u. Então pela Condição 3 da Definição 3.16 conclúımos que π J u. Logo
u ∈ [j(F (K))]J . Portanto K ⊆ [j(F (K))]J . Então, novamente por ≤J ser uma relação
topologicamente fechada, temos K ⊆ [ j(F (K)) ]J . Tendo em consideração (3.5), conclúımos
que [K ]J = [ j(F (K)) ]J . Ou seja, Θ ◦Ψ([K ]J ) = [K ]J .
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3.2.2 O caso das linguagens irredut́ıveis

Nesta subsecção vamos investigar a natureza da correspondência estabelecida na Proposi-
ção 3.18 quando restrita ao universo das linguagens dos sistemas simbólicos irredut́ıveis, em
especial os minimais.

Lema 3.19. Suponhamos que L é uma linguagem irredut́ıvel de A+. Se u, v ∈ L então existe
w ∈ ΩAV tal que uwv ∈ L.

Demonstração. Consideremos sucessões (un) e (vn) de elementos de L convergentes para u
e v respectivamente. Como L é irredut́ıvel, para cada n existe uma palavra wn de L tal que
unwnvn ∈ L. Seja w um ponto aderente da sucessão (wn)n. Então uwv é um ponto aderente
da sucessão (unwnvn)n, pelo que uwv ∈ L.

Lema 3.20. Seja L uma linguagem não vazia de A+. Se L é irredut́ıvel então o conjunto
j(L) está contido numa J -classe regular.

Demonstração. Suponhamos que L é irredut́ıvel. Sejam u, v ∈ j(L). Então pelo Lema 3.19
existe w ∈ ΩAV tal que uwv ∈ L. Como uwv ≤J u e uwv ≤J v, e u e v são elementos
J -minimais de L, conclúımos que uwv, u e v são J -equivalentes. Logo o conjunto j(L) está
contido numa J -classe.

Se u ∈ j(L) então, conforme já observámos, existe w ∈ ΩAV tal que uwu J u. Logo
existem x, y ∈ (ΩAV)1 tais que u = xuwuy. Então u = (xuw)nuyn para todo o inteiro
positivo n, e portanto u = (xuw)ωuyω. Assim (xuy)ω é um idempotente J -equivalente
a u.

No caso da pseudovariedade L Sl podemos exibir uma linguagem factorial prolongável
não vazia para a qual não se verifica a condição rećıproca do Lema 3.20. Consideremos o
alfabeto de três elementos A = {a, b, c} e o elemento e = aωbcbaω de ΩAL Sl. Como os
monóides locais de ΩAL Sl são semi-reticulados e e pertence ao monóide local de ΩAL Sl

em aω, sabemos que e é um idempotente. Consideremos a linguagem factorial prolongável
L = F (e). Temos

L = a∗bcba∗ ∪ a∗bc ∪ a∗b ∪ a∗ ∪ ba∗ ∪ cba∗ ∪ {c}.

É claro que e ∈ L e que

L = a∗bcba∗ ∪ a∗bc ∪ a∗b ∪ a∗ ∪ ba∗ ∪ cba∗ ∪ {c},

Conclui-se facilmente que todos os elementos de L são factores de e. Logo o conjunto j(L)
está contido na J -classe de e, a qual é regular. Contudo L não é uma linguagem irredut́ıvel,
uma vez que A∗bcA∗cbA∗ ∩ L = ∅.

Proposição 3.21. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V = A©m V.
Seja L uma linguagem factorial não vazia de A+. Então L é irredut́ıvel se e só se j(L) é
uma J -classe regular.

Demonstração. O conjunto j(L) é uma união de J -classes pela Proposição 3.6.
Se L é irredut́ıvel então j(L) é uma J -classe regular pelo Lema 3.20.
Reciprocamente, suponhamos que j(L) é uma J -classe regular. Seja e um idempotente de

j(L). Consideremos uma sucessão (en)n de elementos de L convergente para e. Como e = e·e,
pelo Lema 3.5 existe uma subsucessão (enk

)k e sucessões (fk)k, (gk)k tais que enk
= fkgk
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para todo o k, lim fk = e e lim gk = e. Sejam u, v ∈ L. Pelo Corolário 3.12, u e v são factores
de elementos de j(L). Como j(L) é uma J -classe, conclúımos que e ∈ (ΩAV)1u(ΩAV)1 ∩
(ΩAV)1v(ΩAV)1. E como (ΩAV)1u(ΩAV)1 ∩ (ΩAV)1v(ΩAV)1 é um aberto de ΩAV, a partir
de certa ordem temos fk, gk ∈ A∗uA∗ ∩ A∗vA∗; em particular, enk

= fkgk ∈ A∗uA∗vA∗.
Portanto existe w ∈ A∗ tal que uwv é um factor de enk

. Ora enk
∈ L, pelo que uwv ∈ L,

uma vez que L é factorial. Logo L é irredut́ıvel.

Dada uma linguagem irredut́ıvel L, vamos denotar por J(L) a J -classe que contém o
conjunto j(L). Note-se que J(L) = j(L) se V = A©m V, pela Proposição 3.6.

Proposição 3.22. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V = A©m V.
Seja FPI(A+) o conjunto das linguagens factoriais prolongáveis irredut́ıveis não vazias de
A+. Seja JI(ΩAV) o conjunto cujos elementos são as J -classes regulares K de ΩAV tais que
K ⊆ F (K). Então a função

Θ : FPI(A+) → JI(ΩAV)

L 7→ J(L)

é uma bijecção, cuja inversa é a função

Ψ : JI(ΩAV) → FPI(A+)

K 7→ F (K).

Demonstração. Decorre imediatamente da Proposição 3.18.

Dadas duas J -classes K1 e K2 de um semigrupo S, escrevemos K1 ≤J K2 sempre que
existem elementos u1 ∈ K1 e u2 ∈ K2 tais que u1 ≤J u2. Deste modo fica definida uma
ordem parcial ≤J no conjunto das J -classes de S.

Proposição 3.23. Sejam Z e Y sistemas simbólicos irredut́ıveis de AZ. Então Z ⊆ Y se e
só se J(Y) ≤J J(Z).

Demonstração. Temos Z ⊆ Y se e só se L(Z) ⊆ L(Y). Pela Proposição 3.18 para qualquer
sistema simbólico Z de AZ tem-se L(Z) = F (J(Z)). Logo se J(Y) ≤J J(Z) então L(Z) ⊆
L(Y). Reciprocamente, se L(Z) ⊆ L(Y) então L(Z) ⊆ L(Y). Logo J(Z) ⊆ L(Y). Pelo
Corolário 3.12, a J -classe J(Y) está J -abaixo de J(Z).

Seja u um elemento de ΩAV que é J -maximal entre as pseudopalavras infinitas de ΩAV.
Então, pela Proposição 1.41 u é J -equivalente a algum idempotente. As J -classes que
contenham elementos de ΩAV que são J -maximais entre as pseudopalavras infinitas de ΩAV

serão referidas como sendo J -classes maximais de pseudopalavras infinitas. Estas J -classes
foram estudadas pela primeira vez de forma aprofundada por Almeida em [Alm05a], onde
são designadas J -classes maximais regulares.

O próximo teorema é o principal resultado desta secção. Está demonstrado em [Alm05a,
Teorema 2.6], usando ideias substancialmente diferentes; áı opta-se pela utilização da ca-
racterização enunciada na Proposição 2.6, ao contrário da demonstração que aqui é feita.
Optamos por fazer uma demonstração que surgisse como uma aplicação dos resultados que
a precedem nesta secção.
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Teorema 3.24. Se X é um sistema simbólico minimal de AZ então J(X ) é uma J -classe
maximal de pseudopalavras infinitas de ΩAV. Reciprocamente, se J é uma J -classe maximal
de pseudopalavras infinitas de ΩAV então existe um único sistema simbólico minimal X de
AZ tal que J = J(X ).

Demonstração. Consideremos um sistema simbólico minimal X . Seja u uma pseudopalavra
infinita de ΩAV que está J -acima dos elementos de J(X ). Então u = zet para algumas
pseudopalavras z, e, t tais que e é um idempotente, pela Proposição 1.41. É claro que F (e) ⊆
F (J(X )). Pelo Lema 3.14, existe um sistema simbólico Y tal que L(Y) = F (e). Pelo
Lema 3.13 temos F (J(X )) = L(X ). Portanto L(Y) ⊆ L(X ), ou seja, Y ⊆ X . Logo Y = X ,
pois X é minimal. Seja v um elemento de J(X ). Então existe uma sucessão (vn)n de
elementos de L(X ) convergente para v. Ora L(X ) = L(Y) = F (e), pelo que v é um factor de
e, e portanto também de u. Logo u ∈ J(X ), o que mostra que J(X ) é uma J -classe maximal
de pseudopalavras infinitas.

Reciprocamente, suponhamos que J é uma J -classe maximal de pseudopalavras infinitas.
Como J é regular, de acordo com o Lema 3.14 existe um sistema simbólico Y tal que L(Y) =
F (J). O sistema simbólico Y contém algum sistema simbólico minimal X . Então L(X ) ⊆
F (J). Logo, se u ∈ L(X ) então existe uma sucessão de factores dos elementos de J que
converge para u. Como a relação J é fechada, conclui-se que u é um factor dos elementos
de J . Pela maximalidade de J , todas as pseudopalavras infinitas de L(X ) pertencem a J .
Logo J(X ) = J . A unicidade do sistema simbólico X resulta do Lema 3.13.

Foi provado em [Cos01] que se |A| > 1 então em ΩAL Sl existem 2ℵ0 J -classes que não
são J -comparáveis entre si. Este facto é agora um corolário imediato do Teorema 3.24 e da
existência de 2ℵ0 sistemas simbólicos minimais de AZ [Lot02, Proposição 2.1.18].

Ainda em [Cos01] mostra-se que se |A| > 1 então ΩAL Sl contém uma cadeia ascendente
para a relação <J com 2ℵ0 elementos. Vamos apresentar uma nova demonstração desta
propriedade, que consistirá na aplicação da Proposição 3.23 e na observação de que existe
uma cadeia para a inclusão com 2ℵ0 sistemas simbólicos irredut́ıveis de AZ (cf. [Wal82,
Secção 7.3, pág. 178 e 179]). Recordemos que quando nada dizemos em contrário, V é uma
pseudovariedade que contém L Sl.

Teorema 3.25. Se |A| > 1 então ΩAV contém uma cadeia ascendente para a relação <J
com 2ℵ0 elementos regulares.

Demonstração. É claro que basta-nos supor que A tem apenas duas letras, que supomos
serem os inteiros 0 e 1. Denotemos por σ+ a translação de sequências de letras de A indexadas
por elementos de Z+, isto é, σ+ denota a função de AZ

+
em AZ

+
que envia (xi)i∈Z+ em

(xi+1)i∈Z+ .
Ordenemos os elementos de AZ

+
com a ordem lexicográfica: ou seja, dados dois elementos

distintos (xi)i∈Z+ e (yi)i∈Z+ de AZ
+
, temos (xi)i∈Z+ < (yi)i∈Z+ se e só se o menor inteiro

positivo j tal que xj 6= yj é tal que xj = 0.
Dado β ∈]1, 2[, consideremos a expansão de 1 em potências de β−1, isto é, 1 =

∑∞
n=0 aβ,nβ

−n

onde aβ,1 = [β] = 1 e aβ,n = [βn−
∑n−1

i=1 aβ,iβ
n−i] quando n > 1. Temos sempre aβ,n ∈ {0, 1}.

Seja aβ = (aβ,i)i∈Z+ . Usando argumentos indutivos rotineiros, prova-se que (σ+)n(aβ) ≤ aβ
para qualquer inteiro não negativo n. Logo o seguinte conjunto é não vazio:

Xβ = {x ∈ AZ
+

: (σ+)n(x) ≤ aβ , para qualquer inteiro não negativo n}.
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Seja T o conjunto dos números transcendentes pertencentes ao intervalo ]1, 2[. Vamos
supor que β ∈ T . Como 1 =

∑∞
n=0 aβ,nβ

−n, o conjunto {n ∈ Z+ : aβ,n = 1} é infinito, caso
constrário β seria um número algébrico. Consideremos a seguinte linguagem:

Lβ = {u ∈ A+ : u = x[i,i+k], para alguns x ∈ Xβ, i ∈ Z+, k ∈ Z+
0 }.

Sejam u, v ∈ Lβ. Então existem u′, v′ ∈ Xβ tais que

u′ = ux1x2x3 . . . ∈ Xβ , v′ = vy1y2y3 . . . ∈ Xβ ,

para alguns (xi)i∈Z+ ∈ AZ
+

e (yi)i∈Z+ ∈ AZ
+
. Como β é transcendente, existe k > |u| tal

que aβ,k = 1. Seja
w = u0kvy1y2y3 . . .

Suponhamos que 0 ≤ n < |u|. Então o prefixo pn de comprimento |u| − n de (σ+)n(w) é o
prefixo de comprimento |u|−n de (σ+)n(u′). Como (σ+)n(u′) ≤ aβ e aβ,k = 1, para qualquer

(zi)i∈Z+ ∈ AZ
+

temos
pn0

kz1z2z3 . . . < aβ.

Em particular, (σ+)n(w) < aβ. Se |u| ≤ n < |u|+ k então

(σ+)n(w) = 0k−(n−|u|)vy1y2y3 . . . < aβ,

pois aβ,1 = 1. Finalmente, se n ≥ |u|+ k então

(σ+)n(w) = (σ+)n−(|u|+k)(v′) ≤ aβ.

Portanto w ∈ Xβ . Logo u0kv ∈ Lβ, o que mostra que Lβ é uma linguagem irredut́ıvel. É
claro que Lβ é factorial. Uma linguagem irredut́ıvel factorial também é prolongável. Logo
existe um único sistema simbólico irredut́ıvel Xβ de AZ tal que L(Xβ) = Lβ.

Em [Wal82, Secção 7.3, pág. 178 e 179] mostra-se que a entropia de Xβ é igual a ln(β)
(note-se que em [Wal82] não se mostra que Xβ é irredut́ıvel). Logo a famı́lia (Xβ)β∈T tem
2ℵ0 elementos. Ora a famı́lia (Xβ)β∈T está totalmente ordenada pela ordem de inclusão,

uma vez que a ordem lexicográfica em AZ
+

é uma ordem total, e aβ ≤ aγ implica Xβ ⊆ Xγ .
Logo, pela Proposição 3.25 a famı́lia (J(Xβ))β∈T é uma cadeia para a relação ≤J com 2ℵ0

elementos.

3.3 Codificação de pseudopalavras infinitas

Até ao fim deste caṕıtulo, V é uma pseudovariedade de semigrupos que contém L Sl e tal
que V = V ∗ D. Várias definições e notações que introduziremos são relativas a V. Esta
dependência em geral não será explicitada, de modo a evitarmos uma notação excessivamente
pesada.

3.3.1 A miragem

Dado um sistema simbólico X de AZ, seja M (X ) o conjunto dos elementos de ΩAV cujos
factores finitos pertencem a L(X ). Designamos M (X ) por miragem de X em ΩAV. Note-
se que M (X ) é uma união de J -classes. Não é surpreendente que para compreendermos
as mudanças em L(X ) \ A+ quando uma conjugação é aplicada a X sejamos levados a
considerar o conjunto M (X ): as funções de bloco operam “localmente” nos elementos de
AZ, e a definição de miragem reflecte essa “localidade”. Em geral os conjuntos M (X ) e
L(X ) não coincidem.
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Exemplo 3.26. Consideremos o sistema simbólico sófico Z com a seguinte apresentação:

a

b

b

Consideremos uma pseudovariedade V que além de conter L Sl também contém o semigrupo
de transição desta apresentação. Consideremos também o elemento abω+1a de Ω{a,b}V. Os
seus factores finitos são a, abn, bn e bna, com n ≥ 1 (cf. Lema 1.48). Logo abω+1a ∈M (Z).
Se n ≥ 2 então abn!+1a /∈ L(Z) pois n!+1 é ı́mpar. Logo abω+1a /∈ L(Z) porque lim abn!+1a =
abω+1a e porque o conjunto L(Z) é aberto, pela Proposição 1.40,

A sombra de X em ΩAV é o conjunto S (X ) =
⋃
u∈L(X )

[u]J . Se L(X ) é V-reconhećıvel

ou se V = A©m V então L(X ) = S (X ), pelas Proposições 3.2 e 3.6. Em contrapartida, se
V = L Sl então a Proposição 3.3 mostra-nos que é posśıvel termos L(X ) 6= S (X ).

Seja M n(X ) o conjunto das pseudopalavras cujos factores finitos de comprimento n
pertencem a L(X ). Reparemos que M (X ) =

⋂
n≥1 M n(X ). Temos a seguinte igualdade:

M n(X ) = ΩAV \
(

⋃

w∈An\L(X )

(ΩAV)1w(ΩAV)1

)
.

O conjunto (ΩAV)1w(ΩAV)1 é um aberto de ΩAV, uma vez que é o fecho em ΩAV do conjunto
L Sl-reconhećıvel A∗wA∗. Logo M n(X ) é aberto-fechado e M (X ) é fechado. É claro que
L(X ) ⊆ M (X ), pelo que L(X ) ⊆ M (X ), e L(X ) ⊆ S (X ) ⊆ M (X ). Se X é um sistema
simbólico de tipo finito então para n suficientemente grande temos L(X ) = M n(X ) ∩ A+;
uma vez que A+ é denso em ΩAV e M n(X ) é aberto-fechado, isto implica que L(X ) =
M n(X ) = M (X ) para n suficientemente grande.

Proposição 3.27. O conjunto M (X ) é factorial e prolongável.

Demonstração. Por definição, uma pseudopalavra módulo V pertence a M (X ) se e só se
todos os seus factores finitos pertencem a L(X ). Daqui decorre imediatamente que M (X ) é
factorial.

Seja u ∈ M (X ) e seja (uk)k≥1 uma sucessão de elementos de A+ convergente para u.
Consideremos um inteiro positivo n ≥ 1. Uma vez que M n(X ) é uma vizinhança aberta
de u, existe um inteiro pn tal que se k ≥ pn então uk pertence a M n(X ). Como L(X ) é
prolongável, para todo k ≥ pn existem letras an,k e bn,k tais que an,kuk, ukbn,k ∈ M n(X ).
Uma vez que existe um número finito de letras e M n(X ) é fechado, existem letras an e
bn tais que anu, ubn ∈ M n(X ). Aplicando o mesmo racioćınio, existem letras a, b e uma
subsucessão estritamente crescente de inteiros positivos (nm)m≥1 tal que au, ub ∈M nm(X )
para qualquer m ≥ 1. O resultado segue agora da igualdade M (X ) =

⋂
m≥1 M nm(X ).

3.3.2 Morfismos de sobreposição definidos por funções de blocos

Consideremos uma função g : Ak → B. Seja ĝ o único homomorfismo de monóides
de (ΩAkV)1 em (ΩBV)1 que estende g, e consideremos a função cont́ınua ḡ = ĝ ◦ Φk−1.
A função ḡ herda de Φk−1 a propriedade de ser um morfismo de sobreposição de janela k.
A função ḡ mimetiza no contexto das pseudopalavras o processo subjacente à codificação
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de sistemas simbólicos. As seguintes propriedades também são herdadas de Φk−1: temos
ḡ(u) = 1 se e só se |u| < k; se u ∈ A+ e |u| ≥ k então |ḡ(u)| = |u| − k + 1; e u ∈ ΩAV \ A+

se e só se ḡ(u) ∈ ΩBV \B+.
Consideremos uma codificação G = g[−k,l] : X ⊆ AZ → Y ⊆ BZ entre dois sistemas

simbólicos. Dados n ≥ l e m ≥ k, consideremos a função h : Am+n+1 → B definida por

h(a−ma−m+1 · · · an−1an) = g(a−ka−k+1 · · · al−1al), com ai ∈ A.

Então h é uma função de blocos de G com memória m e antecipação n. Em particular,
para qualquer codificação entre sistemas simbólicos, podemos sempre escolher uma função
de blocos com memória e antecipação iguais. De agora em diante vamos quase sempre
usar este facto, pois a redução dos parâmetros memória e antecipação num só parâmetro é
uma simplificação vantajosa para várias demonstrações. Compreende-se assim o interesse
da observação seguinte.

Observação 3.28. Sejam S um subsemigrupo de ΩAV, T um semigrupo e ψ : ΩAV → T 1

um morfismo de sobreposição de janela 2k + 1. Vamos adoptar a convenção de que ψ envia
a palavra vazia no elemento neutro de T 1. Então

ψ(uv) = ψ(uik(v)) · ψ(tk(u)v), para quaisquer u, v ∈ S1.

Justificação. Com efeito, se |u| < k então |uik(v)| < 2k, pelo que ψ(uik(v)) = 1 e ψ(uv) =
ψ(tk(u)v) = ψ(uik(v)) · ψ(tk(u)v). O caso |v| < k é análogo. Finalmente, se u = u1u2 e
v = v1v2 com ui, vi ∈ (ΩAV)1 e |u2| = |v1| = k então

ψ(uv) = ψ(u1 · u2v1v2)

= ψ(u1i2k(u2v1v2)) · ψ(u2v1v2)

= ψ(u1u2v1) · ψ(tk(u)v)

= ψ(uik(v)) · ψ(tk(u)v),

como queŕıamos mostrar.

Lema 3.29. Seja G = g[−k,k] : X ⊆ AZ → Y ⊆ BZ uma codificação entre dois sistemas
simbólicos. Temos:

1. ḡ(Ln(X )) ⊆ Ln−2k(Y) para qualquer n > 2k;

2. ḡ(L(X )) ⊆ L(Y) ∪ {1};

3. ḡ(S (X )) ⊆ S (Y) ∪ {1};

4. ḡ(M n(X )) ⊆M n−2k(Y) ∪ {1} para qualquer n > 2k;

5. ḡ(M (X )) ⊆M (Y) ∪ {1}.

Demonstração. Se u ∈ Ln(X ) então u = x[1,n] para algum x ∈ X . Se n < 2k + 1 então
ḡ(u) = 1. Seja y = G(x). Se n ≥ 2k + 1 então y[k+1,n−k] = ḡ(u), logo ḡ(u) ∈ Ln−2k(Y). Isto
mostra o item (1), do qual se deduz o seguinte:

ḡ(L(X )) =
⋃

n≥1

ḡ(Ln(X )) ⊆
⋃

n≥2k+1

Ln−2k(Y) ∪ {1} = L(Y) ∪ {1}.
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Então (2) segue da continuidade de ḡ, e (3) segue de (2) e do Lema 1.56 (1).
Seja x = x1 · · · xm ∈M n(X ) ∩ A+, com xi ∈ A. Se m < n então ḡ(x) é uma palavra de

comprimento menor do que n− 2k. As palavras de tal comprimento pertencem ao conjunto
M n−2k(Y) ∪ {1}. Suponhamos que m ≥ n. Seja w um factor de comprimento n − 2k
de ḡ(x). Então ḡ(x) = pwq para alguns p, q ∈ B∗. Sejam r e s os comprimentos de p e q,
respectivamente. Então:

pwq = ḡ(x) = ḡ(x[1,2k+r]) · ḡ(x[r+1,m−s]) · ḡ(x[m−s+1−2k,m]).

Uma vez que |ḡ(x[1,2k+r])| = r e |ḡ(x[m−s+1−2k,m])| = s, temos p = ḡ(x[1,2k+r]), q =
ḡ(x[m−s−1−2k,m]) e w = ḡ(x[r+1,m−s]). Logo |x[r+1,m−s]| = |w| + 2k = n e portanto
x[r+1,m−s] ∈ Ln(X ). Do item (1) segue que w ∈ Ln−2k(Y). Logo ḡ(x) ∈ M n−2k(Y). Isto
mostra que ḡ(M n(X ) ∩ A+) ⊆ M n−2k(Y) ∪ {1}. Portanto ḡ(M n(X )) ⊆ M n−2k(Y) ∪ {1}
pois A+ é denso no espaço compacto ΩAV, e M n(X ) e M n−2k(Y)∪{1} são aberto-fechados.

Do item (4) deduzimos o seguinte:

ḡ(M (X )) ⊆
⋂

n≥1

ḡ(M n(X )) ⊆
⋂

n≥2k+1

M n−2k(Y) ∪ {1} = M (Y) ∪ {1},

Isto mostra (5).

O lema seguinte e os seus dois corolários são cruciais uma vez que constituem ferramentas
básicas a serem usadas nesta monografia.

Lema 3.30. Seja G : X ⊆ AZ → Y ⊆ BZ uma codificação entre dois sistemas simbólicos.

Suponhamos que G = g
[−k,k]
1 = g

[−l,l]
2 e que k ≥ l. Seja u um elemento de ΩAV de

comprimento maior ou igual a 2k + 1. Sejam r = ik−l(ḡ2(u)) e s = tk−l(ḡ2(u)). Se
u ∈M 2k+1(X ) então ḡ2(u) = rḡ1(u)s.

Demonstração. Se x ∈ X então g1(x[−k,k]) = g2(x[−l,l]). Cada elemento de L2k+1(X ) é da
forma x[−k,k] para algum x ∈ X . Logo,

se pwq ∈ L2k+1(X ) e |p| = |q| = k − l então g1(pwq) = g2(w). (3.6)

Uma vez que u pertence ao conjunto aberto M 2k+1(X ) e |u| ≥ 2k + 1, existe uma sucessão
(un)n de elementos de A+∩M 2k+1(X ) convergente para u e tal que todos os seus elementos
têm comprimento maior do que 2k. Seja un = z1 . . . zt, com zi ∈ A. Então,

ḡ2(un) =

k−l∏

i=1

g2(z[i,i+2l])

︸ ︷︷ ︸
rn

t−k−l∏

i=k−l+1

g2(z[i,i+2l])

t−2l∏

i=t−k−l+1

g2(z[i,i+2l])

︸ ︷︷ ︸
sn

= rn

t−2k∏

i=1

g2(z[i+k−l,i+k+l])sn

= rn

t−2k∏

i=1

g1(z[i,i+2k])sn (por (3.6))

= rnḡ1(un)sn.

Temos rn = ik−l(ḡ2(un)) e sn = tk−l(ḡ2(un)). Logo ḡ2(u) = rḡ1(u)s, pois ik−l, tk−l e ḡi são
funções cont́ınuas.
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Corolário 3.31. Seja G = g[−k,k] : X ⊆ AZ → Y ⊆ BZ uma conjugação, e seja H = h[−l,l] :
Y → X a sua inversa. Consideremos um elemento u de ΩAV com comprimento maior ou
igual a 2k + 2l + 1. Se u ∈M 2k+2l+1(X ) então u = ik+l(u)h̄ḡ(u)tk+l(u).

Demonstração. Seja f a função que associa a cada elemento de A2k+2l+1 a letra hḡ(u). Então
H ◦ G = f [−(k+l),k+l] = Id[0,0] e f̄ = h̄ḡ. O resultado segue da aplicação do Lema 3.30 com
g1 = f [−(k+l),k+l] e g2 = Id[0,0].

Corolário 3.32. Seja G = g[−k,k] : X ⊆ AZ → Y ⊆ BZ uma conjugação e seja H = h[−l,l] :
Y → X a sua inversa. Consideremos um elemento v de ΩAV. Se r e s são palavras de
comprimento k + l tais que rvs ∈M 2k+2l+1(X ) então v = h̄ḡ(rvs).

Demonstração. Pelo Corolário 3.31 temos rvs = rh̄ḡ(rvs)s, donde v = h̄ḡ(rvs) pelo Propo-
sição 1.60.

O lema seguinte fornece uma ferramenta para lidarmos com os elementos da miragem que
são limitados por idempotentes.

Lema 3.33. Seja G = g[0,0] : X → Y uma conjugação unitária. Seja k ≥ 0 tal que G−1 tem
uma função de blocos com memória e antecipação k. Consideremos idempotentes e e f de
M (X ). Sejam ε = ḡ(e) e φ = ḡ(f). Suponhamos que v é um elemento de M (Y) tal que
v = εvφ. Seja w = h̄

[
tk(ε)v ik(φ)

]
. Então w é um elemento de M (X ) tal que ḡ(w) = v e

w = ewf .

Demonstração. A função ḡ é um homomorfismo, logo ε e φ são idempotentes. Pelo Lema 1.62,
tk(ε)v ik(φ) é J -equivalente a v, e portanto também pertence a M (Y). Logo w ∈ M (X )
pelo Lema 3.29. Então ḡ(w) = v pelo Corolário 3.32. Temos a seguinte cadeia de igualdades:

w = h̄
[
tk(ε) ε · εvφ · φ ik(φ)

]

= h̄
[
tk(ε) ε ik(ε)

]
· h̄
[
tk(ε) εvφ ik(φ)

]
· h̄
[
tk(φ)φ ik(φ)

]

= h̄
[
tk(ε) ε ik(ε)

]
· w · h̄

[
tk(φ)φ ik(φ)

]
.

Uma vez que ḡ é um homomorfismo, temos

w = h̄ḡ
[
tk(e)e ik(e)

]
· w · h̄ḡ

[
tk(f)f ik(f)

]
. (3.7)

Novamente pelo Lema 1.62, as pseudopalavras e e tk(e)e ik(e) são J -equivalentes, e portanto
elas estão ambas em M (X ). Pela mesma razão tk(f)f ik(f) pertence a M (X ). Temos
h̄ḡ
[
tk(e)e ik(e)

]
= e e h̄ḡ

[
tk(f)f ik(f)

]
= f pelo Corolário 3.32. Logo por (3.7) conclúımos

que w = ewf .

3.4 Um conjunto parcialmente ordenado definido pela mira-

gem

A expressão conjunto parcialmente ordenado será abreviada pela sigla CPO. Seja S um
semigrupo. Se T é uma união de J -classes de S então denotamos por T † o CPO definido do
seguinte modo: os elementos de T † são as J -classes de S que contêm elementos limitados
por idempotentes e que estão contidas em T ; a ordem parcial de T † é a ordem induzida
pela quasi-ordem ≤J . Convém recordar que uma J -classe que contém elementos limitados
por idempotentes pode também ter elementos que não são limitados por idempotentes
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(Exemplo 1.29). Por outro lado, num semigrupo compacto uma J -classe contém elementos
limitados por idempotentes se e só se todos os seus elementos são limitados por idempoten-
tes (Lema 1.28). Recordemos também que uma J -classe de um semigrupo compacto que
contém elementos limitados por idempotentes diz-se uma J -classe limitada por idempotentes.

Seja G uma codificação de um sistema simbólico X de AZ num sistema simbólico Y de BZ.
Seja g uma função de blocos de G. Se J é uma J -classe de ΩAV então todos os elementos
de ḡ(J) pertencem à mesma J -classe de (ΩBV)1, pelo Lema 1.56. Além disso, se J está
contida em M (X ) e é limitada por idempotentes, então [ḡ(J)]J também está contida em
M (Y) e é limitada por idempotentes, pelos Lemas 3.29 e 1.56. Podemos portanto definir a
função G† de M (X )† em M (Y)† que envia J em [ḡ(J)]J . A função G† preserva a ordem,
pelo Lema 1.56.

Lema 3.34. A função G† não depende da escolha da função de blocos de G.

Demonstração. Suponhamos que G = g
[−k,k]
1 = g

[−l,l]
2 e que k ≥ l. Dado um elemento J

de M (X )†, seja u um elemento de J . Então u é limitado por idempotentes, pela definição
de M (X )†. Logo ḡ2(u) é limitado por idempotentes, pelo Lema 1.56. Pelo Lema 3.30,
existem palavras r e s de comprimento k − l tais que ḡ2(u) = rḡ1(u)s. Pelo Lema 1.61, as
pseudopalavras ḡ1(u) e ḡ2(u) são J -equivalentes.

Proposição 3.35. Sejam G : X → Y e H : Y → Z codificações entre sistemas simbólicos.
Então H† ◦G† = (H ◦G)†. Além disso, (IdX )† = IdM (X )† .

Demonstração. É claro que (IdX )† = IdM (X )† .

Sejam G = g[−k,k] : X → Y e H = g[−l,l] : Y → Z codificações em que X ⊆ AZ, Y ⊆ BZ

e Z ⊆ CZ. Seja f a função que a cada elemento u de A2k+2l+1 associa a letra hḡ(u). Então
f [−(k+l),k+l] é uma função de blocos de H ◦G com memória e antecipação k+ l, e f̄ = h̄ ◦ ḡ.
Portanto se J é uma J -classe limitada por idempotentes que está contida em M (X ) então

H†(G†(J)) = H†([ḡ(J)]J ) = [h̄(ḡ(J))]J = [f̄(J)]J = (H ◦G)†(J).

Logo H† ◦G† = (H ◦G)†.

Corolário 3.36. Os CPO M (X )† e S (X )† são invariantes de conjugação.

Demonstração. Para qualquer codificação G : X → Y temos G†(S (X )†) ⊆ S (Y)†, pelo
Lema 3.29. Pela Proposição 3.35 se G é uma conjugação então G† é um isomorfismo de
CPO (com (G†)−1 = (G−1)†).

Reparemos que M (X )† = (M (X ) \ A+)†, uma vez que as pseudopalavras módulo V

que são limitadas por idempotentes de ΩAV são infinitas. Reparemos também que se X é
minimal então S (X )† tem um único elemento, pelo Teorema 3.24. Veremos mais tarde que
S (X )† = M (X )† quando X é minimal (Teorema 5.31, na página 134).

Exemplo 3.37. Consideremos os seguintes sistemas simbólicos:

X : Y :

a b a b
c

d

c
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Como em cada um dos grafos cada etiqueta aparece uma única vez, X e Y são sistemas
simbólicos de arestas, logo de tipo finito. Portanto M (X ) = L(X ) e M (Y) = L(Y). Os
CPO M (X )† e M (Y)† têm a seguinte representação:

[aωcbω]J [aωdbω]J

[aω]J [bω]J

[aωcbω]J

[aω]J [bω]J

Logo X e Y não são conjugados, uma vez que M (X )† e M (Y)† não são isomorfos. Reparemos
que X e Y têm o mesmo conjunto de pontos periódicos, que são os pontos fixos. Em [LM96,
Secção 7.4] encontra-se definido um invariante de conjugação ulterior de sistemas simbólicos
de tipo quase finito designado grupo de Bowen-Franks. Por cálculo directo, podemos verificar
que X e Y não têm grupos de Bowen-Franks distintos.

O Exemplo 3.37 é at́ıpico. De acordo com a Proposição 3.23, o CPO S (X )† é pelo menos
tão intrincado como o CPO dos sistemas simbólicos irredut́ıveis nele contidos. Por exem-
plo, os sistemas sóficos de entropia positiva contêm uma infinidade de sistemas simbólicos
minimais finitos (cf. [LM96, Exerćıcios 4.4.3 e 6.3.1]).

Um CPO compacto é um CPO munido de uma topologia compacta para a qual a relação
de ordem é topologicamente fechada. Um CPO profinito é um CPO compacto C tal que para
qualquer par de elementos distintos u e v de C, existe um homomorfismo de CPO cont́ınuo
ϕ de C num CPO finito F tal que ϕ(u) 6= ϕ(v).

Proposição 3.38. O CPO ΩAV/J é profinito.

Demonstração. Como a relação J é fechada em ΩAV, o espaço quociente ΩAV/J é com-
pacto, pela Proposição 1.4.

Suponhamos que J (1) e J (2) são duas J -classes distintas de ΩAV/J . De acordo com [Alm95,
Corolário 5.6.2], dois elementos u e v de ΩAV são J -equivalentes se e só se, para todo o
homomorfismo cont́ınuo sobrejectivo ψ entre ΩAV e um semigrupo de V, as imagens ψ(u)
e ψ(v) são J -equivalentes. Então, dados u1 ∈ J

(1) e u2 ∈ J
(2), existe um homomorfismo

cont́ınuo sobrejectivo ϕ entre ΩAV e um semigrupo finito S tal que ϕ(u1) e ϕ(u2) não são
J -equivalentes. Como os homomorfismos de semigrupos preservam a J -ordem, a função

ϕ′ : ΩAV/J → S/J
J 7→ [ϕ(J)]J .

é um homomorfismo bem definido de CPO tal que ϕ′(J (1)) 6= ϕ′(J (2)). Resta-nos verifi-
car que ϕ′ é uma função continua. O Diagrama (3.8) é comutativo, onde [·]J denota as
correspondentes funções quocientes.

ΩAV
ϕ

//

[·]J
��

S

[·]J
��

ΩAV/J
ϕ′

// S/J

(3.8)

Como as referidas funções quocientes e ϕ são cont́ınuas, conclui-se pelo Teorema 1.6 que ϕ′

é cont́ınua.
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Corolário 3.39. O CPO M (X )† é profinito.

Demonstração. O CPO M (X )† é um subconjunto de ΩAV/J munido da restrição da ordem
parcial de ΩAV/J . Como ΩAV/J é um CPO profinito, apenas temos que verificar que
M (X )† é compacto. Ora M (X )† é a imagem do conjunto

F = M (X ) ∩ {u ∈ ΩAV |u é limitado por idempotentes}

pela função quociente ΩAV→ ΩAV/J , a qual é cont́ınua. Ora F é fechado.

Os grupos de Schützenberger na miragem

Proposição 3.40. Sejam X e Y sistemas simbólicos de AZ e BZ, respectivamente. Seja
G = g[0,0] : X → Y uma codificação unitária. Seja U uma H-classe limitada por idempotentes
de ΩAV e contida em M (X ). Consideremos a H-classe V de ΩBV que contém ḡ(U). Então
os grupos de Schützenberger de U e de V são grupos compactos isomorfos.

Demonstração. O leitor deve ter presente ao longo da demonstração que ḡ é um homomor-
fismo. Seja η : U → V a restrição de ḡ a U . Vamos mostrar que η é um isomorfismo.

Fixemos um elemento u de U , e sejam e e f idempotentes de ΩAV tais que u = euf . Seja
h uma função de blocos tal que G−1 = h[−k,k]. Se w é um elemento de U então w = ewf e
portanto w = ik(e)h̄ḡ(w)tk(f), pelo Corolário 3.31. Logo η é injectiva.

Seja v ∈ V . Então existe y ∈ ΩBV tal que v = ḡ(u)y e y = ḡ(f) y ḡ(f). Como u ∈M (X ),
temos ḡ(u) ∈ M (Y) pelo Lema 3.29. Logo v, y ∈ M (Y), uma vez que v e y são factores
de ḡ(u). Pelo Lema 3.33 existe x ∈ M (X ) tal que ḡ(x) = y e x = fxf . Logo ḡ(ux) = v,
e ux ∈ M (X ) pelo Corolário 1.50. Dualmente, existe x′ tal que x′ = ex′e, x′u ∈ M (X )
e ḡ(x′u) = v. Como ux e x′u são limitados pelos idempotentes e e f , pelo Corolário 3.31
temos

ux = ik(e)h̄ḡ(ux)tk(f) = ik(e)h̄(v)tk(f) = ik(e)h̄ḡ(x
′u)tk(f) = x′u.

Temos G†[ux]J = [v]J = G†[u]J . Portanto ux e u são J -equivalentes, uma vez que G†

é uma função bijectiva. Além disso, ux e u são H-equivalentes porque ΩAV é estável e
ux = x′u. Logo ux ∈ U . Isto mostra que η(U) = V , pelo que η é um isomorfismo entre U
e V .

Nos termos da notação introduzida na Secção 1.4, a correspondência

ψ : Γ(U)→ Γ(V )

ξU (x) 7→ ξV [ḡ(x)], x ∈ T (U).

é uma função bem definida. Seja y um qualquer elemento de T (V ). Uma vez que η é
sobrejectiva existe z ∈ T (U) tal que ḡ(u)y = ḡ(uz). Portanto ξV (y) = ξV [ḡ(z)], pelo que ψ
é sobrejectiva. A injectividade de ψ também segue facilmente da injectividade de η.

Um CPO etiquetado é um CPO em que cada elemento é etiquetado por um elemento de
uma certa classe. Um morfismo entre dois CPO etiquetados A e B é uma função ϕ : A → B

que preserva a ordem e deixa as etiquetas inalteradas.
Para uma J -classe J de um semigrupo compacto S definimos o par ordenado (ǫJ ,GJ) do

modo que segue: o śımbolo ǫJ é igual a 1 se J é regular, e é igual a 0 caso contrário; em
ambos os casos GJ é a classe de isomorfismo (no sentido algébrico-topológico) do grupo de

Schützenberger de J . Se T é uma união de J -classes de S então denotamos por T †
× o CPO

etiquetado que resulta de T † pela atribuição da etiqueta (ǫJ ,GJ ) a cada J -classe J que seja
elemento de T †.
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Teorema 3.41. Os CPO etiquetados M (X )†× e S (X )†× são invariantes de conjugação.

Demonstração. Seja G : X → Y uma conjugação entre sistemas simbólicos. Pela Pro-
posição 3.35, a função G† : M (X )† → M (Y)† é um isomorfismo de CPO. Além disso,
G†(S (X )) = S (Y). Falta mostrar que G† preserva as etiquetas.

Pelo Lema 1.56 as funções G† e (G−1)† enviam J -classes regulares em J -classes regulares.
Além disso, (G−1)† = (G†)−1, pela Proposição 3.35. Portanto G† envia J -classes não
regulares em J -classes não regulares. Logo G† preserva as etiquetas ǫJ .

Pela Proposição 2.8 existem conjugações unitárias G1 e G2 tais que G = G2 ◦ G
−1
1 . Seja

K um elemento de M (X )†. Pela Proposição 3.40 o grupo de Schützenberger de (G−1
1 )†(K)

é isomorfo aos grupos de Schützenberger de G†
1 ◦ (G−1

1 )†(K) e de G†
2 ◦ (G−1

1 )†(K). Pela

Proposição 3.35, temos G†
1 ◦ (G−1

1 )†(K) = K e G†
2 ◦ (G−1

1 )†(K) = G†(K).

Corolário 3.42. Se X é um sistema simbólico irredut́ıvel então o grupo de Schützenberger
de J(X ) é um invariante de conjugação algébrico-topológico.

Em [Alm05a] o grupo de Schützenberger de J(X ) foi calculado para diversas classes de
sistemas minimais. A t́ıtulo exemplificativo, vamos mencionar alguns desses resultados. Mas
antes vamos considerar o caso mais simples dos sistemas minimais com um número finito de
elementos. Um sistema simbólico é minimal e com um número finito de elementos se e só se
é a órbita de uma sequência da forma u∞ com u uma palavra primitiva de A+ (uma palavra
v é primitiva se v = wn ⇒ n = 1). Nesse caso, J(O(u∞)) é a J -classe de uω. O grupo
de Schützenberger de uω é gerado por uω+1 e é isomorfo ao ideal mı́nimo de Ω1V ([AV06,
Teorema 7.5] e sua demonstração).

Passemos aos sistemas simbólicos minimais com um número infinito de elementos; note-se
que tais sistemas não contêm órbitas periódicas. Para um enquadramento sobre sistemas
minimais, e em especial sobre aqueles que vamos mencionar, remetemos para a śıntese [LM96,
Secção 13.7] e para [Lot02, BFMS01]. Dado um sistema simbólico X , um elemento u de L(X )
diz-se um factor especial à direita (com grau k) se uA∩L(X ) tiver mais do que um elemento
(tiver k elementos). Define-se dualmente a noção de factor especial à direita (com grau k).
Um sistema de Arnoux-Rauzy de grau k é um sistema simbólico X de AZ, com |A| = k,
tal que Ln(X ), para qualquer n, tem exactamente um factor especial à direita, e um factor
especial à esquerda, ambos de grau |A|. Um sistema de Arnoux-Rauzy de grau dois diz-se
Sturmiano. A classe dos sistemas Sturmianos tem merecido uma especial atenção.

Teorema 3.43 ([Alm05a]). Consideremos a pseudovariedade S dos semigrupos finitos. Se
X é um sistema de Arnoux-Rauzy de grau n então o grupo de Schützenberger de J(X ) é
isomorfo a ΩnG.

Um endomorfismo de A+ fica completamente determinado pelo sua restrição a A. Se
a1, . . . , an forem as letras de A, então ϕ = [u1, . . . , un] significa que ϕ(ai) = ui, i ∈ {1, . . . , n}.
Em geral usa-se a ordem alfabética. Por exemplo, ψ = [ab, a] significa que ψ(a) = ab e
ψ(b) = a. Na literatura sobre sistemas simbólicos, os endomorfismos de A+ denominam-
se habitualmente substituições em A. Por exemplo, [ab, a] é conhecida como substituição
de Fibonacci. Uma substituição ϕ em A diz-se primitiva se ϕ(A) * A e se existir algum
inteiro positivo n tal que L1(ϕ

n(a)) = A para qualquer a ∈ A. Por exemplo, ψ = [ab, a] é
uma substituição primitiva, pois L1(ψ

2(a)) = L1(ψ
2(b)) = {a, b}. Se ϕ é uma substituição

primitiva, então o conjunto
⋃
n≥1 L(ϕn(a)) não depende da letra a e é uniformemente

recorrente, definindo-se deste modo um sistema simbólico minimal Xϕ. O sistema Xϕ tem
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entropia nula. O sistema Xϕ é Sturmiano se e só se ϕ(A) for um conjunto gerador do grupo
ΩAG. Por exemplo, X[ab,a2b] é Sturmiano, porque a = (a2b)(ab)−1 e b = a−1(ab). Logo o

grupo de Schützenberger de J(X[ab,a2b]) é isomorfo a ΩAG, pelo Teorema 3.43.

Proposição 3.44 ([Alm05a]). Consideremos a pseudovariedade S dos semigrupos finitos. O
grupo de Schützenberger de J(X[ab,a3b]) é algébrica-topologicamente gerado por dois elementos,

mas não é isomorfo a ΩnG, para qualquer inteiro positivo n.
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Caṕıtulo 4

Semigrupóides profinitos

relativamente livres

Num artigo de importância capital [Til87], Tilson defendeu de forma absolutamente con-
vincente que se deveriam encarar as categorias (pequenas) de um ponto de vista algébrico,
como generalizações de monóides, e utilizar este ponto de vista para resolver questões do
âmbito da teoria dos semigrupos finitos. Paralelamente propôs a noção de semigrupóide
(grosso modo uma categoria sem identidades) como a generalização correspondente para os
semigrupos. Nesse artigo, Tilson desenvolveu as bases de uma teoria consistente e várias
ferramentas úteis. De entre estas, a que talvez mereça mais destaque seja a noção de
categoria derivada, que se constatou ser fundamental para o estudo do produto semi-directo
de pseudovariedades de semigrupos ou de monóides. A noção de categoria derivada em tal
contexto remete para a noção de divisão de categorias e de pseudovariedade de categorias,
que fazem parte da teoria desenvolvida em [Til87]. No entanto em [Til87] ainda não é feita
qualquer referência a categorias profinitas relativamente livres, nem sequer a qualquer tipo
de categorias topológicas.

Cerca de uma década mais tarde, de forma independente, Jones por um lado [Jon96a],
Almeida e Weil por outro [AW98], haveriam de generalizar os fundamentos da teoria dos mo-
nóides/semigrupos profinitos para categorias/semigrupóides profinitos, com destaque para os
relativamente livres. Em [AW98] esta teoria encontrou uma aplicação importante, o chamado
“Teorema da Base”. Na verdade, constatou-se mais tarde que a sua demonstração continha
um erro. Expurgando a demonstração desse erro, ainda assim obtém-se um resultado de
grande alcance. A versão que inicialmente se julgava demonstrada permanece como um
problema em aberto; se for verdadeira poderá ser essencial para a resolução do problema da
complexidade de Krohn-Rhodes, um dos mais famosos da área dos semigrupos finitos (ver
Apêndice C). Veja-se [Wei02] ou [Alm05b] para uma exposição sobre a complexidade de
Krohn-Rhodes e a sua ligação com o “Teorema da Base”.

Em [Jon96a], Jones concentrou a sua atenção em categorias e semigrupóides com um
número finito de vértices. Em [AW98], Almeida e Weil procuraram evitar qualquer restrição
sobre o número de vértices, tendo introduzido uma noção de semigrupóide relativamente livre
gerado por um grafo profinito com um número de vértices eventualmente infinito. Contudo
o autor deste trabalho detectou deficiências nessa noção (que são irrelevantes para os casos
em que o número de vértices é finito), especialmente quando dela deriva a assumpção de
que o semigrupóide livre gerado por um grafo profinito é denso no respectivo semigrupóide
profinito livre. Com efeito, o autor descobriu um exemplo de um grafo profinito que gera
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um semigrupóide livre que não é denso em qualquer semigrupóide compacto que o contenha.
Esse grafo é o grafo das órbitas de um sistema simbólico bastante simples. Reside aqui
a diferença crucial com o caso em que o número de vértices é finito: enquanto que num
semigrupóide com um número finito de vértices o fecho topológico de um subsemigrupóide
gerado por um grafo é ele próprio um subsemigrupóide, tal não tem que acontecer quando
o número de vértices é infinito. Outra dificuldade importante que escapou em [AW98] à
atenção dos seus autores consiste em que a imagem homomorfa de um subsemigrupóide não
tem que ser um subsemigrupóide, e que portanto por essa via não é posśıvel garantir que
um semigrupóide profinito com um número infinito de vértices seja um limite projectivo de
semigrupóides finitos (ver Subsecção 4.4.2).

Neste caṕıtulo recapitulamos a definição de semigrupóide profinito relativamente livre
gerado por um grafo com um número finito de vértices; em seguida, motivados pelo exemplo
de um grafo das órbitas de um sistema simbólico, constrúımos uma boa definição de semigru-
póide profinito relativamente livre gerado por um grafo profinito com um número de vértices
não necessariamente finito. Uma tarefa que esta monografia deixa como herança consistirá
em avaliar o impacto desta nova definição, e dos problemas da definição anterior, nos artigos
onde se obtêm resultados sobre semigrupos profinitos e pseudovariedades de semigrupos
utilizando semigrupóides profinitos relativamente livres gerados por grafos profinitos com
um número infinito de vértices; como exemplos de tais artigos, temos [AW98, AT01, RS02].

As referências principais sobre semigrupóides e categorias que sustentam as afirmações e
resultados não originais deste caṕıtulo são [Jon96a, AW98]. Em [Jon96a] a ênfase é posta nas
categorias, mas conforme é áı assinalado, mutatis mutandis a quase totalidade dos resultados
podem ser traduzidos para o universo dos semigrupóides. Os resultados originais foram
obtidos em colaboração com Almeida.

4.1 Semigrupóides

Seja S um grafo não vazio. Consideremos o conjunto DS = {(s, t) ∈ ES × ES |ω(s) = α(t)}
dos pares de arestas consecutivas de S. Dizemos que S é um semigrupóide se o conjunto de
arestas de S estiver munido de uma operação binária parcial (frequentemente denominada
composição) com as seguintes propriedades:

1. para quaisquer arestas s e t, o produto s · t está definido se e só se (s, t) ∈ DS ;

2. se (s, t) ∈ DS então α(s · t) = α(s) e ω(s · t) = ω(t);

3. se (s, t) ∈ DS e (t, r) ∈ DS então (s · t) · r = s · (t · r).

Um subgrafo T de um semigrupóide S é um subsemigrupóide de S se T for um semi-
grupóide cuja composição é a restrição da operação de S. Dado um subgrafo não vazio
X do semigrupóide S, a intersecção de todos os subsemigrupóides de S que contêm X é
um semigrupóide, denominado subsemigrupóide de S gerado por X, e denotado por 〈X〉.
Reparemos que V〈X〉 = VX e que

E〈X〉 =
⋃

n≥1

{s1 · s2 · · · sn−1 · sn | s1, s2, . . . , sn−1, sn são arestas consecutivas de X}. (4.1)

Dados dois semigrupóides S e T , um homomorfismo de semigrupóides de S em T é um
homomorfismo de grafos ϕ : S → T tal que ϕ(s ·t) = ϕ(s) ·ϕ(t) para qualquer (s, t) ∈ DS . Se
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a restrição ϕ ao conjunto dos vértices de S for injectiva então para qualquer subsemigrupóide
R de S o conjunto ϕ(R) é um subsemigrupóide de T . No entanto, em geral ϕ(S) não é um
subsemigrupóide de T .

Exemplo 4.1. Consideremos os grafos S e T com as seguintes representações gráficas:

S : x

y1 y2

z

c1 c2

T : x

y

z

d1

d3

d2

O conjunto DS é vazio, logo S é um semigrupóide para a operação binária vazia. Por outro
lado, DT = {(d1, d2)} e T é um semigrupóide para a operação (d1, d2) 7→ d3. Como DS = ∅,
qualquer homomorfismo de grafos entre S e T é um homomorfismo de semigrupóides. Por
exemplo, a função ϕ : S → T definida pela tabela

s x y1 y2 z c1 c2
ϕ(s) x y y z d1 d2

é um homomorfismo de semigrupóides. O grafo ϕ(S) não é um subsemigrupóide de T , pois
ϕ(c1) · ϕ(c2) = d1 · d2 = d3 /∈ ϕ(S).

Segue-se um exemplo mais interessante, em que em ambos os semigrupóides existem
arestas consecutivas.

Exemplo 4.2. Consideremos os grafos S e T com as seguintes representações gráficas:

S : x

y1 y2

z

c

d

e
u v

f
T : x

y

z

c0

c1

e0

e1

f0

f1

d0

Consideremos em S a função (s, t) ∈ DS 7→ s · t ∈ ES descrita pela seguinte tabela:

(s, t) (c, d) (c, v) (d, e) (u, e)

s · t u f v f

O único caminho de comprimento três de S é cde. Ora (c · d) · e = f = c · (d · e), pelo que a
operação · confere a S uma estrutura de semigrupóide. Dados i, j ∈ {0, 1}, seja

ǫ(i, j) =

{
1 se (i, j) = (1, 1)

0 se (i, j) 6= (1, 1)

Consideremos em T a função (s, t) ∈ DT 7→ s · t ∈ ET descrita pela seguinte tabela (onde
i, j ∈ {0, 1}):

(s, t) (ci, d0) (d0, d0) (d0, ei) (ci, ej)

s · t c0 d0 e0 fǫ(i,j)
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Analisando os caminhos de comprimento três de T , verificamos que a operação · confere a
T uma estrutura de semigrupóide. Consideremos a função ϕ : S → T definida pela seguinte
tabela:

s x y1 y2 z c d e u v f

ϕ(s) x y y z c1 d0 e1 c0 e0 f0

Facilmente podemos verificar que ϕ é um homomorfismo de semigrupóides. O grafo ϕ(S)
não é um subsemigrupóide de T , pois ϕ(c) · ϕ(e) = c1 · e1 = f1 /∈ ϕ(S).

Adoptaremos algumas simplificações. Assim, por exemplo, o produto s · t entre duas
arestas consecutivas de um semigrupóide será denotado por st, sempre que ficar claro que
não nos estamos a referir ao caminho constitúıdo por s e t. Não havendo confusão, um
homomorfismo de semigrupóides poderá ser designado simplesmente por homomorfismo.

Dado um conjunto C, ser-nos-á conveniente identificar C com o grafo G(C) que tem um
único vértice x, o qual não pertence a C, e para o qual se tem EG(C)(x, x) = C. Desta forma,
se H for um grafo, um homomorfismo de grafos de H em C será entendido como uma função
de EH em C. Do mesmo modo, um semigrupo S será identificado com o semigrupóide
tendo G(S) como grafo subjacente e cuja composição coincide com a multiplicação de S.
Reciprocamente, se T é um semigrupóide e se ET (x, x) 6= ∅, então ET (x, x) é um semigrupo
para a operação de composição, denominado semigrupóide local de T em x.

Seja Γ um grafo. O grafo Γ+ é o grafo que tem os mesmos vértices que Γ e onde as
arestas que começam num vértice x e acabam num vértice y são os caminhos de Γ que
começam em x e acabam em y. Reparemos que Γ é um subgrafo de Γ+. O grafo Γ+ é
um semigrupóide para a operação de concatenação de caminhos consecutivos. Dado um
homomorfismo ϕ de grafos entre Γ e um semigrupóide S, denotamos por ϕ+ a função entre
Γ+ e S definida do seguinte modo: a restrição de ϕ+ a VΓ+ coincide com a restrição de ϕ a
VΓ; um caminho e1e2 . . . en−1en sobre Γ, em que e1, . . . , en são arestas consecutivas, é enviado
em ϕ(e1)ϕ(e2) · · ·ϕ(en−1)ϕ(en). A função ϕ+ é um homomorfismo de semigrupóides, e é o
único homomorfismo de semigrupóides entre Γ+ e S que estende ϕ. O semigrupóide Γ+

denomina-se semigrupóide livre gerado por Γ. Se Γ é um conjunto então Γ+ é o semigrupo
livre gerado por Γ, pelo que estas definições não são amb́ıguas.

Uma congruência sobre um semigrupóide S é uma relação de equivalência θ em S tal que,

1. se x é um vértice de S então [x]θ = {x}.

2. para quaisquer arestas s e t de S, se s θ t então s e t são arestas co-terminais;

3. para quaisquer arestas s, t e r de S, se s θ t e ω(r) = α(s) então rt θ rt;

4. para quaisquer arestas s, t e r de S, se s θ t e ω(s) = α(r) então sr θ tr.

Apenas as arestas interessam para a descrição de uma congruência. A relação que identifica
entre si duas arestas precisamente quando elas são co-terminais define uma congruência,
denominada congruência de co-terminalidade.

Se θ é uma congruência sobre o semigrupóide S então o quociente S/θ fica naturalmente
munido de uma estrutura de semigrupóide para a qual a função

qθ : S → S/θ
s 7→ [s]θ

96



é um homomorfismo quociente de semigrupóides. O núcleo de qθ é θ. Se ϕ : S → T é
um homomorfismo quociente de semigrupóides então Kerϕ é uma congruência sobre S e a
função

S/Kerϕ → T
[s]Kerϕ 7→ ϕ(s)

está bem definida e é um isomorfismo de semigrupóides. Se θ e ρ são congruências sobre o
semigrupóide S tais que θ ⊆ ρ então a função

qθ,ρ : S/θ → S/ρ
[s]θ 7→ [s]ρ

está bem definida e é um homomorfismo sobrejectivo.
Um grafo topológico (compacto) é um grafo G munido de uma topologia Hausdorff (com-

pacta) para a qual αG e ωG são funções cont́ınuas, e VG e EG são fechados. Note-se que
então VG e EG também são abertos, pois G é a união disjunta de VG e EG.

Observação 4.3. Suponhamos que G é um grafo topológico. Então, para quaisquer x, y ∈
VG, o conjunto EG(x, y) é fechado; o conjunto DG também é fechado. Se a topologia de VG

é a topologia discreta então EG(x, y) e DG são abertos.

Como habitualmente, se algum dos conjuntos VG, EG ou G for finito então considerámo-lo
munido da topologia discreta.

Um semigrupóide topológico (compacto) é um semigrupóide S cujo grafo subjacente é um
grafo topológico (compacto) tal que a operação de semigrupóide de S é cont́ınua: isto é, se
(si, ti)i∈I é uma rede de elementos de DS convergente para (s, t), então (siti)i∈I converge
para st (note-se que (s, t) pertence a DS porque DS é fechado).

Suponhamos que (Si)i∈I é uma famı́lia de grafos topológicos. Então
∏
i∈I Si é um grafo

topológico, considerando a topologia produto.
Se (Si)i∈I é uma famı́lia de grafos semigrupóides topológicos então

∏
i∈I Si é um se-

migrupóide topológico, considerando a topologia produto e a composição de arestas feita
componente a componente.

O limite projectivo de uma famı́lia de homomorfismos de grafos (semigrupóides) topoló-
gicos é um subgrafo (subsemigrupóide) fechado de

∏
i∈I Si (se não for o conjunto vazio).

4.1.1 O subsemigrupóide fechado gerado por um conjunto

Sejam R um semigrupóide topológico e X um subgrafo não vazio de R. Consideremos o
seguinte conjunto:

Q = {Q |Q é um subsemigrupóide fechado de R que contém X}.

O conjunto Q é não vazio, pois é claro que R ∈ Q. Denotemos por ⌈X⌉ a intersecção dos
elementos de Q. Então ⌈X⌉ ∈ Q. Dizemos que ⌈X⌉ é o subsemigrupóide fechado de R
gerado por X.

Observação 4.4. Se DR for aberto então ⌈X⌉ = 〈X〉.

Justificação. Consideremos duas arestas consecutivas s e t pertencentes a 〈X〉. Então existe
uma rede (si, ti)i∈I de elementos de 〈X〉 × 〈X〉 convergente para (s, t). Como (s, t) ∈ DS

e DS é aberto, a rede (si, ti)i∈I tem alguma sub-rede (sλ(j), tλ(j))j∈J de elementos de DS .
Então (sλ(j) · tλ(j))j∈J é uma rede de elementos de 〈X〉 convergente para st.
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Em particular, se R tiver um número finito de vértices então ⌈X⌉ = 〈X〉. Para vermos
um exemplo em que não se verifica a igualdade ⌈X⌉ = 〈X〉, vamos regressar aos sistemas
dinâmicos simbólicos.

Seja X um sistema simbólico de AZ. Vamos designar por grafo das órbitas de um sistema
simbólico o grafo Σ(X ) que tem X como conjunto de vértices e {(x, σ(x)) ∈ X × X |x ∈
X} como conjunto de arestas, e onde a aresta (x, σ(x)) começa em x e acaba em σ(x).
Considerando em EΣ(X ) a topologia induzida da topologia produto de X × X , as funções α
e ω são cont́ınuas, pelo que Σ(X ) fica com uma estrutura de grafo topológico determinada
pela topologia de X . Dois sistemas simbólicos X e Y são conjugados se e só se Σ(X ) e Σ(Y)
são grafos topológicos isomorfos.

Proposição 4.5. Consideremos o alfabeto com duas letras {a, b} e o sistema simbólico sófico
Z de {a, b}Z com a seguinte apresentação:

a ba b b a

Suponhamos que Σ(Z)+ é um subsemigrupóide de um semigrupóide compacto S tal que Z é
um subespaço topológico de VS. Então Σ(Z)+ não é um subsemigrupóide de S.

Demonstração. Para cada inteiro positivo n, seja sn a única aresta de Σ(Z)+ que começa
em a−∞.b+∞ e acaba em σn(a−∞.b+∞), e seja tn a única aresta de Σ(Z)+ que começa em
σ−n(b−∞.a+∞) e acaba em b−∞.a+∞. Como S é um semigrupóide compacto, as sucessões
(sn)n e (tn)n têm pontos de acumulação s e t em S, respectivamente. Pela continuidade das
funções α e ω, temos

α(s) = a−∞.b+∞, ω(s) = b∞ = α(t), ω(t) = b−∞.a+∞.

Como s e t são arestas consecutivas, existe o produto s · t.
Suponhamos que Σ(Z)+ é um subsemigrupóide de S. Então, como s, t ∈ Σ(Z)+, temos

s · t ∈ Σ(Z)+. Logo, existe uma rede (ei)i∈I de arestas de Σ(Z)+ convergente para s · t.
Pela continuidade de α e de ω, as redes (α(ei))i∈I e (ω(ei))i∈I convergem para a−∞.b+∞

e b−∞.a+∞, respectivamente. Ora a−∞.b+∞ e b−∞.a+∞ são elementos isolados de Z, pelo
que existe i ∈ I tal que α(ei) = a−∞.b+∞ e ω(ei) = b−∞.a+∞. Mas em Σ(Z)+ não existem
arestas entre a−∞.b+∞ e b−∞.a+∞. Chegamos a uma contradição.

A Proposição 4.5 dá-nos o nosso almejado exemplo, uma vez que se o semigrupóide Σ(Z)+

mergulha num semigrupóide S, então Σ(Z)+ é o subsemigrupóide de S gerado por Σ(Z)+.
Há ainda um detalhe a considerar: é preciso mostrar que existe de facto um semigrupóide
compacto S que satisfaça as condições da Proposição 4.5. Essa demonstração fica adiada
para uma secção posterior (cf. Corolário (4.30)).

Voltando a uma situação totalmente abstracta, consideremos então um subgrafo não vazio
X de um semigrupóide topológico R. Façamos a seguinte definição recursiva de conjuntos
denotados por ⌈X⌉β , onde β é um ordinal1:

• ⌈X⌉0 = X;
• para qualquer ordinal β, o conjunto ⌈X⌉β+ é o fecho em R do subsemigrupóide gerado

por ⌈X⌉β .

1Para uma consulta sobre ordinais e tópicos relacionados, veja-se por exemplo [Kun80, Caṕıtulo 1] e
[Hal74].
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• se β é um ordinal limite então ⌈X⌉β =
⋃
γ∈β⌈X⌉γ .

Note-se desde logo que X ⊆ ⌈X⌉β ⊆ ⌈X⌉ para todo o ordinal β, o que facilmente se prova
por indução transfinita.

Por comodidade, no que segue o conjunto ⌈X⌉β é abreviadamente denotado por yβ.

Lema 4.6. Seja β0 um ordinal tal que yβ+
0

= yβ0. Então ⌈X⌉ = yβ0

Demonstração. Temos 〈yβ0〉 ⊆ 〈yβ0〉 = yβ0, pelo que yβ0 ∈ Q. Por outro lado yβ0 ⊆ ⌈X⌉.
Logo ⌈X⌉ = yβ0.

Lema 4.7. Se d é um cardinal maior do que o cardinal de ⌈X⌉ então existe um ordinal β0

pertencente a d tal que yβ+
0

= yβ0
.

Demonstração. Sejam β e γ ordinais distintos. Então β ∈ γ ou γ ∈ β. Suponhamos que
β ∈ γ. Então β+ ⊆ γ. Facilmente se mostra por indução transfinita que o operador y
preserva a ordem, pelo que yβ+ ⊆ yγ . Do mesmo modo, se γ ∈ β então yγ+ ⊆ yβ. Em
qualquer dos casos, temos (yβ+ \ yβ) ∩ (yγ+ \ yγ) = ∅. Portanto a seguinte correspondência
é uma função bem definida:

f : ⌈X⌉ → d

x 7→

{
β se β ∈ d e x ∈ yβ+ \ yβ

0 caso contrário.

Temos yβ ⊆ yβ+ , para todo o β ∈ d. Suponhamos que o lema é falso; então, pelo Lema 4.6,
para todo o ordinal β pertencente a d, existe algum elemento xβ de yβ+ \ yβ. Ora xβ ∈ ⌈X⌉,
pois yγ ⊆ ⌈X⌉ para qualquer ordinal γ. Portanto β = f(xβ), para qualquer ordinal β
pertencente a d. Logo a função f é sobrejectiva, pelo que d ≤ |⌈X⌉|. Por outro lado
|⌈X⌉| < d, por hipótese. Isto é uma contradição.

Pelos Lemas 4.6 e 4.7 o conjunto de ordinais

{β : β é um ordinal, |β| ≤ |⌈X⌉|, ⌈X⌉β = ⌈X⌉}.

é não vazio. O seu inf́ımo é denotado por o(X).

Lema 4.8. Sejam R e S semigrupóides topológicos. Consideremos um subgrafo não vazio
X de R tal que R = ⌈X⌉. Sejam ψ e η homomorfismos cont́ınuos de semigrupóides de R
em S. Se ψ|X = η|X então ψ = η.

Demonstração. Pelos Lemas 4.7 e 4.6, basta-nos mostrar por indução transfinita que ψ|yβ
=

η|yβ
para qualquer ordinal β. O passo inicial é trivial, pois y0 = X.

Vejamos o caso sucessor do passo indutivo. Seja β um ordinal tal que ψ|yβ
= η|yβ

. Então
ψ|〈yβ 〉 = η|〈yβ 〉, porque ψ e η são homomorfismos de semigrupóides. E ψ|〈yβ〉 = η|〈yβ〉, porque

ψ e η são funções cont́ınuas. Ora yβ+ = 〈yβ〉.
Vejamos o caso limite do passo indutivo. Seja β um ordinal limite tal que ψ|yγ = η|yγ

para todo o γ ∈ β. Como yβ =
⋃
γ∈β yγ , segue imediatamente que ψ|yβ

= η|yβ
.
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4.2 Pseudovariedades de semigrupóides

Dizemos que um semigrupóide S é um divisor de um semigrupóide T se existir um semigru-
póide R para o qual existe um homomorfismo fiel ϕ : R→ T e um homomorfismo quociente
ϕ : R→ S. No caso dos semigrupos esta noção coincide com a noção de divisor introduzida
na Secção 1.5.

Um semigrupóide diz-se trivial se não possuir pares de arestas que sejam simultaneamente
co-terminais e distintas. Entre um semigrupóide trivial e o semigrupo trivial existe um único
homomorfismo de semigrupóides; esse homomorfismo é fiel, pelo que os semigrupóides triviais
são divisores do semigrupo trivial.

Uma pseudovariedade de semigrupóides é uma classe de semigrupóides finitos que contém o
semigrupo trivial e que contém os divisores e os produtos directos finitos dos seus elementos 2.

A intersecção de pseudovariedades de semigrupóides também é uma pseudovariedade de
semigrupóides. A pseudovariedade de semigrupóides gerada por uma classe C de semigru-
póides finitos é a intersecção das pseudovariedades de semigrupóides que contêm C .

Teorema 4.9 (cf. [AW98, Secção 2]). A pseudovariedade de semigrupóides gerada por C é
a classe dos divisores de produtos directos finitos de elementos de C .

A pseudovariedade de semigrupóides gerada por uma pseudovariedade V de semigrupos
designa-se global de V, e é denotada por gV. A classe dos semigrupóides finitos triviais é
uma pseudovariedade de semigrupóides; e como os semigrupóides triviais são divisores do
semigrupo trivial, essa pseudovariedade é precisamente gI. Note-se que a pseudovariedade gI

está contida em todas as pseudovariedades de semigrupóides.
A noção de semigrupóide profinito, e mais particularmente de semigrupóide pró-V, é

inteiramente análoga à correspondente noção para semigrupos.

Lema 4.10 (cf. [Jon96a, pág. 66]). Seja S um semigrupóide compacto com um número
finito de vértices. Suponhamos que ϕ é um homomorfismo cont́ınuo de S num semigru-
póide finito F . Então existem homomorfismos cont́ınuos de semigrupóides ϕ1 : S → F ′ e
ϕ2 : F ′ → F tais que ϕ1 é quociente, F ′ é finito, ϕ2 é fiel e ϕ = ϕ2 ◦ ϕ1.

Note-se que no enunciado do Lema 4.10 o semigrupóide F ′ é um divisor de F , pelo que se
V é uma pseudovariedade de semigrupóides então F ′ ∈ V sempre que F ∈ V. Portanto, no
universo dos semigrupóides com um número finito de vértices, os homomorfismos quocientes
são suficientes para a caracterização dos semigrupóides pró-V.

Vamos designar por sistema dirigido quociente um sistema dirigido de homomorfismos
quocientes de semigrupóides.

2 Na definição original de Tilson [Til87], que nunca até agora vimos alterada, uma pseudovariedade de
semigrupóides também tem que ser fechada para a união disjunta (ou mais formalmente, para o co-produto).
Isto tem a ver com a forma como se desenvolve uma teoria equacional para pseudovariedades de semigrupóides.
Numa tal teoria, o papel que é desempenhado pelos alfabetos finitos na teoria equacional das pseudovariedades
de semigrupos, passa a ser desempenhado por grafos finitos. Na teoria equacional de Tilson [Til87] opta-se
preferencialmente por grafos finitos conexos, o que leva a que a definição de pseudovariedade de semigrupóides
deva incluir a mencionada condição sobre uniões disjuntas. Já em [AW98] não é imposta qualquer restrição
sobre quais os grafos finitos a considerar. No entanto no mesmo artigo a definição de pseudovariedade de
semigrupóides que é dada é a de Tilson. Parece-nos que a definição foi mantida por um fenómeno de inércia,
pois a hipótese adicional de Tilson nunca é relevante nesse artigo. Esse efeito de inércia das opções de Tilson
reflecte-se também na demonstração do Teorema 2.7 de [AW98]: por exemplo, onde está “let A be a subgraph
of C generating C” devia estar “let A1, . . . , An be subgraphs of C generating the connected components
C1, . . . , Cn of C, respectively”, uma vez que não se assume que C seja conexo. Seja como for, optar ou não
pela definição de Tilson de pseudovariedade de semigrupóides é irrelevante para a nossa exposição.
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Teorema 4.11 (cf. [Jon96a, Teorema 4.1]). Consideremos uma pseudovariedade V de se-
migrupóides. Seja S um semigrupóide topológico com um número finito de vértices. As
seguintes condições são equivalentes:

1. S é pró-V;
2. S é isomorfo a um limite projectivo de um sistema dirigido quociente de semigrupóides

de V;
3. S é isomorfo a um limite projectivo de um sistema dirigido de semigrupóides de V.

4.2.1 O consolidado de um semigrupóide

O consolidado de um semigrupóide S é o semigrupo Scd definido do seguinte modo: o
conjunto subjacente é constitúıdo pelas arestas de S e, apenas no caso de S ter pares de
arestas não consecutivas, por um elemento extra 0; o produto em Scd de arestas consecutivas
coincide com a composição em S, o produto de arestas não consecutivas é 0, e 0 é um
zero de Scd. Se S é um semigrupóide topológico então atribúımos a Scd a topologia de ES
acrescentando-lhe 0 como ponto isolado, no caso de 0 pertencer a Scd.

Observação 4.12. Dado um semigrupóide topológico S, se DS é aberto então Scd é um
semigrupo topológico.

Justificação. Seja (si, ti)i∈I uma rede de pares de elementos de Scd convergente para (s, t).
Se st = 0 então (s, t) /∈ DS . Como DS é fechado e 0 é um ponto isolado, o conjunto

U = (ES × ES) \DS ∪ {ES} × {0} ∪ {0} × {ES} ∪ {(0, 0)}

é uma vizinhança aberta de (s, t) em Scd × Scd. Logo existe i0 ∈ I tal que se i ≤ i0 então
(si, ti) ∈ U , donde siti = 0. Logo a rede (siti)i∈I converge para st.

Se st 6= 0 então (s, t) ∈ DS . Como DS é aberto, existe i0 ∈ I tal que se i ≤ i0 então
(si, ti) ∈ DS , donde siti ∈ ES. Pela definição de semigrupóide topológico, conclúımos que
em Scd a rede (siti)i∈I converge para st.

Suponhamos que ϕ : S → T é um homomorfismo quociente cont́ınuo de semigrupóides
topológicos. É claro que 0 ∈ Scd se e só se 0 ∈ Tcd. Consideremos a função ϕcd : Scd → Tcd
tal que ϕcd(s) = ϕ(s) para qualquer s ∈ ES , e ϕcd(0) = 0 se 0 ∈ Scd. Então ϕcd é um
homomorfismo cont́ınuo.

Proposição 4.13. Seja V uma pseudovariedade de semigrupos que contém B2. Seja S um
semigrupóide finito. Então S ∈ gV se e só se Scd ∈ V.

Veja-se [AW98, Corolário 7.7] para uma demonstração da Proposição 4.13. Da Proposição
4.13 decorre imediatamente que gS é a pseudovariedade de todos os semigrupóides finitos.

Corolário 4.14. Seja V uma pseudovariedade de semigrupos que contém B2. Seja S um
semigrupóide compacto com um número finito de vértices. Então S é pró-gV se e só se Scd
é pró-V.

Demonstração. Suponhamos que S é pró-gV. Então para quaisquer dois elementos distintos
s e t de Scd \{0}, existem um semigrupóide F de gV e um homomorfismo quociente cont́ınuo
ϕ : S → F tais que ϕs,t(s) 6= ϕs,t(t), ou seja, (ϕs,t)cd(s) 6= (ϕs,t)cd(t). Se 0 ∈ Scd, então
(ϕs,t)cd(s) 6= (ϕs,t)cd(0) para quaisquer s, t ∈ ES . Em resumo, para quaisquer u, v ∈ Scd
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existe um homomorfismo cont́ınuo ψ : Scd → Fcd tal que ψ(u) 6= ψ(v). Pela Proposição 4.13
temos Fcd ∈ V, logo Scd é pró-V.

Reciprocamente, suponhamos que Scd é pró-V. Sejam s e t arestas distintas de S. Então
existe um homomorfismo cont́ınuo ψ de Scd num semigrupo T de V tal que ψ(s) 6= ψ(t). Seja
γ : S → Scd o homomorfismo de semigrupóides cuja restrição a ES é a identidade. Então
ψ ◦ γ é um homomorfismo cont́ınuo de semigrupóides tal que ψ ◦ γ(s) 6= ψ ◦ γ(t).

4.3 Semigrupóides profinitos relativamente livres gerados por

grafos com um número finito de vértices

Consideremos um grafo Γ com um número finito de vértices, e uma pseudovariedade V de
semigrupóides. Seja ConΓV o conjunto das congruências θ sobre Γ+ tais que Γ+/θ pertence
a V. O conjunto ConΓV é não vazio: se ϑ for a congruência de co-terminalidade em Γ+

então Γ+/ϑ é um semigrupóide trivial, pelo que ϑ ∈ ConΓV. A intersecção de congruências
sobre um mesmo semigrupóide ainda é uma congruência sobre esse semigrupóide. Logo o
conjunto ConΓV munido da ordem parcial ⊇ é um conjunto dirigido. A famı́lia

{qθ,ρ : Γ+/θ → Γ+/ρ | ρ, θ ∈ ConΓV, ρ ⊇ θ}

é um sistema dirigido de homomorfismos quocientes. O seu limite projectivo é um semigru-
póide pró-V, denotado por ΩΓV. Se o grafo Γ for finito então ConΓV é numerável, pelo que
o espaço topológico ΩΓV é gerado por uma métrica [Wil70, Teorema 22.3].

Seja ι : Γ→ ΩΓV a função definida por ι(a) = ([a]θ)θ∈ConΓV. O subsemigrupóide de ΩΓV

gerado por ι(Γ) é o conjunto ι+(Γ+), denotado por ΩΓV.
Uma função ψ entre um grafo não vazio X e um semigrupóide topológico S diz-se uma fun-

ção geradora de S se ⌈ψ(X)⌉ = S. Recordemos que, nesse caso, se S tiver um número finito
de vértices então 〈ψ(X)〉 = S. Este facto e o Teorema 4.11 são cruciais para que possamos
dizer que a demonstração do próximo teorema é inteiramente análoga à do Teorema 1.35.

Teorema 4.15 (cf. [Jon96a, Teorema 6.3]). Sejam V uma pseudovariedade de semigrupóides
e Γ um grafo com um número finito de vértices.

1. A função ι é uma função geradora do semigrupóide compacto ΩΓV.

2. Para todo o semigrupóide S pró-V com um número finito de vértices e para todo o
homomorfismo de grafos ϕ : Γ → S existe um único homomorfismo de semigrupóides
cont́ınuo ϕ̂ : ΩΓV → S tal que ϕ̂ ◦ ι = ϕ, ou seja, ϕ̂ é tal que o seguinte diagrama é
comutativo:

Γ
ι //

ϕ
!!C

CC
CC

CC
CC

ΩΓV

ϕ̂

��
�

�

�

S

3. Suponhamos que Λ é um grafo isomorfo a Γ. Seja T um semigrupóide pró-V com um
número finito de vértices e com uma função geradora κ : Λ→ T tal que, para qualquer
semigrupóide S de V e para qualquer homomorfismo de grafos ϕ : Λ → S, existe um
homomorfismo de semigrupóides cont́ınuo ϕT : T → S tal que ϕT ◦ κ = ϕ. Então T é
um semigrupóide compacto isomorfo a ΩΓV.
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Corolário 4.16. Sejam Γ e Λ grafos com um número finito de vértices. Se Γ e Λ são grafos
isomorfos então ΩΓV e ΩΛV são semigrupóides compactos isomorfos.

Dado um grafo Γ com um número finito de vértices, o semigrupóide ΩΓV denomina-se
semigrupo profinito livre gerado por Γ relativamente à pseudovariedade V, ou simplesmente
semigrupo pró-V livre gerado por Γ.

Lema 4.17. Seja Γ um grafo. Fixemos um caminho u sobre Γ. Então existe um semigrupo S
pertencente a N e um homomorfismo de semigrupóides ϕu : Γ+ → S tal que ϕ−1

u ϕu(u) = {u}.

Demonstração. Consideremos o conjunto Λ das arestas de Γ que são factores de u. Seja F
o conjunto dos elementos de Λ+ que têm comprimento menor ou igual ao comprimento de
u. O conjunto I = E+

Γ \ F é um ideal de E+
Γ . O quociente de Rees S = E+

Γ /I é finito, pois
F é finito. O ideal I é um zero de S. Logo S ∈ N. Sejam ̺ o homomorfismo canónico de
semigrupos entre E+

Γ e E+
Γ /I, e j o homomorfismo canónico de semigrupóides entre Γ+ e

E+
Γ . Se w ∈ F então ̺ ◦ j(w) = ̺(w) = {w} 6= I; se w ∈ I então ̺ ◦ j(w) = ̺(w) = I. Como

u ∈ F , o homomorfismo de semigrupóides ̺ ◦ j está nas condições pretendidas.

Proposição 4.18. Sejam V uma pseudovariedade de semigrupóides e Γ um grafo com um
número finito de vértices. Se V contém semigrupos não triviais então ι : Γ → ΩΓV é um
mergulho. Suponhamos que V contém N. Então ι+ é um isomorfismo de semigrupóides entre
Γ+ e ΩΓV, e os elementos de ΩΓV são pontos isolados de ΩΓV.

Demonstração. Sejam u e v e arestas distintas de Γ. Suponhamos que V contém um
semigrupo S com pelo menos dois elementos. Então existe uma função ψ : Γ → S tal
que ψ(u) 6= ψ(v). Qualquer função entre um grafo e um conjunto é um homomorfismo
de grafos. Logo existe um único homomorfismo de grafos cont́ınuo ψ̂ : ΩΓV → S tal que
ψ̂ ◦ ι = ψ. Necessariamente ι(u) 6= ι(v). Logo ι é um mergulho.

Suponhamos que V contém N. A função ι+ : Γ+ → ΩΓV é um homomorfismo quociente
de semigrupóides. Queremos mostrar que é uma função injectiva. Suponhamos que u e v
são arestas distintas de Γ+. Pelo Lema 4.17 existem um semigrupo S pertencente a N e
um homomorfismo de semigrupóides ϕu : Γ+ → S tal que ϕ−1

u ϕu(u) = {u}. Em particular,
ϕu(u) 6= ϕu(v). Como N ⊆ V, existe um único homomorfismo de semigrupóides cont́ınuo ϕ̂u
entre ΩΓV e S tal que ϕ̂u ◦ ι = ϕu|Γ. Se w = w1 . . . wn é um caminho de Γ onde w1, . . . , wn
são arestas de Γ, então

ϕ̂u(ι
+(w)) = ϕ̂u(ι(w1)) . . . ϕ̂u(ι(wn)) = ϕu(w1) . . . ϕu(wn) = ϕu(w).

Ou seja, ϕ̂u ◦ ι
+ = ϕu. Logo ϕ̂u(ι

+(u)) 6= ϕ̂u(ι
+(v)), donde ι+(u) 6= ι+(v). Portanto ι+ é

um isomorfismo. Sendo assim, por simplicidade, identificamos Γ+ com ΩΓV, considerando
ι+ como a identidade.

Seja w uma aresta de Γ+. Seja (wτ )τ∈T uma rede de arestas de Γ+ convergente para w.
Como ϕ̂w é uma função cont́ınua e a sua restrição a Γ+ coincide com ϕw, existe τ0 ∈ T
tal que se τ0 ≤ τ então ϕw(wτ ) = ϕw(w). Logo, como ϕ−1

w ϕw(w) = {w}, se τ0 ≤ τ então
wτ = w. Uma vez que Γ+ é denso em ΩΓV, isto mostra que os elementos de Γ+ são pontos
isolados de ΩΓV.
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4.4 Semigrupóides profinitos relativamente livres gerados por

grafos profinitos

A noção de grafo profinito é inteiramente análoga às de semigrupo profinito e de semigrupóide
profinito. De facto, podeŕıamos desde logo abstrair uma noção abrangente de estruturas
profinitas que englobasse todos estes casos [Alm03]. Um grafo é profinito se e só se for o
limite projectivo de um sistema dirigido sobrejectivo de grafos finitos.

Exemplifiquemos com uma classe de grafos profinitos que nos ajudará a compreender
melhor o universo dos semigrupóides profinitos com um número infinito de vértices: a classe
dos grafos de transição de um sistema simbólico. Seja X um sistema simbólico. Na Secção 2.2
definimos o grafo Σk(X ), o grafo de De Bruijn de ordem k de X . Consideremos inteiros
positivos n e m tais que m ≥ n. Seja πm,n a seguinte função:

Σ2m(X ) → Σ2n(X )

x[−m,m−1] ∈ L2m(X ) 7→ x[−n,n−1] ∈ L2n(X ), x ∈ X .
x[−m,m] ∈ L2m+1(X ) 7→ x[−n,n] ∈ L2n+1(X ), x ∈ X ,

A função πm,n é um homomorfismo sobrejectivo de grafos. A famı́lia de homomorfismos
de grafos {πm,n |n ≤ m}, indexada pelo conjunto dos inteiros positivos munido da ordem
habitual, é um sistema dirigido sobrejectivo. O seu limite projectivo e Σ(X ) vão a partir de
agora ser identificados, na medida em que a função

Σ(X ) → lim←−Σ2n(X )

x 7→ (x[−n,n−1])n
(x, σ(x)) 7→ (x[−n,n])n, x ∈ X .

é um isomorfismo de grafos topológicos. O grafo Σ(X ) é portanto um grafo profinito. A
projecção canónica Σ(X )→ Σ2n(X ) é denotada por πn.

Um grafo profinito é aproximado por grafos finitos no sentido em que é um limite projectivo
sobrejectivo de grafos finitos. É de esperar que essa aproximação nos permita definir
semigrupóides profinitos livres sobre grafos profinitos, já que vimos que tal é posśıvel para
grafos finitos. É a esta questão que esta secção é dedicada.

Na verdade ser-nos-á posśıvel tratar a situação mais geral dos grafos topológicos que são
um limite projectivo sobrejectivo de grafos compactos com um número finito de vértices.
Tais limites projectivos serão designados grafos v-profinitos.

Consideremos um grafo Γ v-profinito. Então Γ é o limite projectivo de um sistema dirigido
sobrejectivo

{δj,i : Γj → Γi | i, j ∈ I, i ≤ j} (4.2)

de homomorfismos cont́ınuos entre grafos compactos com um número finito de vértices. A
projecção canónica Γ→ Γi será denotada por δi.

Para cada homomorfismo de grafos ϕ de domı́nio Γ, consideremos o seguinte conjunto:

Iϕ = {i ∈ I | ∀x, y ∈ Γ, δi(x) = δi(y)⇒ ϕ(x) = ϕ(y)}.

Lema 4.19. Se ϕ é um homomorfismo de grafos cont́ınuo entre Γ e um grafo finito S
então Iϕ 6= ∅.
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Demonstração. Suponhamos que Iϕ = ∅. Então para qualquer i ∈ I existem xi, yi ∈ Γ tais
que δi(xi) = δi(yi) e ϕ(xi) 6= ϕ(yi). Uma vez que Γ é um grafo compacto, as redes (xi)i∈I
e (yi)i∈I têm sub-redes (xλ(j))j∈J e (yλ(j))j∈J convergentes para alguns elementos x e y de
Γ, respectivamente. Como ϕ é uma função cont́ınua e S é finito, ϕ(x) 6= ϕ(y). Logo x 6= y.
Então existe k ∈ I tal que δk(x) 6= δk(y). O conjunto {(u, v) ∈ Γk×Γk |u = v} é um fechado
de Γk × Γk. Logo, como

lim
j∈J

(δk(xλ(j)), δk(yλ(j))) = (δk(x), δk(y)),

existe j0 ∈ J tal que se j0 ≤ j então δk(xλ(j)) 6= δk(yλ(j)). Ora existe j1 ∈ J tal que j0 ≤ j1
e k ≤ λ(j1). Seja l = λ(j1). Então

δl,k(δl(xl)) = δk(xl) 6= δk(yl) = δl,k(δl(yl)).

Mas tal contradiz a igualdade δl(xl) = δl(yl).

Lema 4.20. Seja ϕ um homomorfismo de grafos cont́ınuo entre Γ e um grafo finito S. Então
existe i ∈ I para o qual existe um único homomorfismo de grafos cont́ınuo ϕi : Γi → S tal
que ϕi ◦ δi = ϕ.

Demonstração. Pelo Lema 4.19 o conjunto Iϕ tem algum elemento i. Pela definição de Iϕ e
por δi ser uma função sobrejectiva, a correspondência

ϕi : Γi → S
δi(x) → ϕ(x)

é uma função bem definida, e é claramente a única função cuja composta com δi é ϕ. Como
δi e ϕ são homomorfismos de grafos, para qualquer aresta x de Γ temos

ϕi[α(δi(x))] = ϕi[δi(α(x))] = ϕ(α(x)) = α(ϕ(x)) = α[ϕi(δi(x))].

Logo ϕi(α(y)) = α(ϕi(y)) para qualquer aresta y de Γi. Analogamente, ϕi(ω(y)) = ω(ϕi(y)),
pelo que ϕi é um homomorfismo de grafos. A continuidade de ϕi resulta do Teorema 1.6.

Até agora a suposição de que os grafos Γi têm um número finito de vértices podia ter sido
dispensada. A partir de agora precisamos de a utilizar, porque vamos invocar o Teorema 4.15.

Se i e j são elementos de I tais que i ≤ j então, pelo Teorema 4.15, existe um único
homomorfismo de semigrupóides cont́ınuo δ̂j,i que torna o seguinte diagrama comutativo,
onde ιk designa a função geradora de ΩΓk

V:

Γj
ιj

//

δj,i

��

ΩΓj
V

δ̂j,i

��

Γi
ιi // ΩΓi

V

A famı́lia

{δ̂j,i : ΩΓj
V→ ΩΓi

V | i, j ∈ I, i ≤ j}
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é portanto um sistema dirigido de homomorfismos cont́ınuos de semigrupóides compactos.
Vamos denotar por δ̂i a projecção canónica de lim

←−j∈I ΩΓj
V em ΩΓi

V, e por ι a função de Γ

em lim←−j∈I ΩΓj
V definida por ι(x) = (ιi ◦ δi(x))i∈I . O seguinte diagrama é comutativo:

Γ
ι //

δi

��

lim
←−j∈IΩΓj

V

δ̂i
��

Γi
ιi // ΩΓi

V

Lema 4.21. Seja ϕ um homomorfismo de grafos cont́ınuo entre Γ e um semigrupóide finito
S. Então existe um homomorfismo de semigrupóides cont́ınuo ϕ̄ de lim←−j∈I ΩΓj

V em S tal
que ϕ̄ ◦ ι = ϕ.

Demonstração. Pelo Lema 4.20 existe i ∈ I para o qual existe um único homomorfismo de
grafos ϕi : Γi → S tal que ϕi ◦ δi = ϕ. Pelo Teorema 4.15 existe um único homomorfismo
de semigrupóides cont́ınuo ϕ̂i de ΩΓi

V em S tal que ϕ̂i ◦ ιi = ϕi. O seguinte diagrama é
comutativo:

Γ

ϕ
11

δi
��;

;;
;;

;;
;;

ι // lim←−j∈IΩΓj
V

δ̂i
��

Γi
ιi //

ϕi

%%K
KKKKKKKKKKK ΩΓi

V

ϕ̂i

��

S

Basta-nos portanto tomar ϕ̄ = ϕ̂i ◦ δ̂i.

O Lema 4.21 assegura-nos a existência de um homomorfismo com determinadas proprie-
dades. Resta-nos mostrar a unicidade.

Teorema 4.22. Seja ϕ um homomorfismo de grafos cont́ınuo entre Γ e um semigrupóide
S de V. Então do subsemigrupóide fechado de lim←−j∈I ΩΓj

V gerado por ι(Γ) em S existe um

único homomorfismo de semigrupóides cont́ınuo ϕ̂ tal que ϕ̂ ◦ ι = ϕ.

Demonstração. Pelo Lema 4.21 existe um homomorfismo de semigrupóides cont́ınuo ϕ̄ de
lim
←−j∈I ΩΓj

V em S tal que ϕ̄ ◦ ι = ϕ. Seja ϕ̂ a restrição de ϕ̄ a Γ̂. Então ⌈ι(Γ)⌉ é um

homomorfismo de semigrupóides cont́ınuo de ⌈ι(Γ)⌉ em S tal que ϕ̂◦ ι = ϕ. A sua unicidade
resulta do Lema 4.8.

Pelos Teoremas 4.15 e 4.22, se Γ é um grafo com um número finito de vértices então ΩΓV

e o subsemigrupóide ⌈ι(Γ)⌉ de lim
←−j∈I ΩΓj

V são semigrupóides compactos isomorfos. Por essa

razão, não há qualquer ambiguidade se denotarmos ⌈ι(Γ)⌉ por ΩΓV quando Γ é um grafo
profinito. Também vamos denotar por ΩΓV o subsemigrupóide de ΩΓV gerado por ι(Γ).

Teorema 4.23. Sejam V uma pseudovariedade de semigrupóides e Γ um grafo v-profinito.

1. Para todo o semigrupóide S pró-V e para todo o homomorfismo de grafos ϕ : Γ→ S
existe um único homomorfismo de semigrupóides cont́ınuo ϕ̂ : ΩΓV → S tal que
ϕ̂ ◦ ι = ϕ, ou seja, ϕ̂ é tal que o seguinte diagrama é comutativo:
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Γ
ι //

ϕ
!!C

CC
CC

CC
CC

ΩΓV

ϕ̂

��
�

�

�

S

2. Suponhamos que Λ é um grafo isomorfo a Γ. Seja T um semigrupóide pró-V com
função geradora κ : Λ → T . Suponhamos que para qualquer semigrupóide S de V

e para qualquer homomorfismo de grafos ϕ : Λ → S existe um homomorfismo de
semigrupóides cont́ınuo ϕT : T → S tal que ϕT ◦ κ = ϕ. Então T é um semigrupóide
compacto isomorfo a ΩΓV.

Para a demonstração do Teorema 4.23 são necessários alguns resultados auxiliares.

Lema 4.24. Se S é um semigrupóide pró-V então existem uma famı́lia F de semigrupóides
de V e um mergulho cont́ınuo Ψ : S →

∏
F∈F

F .

Demonstração. Denotemos por P2(S) o conjunto dos subconjunto de S com dois elemen-
tos. Como S é pró-V, para cada elemento {u, v} de P2(S) existe um homomorfismo de
semigrupóides cont́ınuo ψ{u,v} de S num semigrupóide F{u,v} de V. A seguinte função é um
homomorfismo cont́ınuo de semigrupóides:

Ψ : S →
∏

{s,t}∈P2(S) F{u,v}

s → (ψ{u,v}(s)){u,v}∈P2(S).

Se s e t são elementos distintos de S então ψ{s,t}(s) 6= ψ{s,t}(t), pelo que Ψ(s) 6= Ψ(t). Ou
seja, Ψ é um mergulho.

Lema 4.25. Seja ψ : S → T um homomorfismo cont́ınuo de semigrupóides compactos. Seja
X um subgrafo não vazio de S. Então

ψ
(
⌈X⌉β

)
⊆ ⌈ψ(X)⌉β, ψ

(
〈⌈X⌉β

〉
) ⊆ 〈⌈ψ(X)⌉β〉, (4.3)

para qualquer ordinal β. Se ψ|VS
for injectiva então

ψ
(
⌈X⌉

)
= ⌈ψ(X)⌉, ψ

(
〈⌈X⌉β

〉
) = 〈⌈ψ(X)⌉β〉. (4.4)

Demonstração. Comecemos por mostrar por indução transfinita sobre β a condição

ψ
(
⌈X⌉β

)
⊆ ⌈ψ(X)⌉β , (4.5)

O caso β = 0 é trivial. Vejamos o caso sucessor do passo indutivo. Suponhamos que se
verifica (4.5). Como ψ é uma função cont́ınua, temos

ψ
(
⌈X⌉β+

)
= ψ

(
〈⌈X⌉β〉

)
= ψ

(
〈⌈X⌉β〉

)
(4.6)

Como ψ é um homomorfismo de semigrupóides, de acordo com a igualdade (4.1) (página 94)
temos

ψ
(
〈⌈X⌉β〉

)
⊆
〈
ψ
(
⌈X⌉β

)〉
. (4.7)

Então, de (4.6) e (4.5) resulta o seguinte

ψ
(
⌈X⌉β+

)
⊆
〈
ψ
(
⌈X⌉β

)〉
⊆
〈
⌈ψ(X)⌉β

〉
= ⌈ψ(X)⌉β+ .
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O caso limite do passo indutivo é imediato.
Por (4.5) e (4.7), para qualquer ordinal β temos

ψ
(
〈⌈X⌉β

〉
) ⊆

〈
ψ
(
⌈X⌉β

)〉
⊆ 〈⌈ψ(X)⌉β〉,

o que conclui a demonstração das condições (4.3).
No caso em que ψ|VS

é injectiva, a demonstração das condições (4.4) é semelhante à das
condições (4.3): a diferença está em que, como ψ|VS

é injectiva, em (4.7) passamos a ter uma
igualdade.

Corolário 4.26. Seja ψ : S → T um homomorfismo cont́ınuo de semigrupóides compactos.
Seja X um subgrafo não vazio de S. Então ψ

(
⌈X⌉

)
⊆ ⌈ψ(X)⌉. Se ψ|VS

for injectiva então
ψ
(
⌈X⌉

)
= ⌈ψ(X)⌉.

Demonstração do Teorema 4.23. Seja S um semigrupóide pró-V. Então, de acordo com o
Lema 4.24, existe uma famı́lia F de semigrupóides de V e um mergulho cont́ınuo Ψ : S →∏
F∈F

F . Para cada T ∈ F , seja ρT a projecção canónica
∏
F∈F

F → T .
Consideremos um qualquer homomorfismo de grafos ϕ : Γ→ S. Pelo Teorema 4.22 para

cada T ∈ F existe um único homomorfismo cont́ınuo ζT de ΩΓV em T tal que ζT ◦ ι =
ρT ◦Ψ ◦ ϕ. Consideremos a função ζ : ΩΓV→

∏
F∈F

F tal que ζ(u) = (ζF (u))F∈F .

Γ
ι //

ϕ

��

ΩΓV

ζ
��

ζT

''OOOOOOOOOOOOOOO

S
Ψ

//
∏
F∈F

F
ρT

// T

(4.8)

Como

ρT ◦ ζ ◦ ι = ζT ◦ ι = ρT ◦Ψ ◦ ϕ, ∀T ∈ F ,

conclúımos que ζ ◦ ι = Ψ ◦ ϕ, e portanto o Diagrama (4.8) é comutativo. Então, aplicando
o Corolário 4.26,

ζ(ΩΓV) = ζ
(
⌈ι(Γ)⌉

)
⊆ ⌈ζ(ι(Γ))⌉ = ⌈Ψ(ϕ(Γ))⌉ ⊆ ⌈Ψ(S)⌉ = Ψ(S).

Logo, podemos considerar a função ϕ̂ = Ψ−1 ◦ ζ, que é um homomorfismo cont́ınuo de semi-
grupóides compactos de ΩΓV em S. Temos então ϕ̂ ◦ ι = ϕ. A unicidade do homomorfismo
ϕ̂ resulta do Lema 4.8.

A segunda parte do teorema demonstra-se exactamente da mesma forma como nos Teo-
remas 1.35 e 4.15, com a ressalva de que é preciso invocar o Lema 4.8.

Corolário 4.27. Se Γ e Λ são grafos v-profinitos isomorfos então ΩΓV e ΩΛV são semigru-
póides compactos isomorfos.

Naturalmente, dado um grafo v-profinito Γ, o semigrupóide ΩΓV denomina-se semigrupo
profinito livre gerado por Γ relativamente à pseudovariedade V, ou simplesmente semigrupo
pró-V livre gerado por Γ.

108



4.4.1 Pseudovariedades contendo os semigrupos finitos nilpotentes

Vamos usar as hipóteses e notações para Γ e para os objectos que lhe estão relacionados tal
como foram introduzidas no ińıcio desta seccão. Se i ≤ j, consideremos o único homomor-
fismo de semigrupóides δj,i

+ que torna o seguinte diagrama comutativo:

Γj
�

�

//

δj,i

��

Γ+
j

δj,i
+

��

Γi
�

�

// Γ+
i

A famı́lia

{δj,i
+ : Γ+

j → Γ+
i | i, j ∈ I, i ≤ j}

é um sistema dirigido de homomorfismos de semigrupóides. Vamos denotar por δi
+ a

projecção canónica de lim
←−j∈I Γ+

j em Γ+
i . O grafo Γ é um subgrafo de lim

←−j∈I Γ+
j .

Lema 4.28. Os semigrupóides Γ+ e lim←−i∈I Γ+
i podem ser identificados na medida em que o

único homomorfismo  de semigrupóides entre Γ+ e lim←−i∈I Γ+
i que estende a inclusão é um

isomorfismo.

Demonstração. É claro que  é uma bijecção entre os respectivos conjuntos de vértices. Seja
w = w1 · · ·wk um caminho de Γ, onde w1, . . . , wk são arestas de Γ. Dado i ∈ I, temos a
seguinte igualdade:

δi
+ ◦ (w) = δi(w1) · · · δi(wk) (4.9)

Suponhamos que u = u1 · · · un e v = v1 · · · vm são caminhos de Γ, onde u1, . . . , un, v1, . . . , vm
são arestas de Γ. Se (u) = (v), então de (4.9) deduzimos a seguinte igualdade entre
elementos de Γ+

i :

δi(u1) · · · δi(un) = δi(v1) · · · δi(vm)

Logo n = m e δi
+(ul) = δi

+(vl), para qualquer l ∈ {1, . . . , n}. Como i é arbitrário,
conclúımos que ul = vl, para qualquer l ∈ {1, . . . , n}. Ou seja, u = v.

Por outro lado, seja q um elemento de lim
←−i∈I Γ+

i . Uma vez que o sistema dirigido que

define Γ é sobrejectivo, para cada i ∈ I existem qi,1, . . . , qi,ni
∈ Γ tais que δi

+(q) =
δi(qi,1) · · · δi(qi,ni

). Se i ≤ j então, como δi
+ = δj,i

+ ◦ δj
+, temos

δi(qi,1) · · · δi(qi,ni
) = δi(qj,1) · · · δj(qj,nj

)

Logo

j ≥ i⇒
(
nj = ni e δi(qi,l) = δi(qj,l) ∀l ∈ {1, . . . , ni}

)
. (4.10)

Em particular, se i1 e i2 são elementos quaisquer de I, então ni1 = ni2 = nl, para qualquer
l tal que i1 ≤ l e i2 ≤ l. Como I é dirigido, um tal l existe sempre, pelo que a rede (ni)i∈I
tem valor constante n. Seja F um subconjunto finito de I. Então existe k ∈ I tal que i ≤ k
para qualquer i ∈ F . De acordo com a condição (4.10), temos

qk,l ∈
⋂

i∈F
δ−1
i δi(qi,l).
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O conjunto δ−1
i δi(qi,l) é fechado para qualquer i ∈ I. Então, uma vez que Γ é compacto e⋂

i∈F δ
−1
i δi(qi,l) 6= ∅ para qualquer subconjunto finito F de I, o conjunto

⋂
i∈I δ

−1
i δi(qi,l) é

não vazio. Seja ql um seu elemento. Supondo que l < n, temos

ω(ql) = (ω(δi(ql)))i∈I = (ω(δi(qi,l)))i∈I = (α(δi(qi,l+1)))i∈I = (α(δi(ql+1)))i∈I = α(ql+1).

Como q1, . . . , qn são arestas consecutivas, podemos considerar o elemento (q1 · · · qn) da
imagem de . Então

δ+i ((q1 · · · qn)) = δi(q1) · · · δi(qn) = δi(qi,1) · · · δi(qi,n) = δi
+(q).

Como i é arbitrário, conclúımos que q = (q1 · · · qn). Logo  é sobrejectiva.

Proposição 4.29. Sejam V uma pseudovariedade de semigrupóides e Γ um grafo v-profinito.
Se V contém semigrupos não triviais então ι : Γ→ ΩΓV é um mergulho. Suponhamos que V

contém N. Então ι+ é um isomorfismo de semigrupóides entre Γ+ e ΩΓV. Os elementos de
ΩΓV são pontos isolados do fecho de ΩΓV em ΩΓV.

Demonstração. Vamos continuar com as mesmas notações para Γ e para os objectos que lhe
estão relacionados que têm sido usados ao longo desta seccão.

Comecemos por supor que V contém semigrupos não triviais. Sejam u e v elementos
distintos de Γ. Então existe i ∈ I tal que δi(u) 6= δi(v). O homomorfismo de grafos ιi é um
mergulho, pela Proposição 4.18. Logo ιi(δi(u)) 6= ιi(δi(v)). Como ι(w) = (ιi ◦ δi(w))i∈I , isto
mostra que ι é um mergulho.

Suponhamos que V contém N. A função ι+ : Γ+ → ΩΓV é um homomorfismo quociente
de semigrupóides. Queremos mostrar que é uma função injectiva. Seja w = w1 . . . wn um
caminho de Γ, onde w1, . . . , wn são arestas consecutivas de Γ. Então, para qualquer i ∈ I,

δ̂i(ι
+(w)) = δ̂i(ι(w1)) · · · δ̂i(ι(wn)) = ιi(δi(w1)) · · · ιi(δi(wn)) = ιi

+(δi
+(w)). (4.11)

Sejam u e v arestas de Γ+. Suponhamos que ι+(u) = ι+(v). Então por (4.11) temos
ιi

+(δi
+(u)) = ιi

+(δi
+(v)) para qualquer i ∈ I. Da Proposição 4.18 deduzimos que δi

+(u) =
δi

+(v) para qualquer i ∈ I. Então u = v pelo Lema 4.28.
A demonstração de que os elementos de ΩΓV são pontos isolados em ΩΓV é totalmente

decalcada do último parágrafo da demonstração da Proposição 4.29, com a diferença de que
no lugar de ΩΓV devemos considerar ΩΓV.

Em conformidade com a Proposição 4.29, vamos considerar Γ+ como um subsemigrupóide
de ΩΓV.

Corolário 4.30. Para qualquer pseudovariedade de semigrupóides V que contém N, existem
grafos profinitos Γ tais que ΩΓV não é denso em ΩΓV.

Demonstração. Basta considerar o grafo Σ(Z) da Proposição 4.5 e aplicar as Proposições 4.5
e 4.29.

4.4.2 Problemas

Problema 4.31. Existe algum grafo v-profinito Γ = lim←−i∈I Γi tal que ΩΓV 6= lim←−i∈I ΩΓi
V?

— onde lim←−i∈I Γi simboliza um sistema projectivo sobrejectivo de grafos compactos com um
número finito de vértices.
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Problema 4.32. Consideremos uma pseudovariedade V de semigrupóides finitos. Um
semigrupóide pró-V é um limite projectivo de semigrupóides de V? Em que medida se pode
generalizar o Teorema 4.11?

Sem entrar em muitos detalhes, se quisermos generalizar as demonstrações que o autor co-
nhece do Teorema 4.11 ou do Teorema 1.34 (ver por exemplo [Alm02c, Secção 4]), deparámo-
nos com um obstáculo: a imagem de um subsemigrupóide por um homomorfismo cont́ınuo
entre semigrupóides compactos não é necessariamente um subsemigrupóide do conjunto de
chegada (Exemplos 4.1 e 4.2). No que diz respeito ao Teorema 4.11 esse problema é contor-
nado devido ao facto de que, graças ao Lema 4.10, é suficiente considerar homomorfismos
quocientes nesses casos. A proposição seguinte é o melhor que o autor conseguiu até ao
momento, combinando os métodos conhecidos com o Corolário 4.26. Dispensámo-nos de
exibir a demonstração.

Proposição 4.33. Consideremos uma pseudovariedade V de semigrupóides finitos. Seja S
um semigrupóide topológico. As seguintes condições são equivalentes:

1. S é pró-V;
2. S é um subsemigrupóide fechado de um limite projectivo de semigrupóides de V.
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Caṕıtulo 5

O semigrupóide profinito livre

associado a um sistema simbólico

Este caṕıtulo é constitúıdo apenas por resultados originais obtidos em colaboração com
Almeida. Nele vamos investigar os semigrupóides profinitos gerados pelos grafos das órbitas
de sistemas simbólicos. Tais grafos em geral são infinitos, pelo que esta investigação pode
ajudar a responder a várias questões sobre o que foi exposto no caṕıtulo anterior. Por
exemplo, vamos desse modo mostrar que o ordinal o(X) definido na página 99 pode ser um
ordinal numerável arbitrariamente grande; que pode ser igual a 2; e que se o grafo gerador
é o grafo das órbitas de um sistema simbólico minimal então é igual a 1.

Ao longo deste caṕıtulo, X designa um sistema simbólico genérico de AZ, e V uma
pseudovariedade de semigrupos que contém L I. Isto permite-nos considerar as funções
tn e in com domı́nio em ΩAV, para qualquer inteiro não negativo n.

Para cada grafo profinito Γ vamos denotar por Γ̂ o semigrupóide ΩΓgV. Como gV

contém N, podemos considerar Γ+ como sendo um subgrafo de Γ̂, pela Proposição 4.29.
Como a estrutura de Σ(X ) define um invariante de conjugação completo, também a

estrutura de Σ̂(X ) é um invariante de conjugação completo, o que constitui uma moti-
vação adicional para estudar Σ̂(X ). A propósito, iremos deduzir desse estudo uma nova
demonstração do Corolário 3.42 para o caso em que V = A©m V. Teremos oportunidade
ao longo deste caṕıtulo de apreciar por diversas vezes a utilidade da Proposição 3.6 sobre
pseudovariedades da forma V = A©m V.

Relacionada com a questão sobre o valor que o ordinal o(Σ(X )) pode assumir, está a
questão de saber como é que os grafos Σ(X ), Σ̂(X ) e lim←− Σ̂2n(X ) se relacionam entre si. De

acordo com a Proposição 4.5, existe um sistema simbólico sófico Z tal que Σ(Z)+ 6= Σ̂(Z).
Essa situação contrasta com a próxima proposição.

Proposição 5.1. Se X é um sistema simbólico de tipo finito então lim
←−

Σ̂2n(X ) = Σ̂(X ) =

Σ(X )+.

Demonstração. Suponhamos que X é de tipo finito com passo N . Então X é de tipo finito
com passo n para qualquer inteiro n maior do que N . Seja n tal que 2n ≥ N . Consideremos
um caminho q = q1 · · · qk sobre Σ2n(X ), onde q1, . . . , qk são arestas consecutivas de Σ2n(X ).
Pela Proposição 2.9 existe x ∈ X tal que

q1 = x[−n,n], q2 = x[−n+1,n+1], . . . , qk−1 = x[−n+k−2,n+k−2], qk = x[−n+k−1,n+k−1].

Seja p o único caminho de Σ(X ) que começa em x e acaba em σk(x). Temos π̂2n(p) =
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q. Portanto, π̂2n(Σ(X )+) = Σ2n(X )+, donde π̂2n

(
Σ(X )+

)
= Σ2n(X )+. Ora Σ2n(X )+ =

Σ̂2n(X ), pelo Teorema 4.15, pois Σ2n(X ) é um grafo finito. O resultado segue então da
Proposição 1.8.

5.1 Etiquetagem

Vamos denotar por µ o homomorfismo de grafos cont́ınuo de Σ(X ) em A que associa a
cada aresta (x, σ(x)) de Σ(X ) a letra x0, e por µn o homomorfismo de Σ2n(X ) em A que
associa a cada aresta x[−n,n] de Σ2n(X ) a letra x0. Temos µn ◦ πn = µ, e se n ≤ m então
µn ◦ πm,n = µm.

Como ΩAV é um semigrupo pró-V, pelo Teorema 4.15 existe um único homomorfismo
cont́ınuo de semigrupóides µ̂n de Σ̂2n(A

Z) em ΩAV e tal que a restrição de µ̂n a Σ2n(A
Z) é

igual a µn. A imagem por µ̂n de uma aresta q de Σ̂2n(A
Z) é referida como sendo a etiqueta

de q.

Σ2n(AZ)
�

�

//

µn
&&L

LLLLLLLLL
Σ̂2n(A

Z)

µ̂n

��
�

�

�

ΩAV

Se n ≤ m então µ̂n ◦ π̂m,n é um homomorfismo cont́ınuo de semigrupóides cuja restrição a
Σ2m(AZ) coincide com µm, pelo que µ̂n ◦ π̂m,n = µ̂m. Então

µ̂m ◦ π̂m = (µ̂1 ◦ π̂m,1) ◦ π̂m = µ̂1 ◦ (π̂m,1 ◦ π̂m) = µ̂1 ◦ π̂1.

Dáı resulta que se q ∈ lim←− Σ̂2n(A
Z) então a sucessão (µ̂n(π̂n(q)))n tem um valor constante,

designado etiqueta de q e denotado por µ̂(q). A função µ̂ assim definida é um homomorfismo
cont́ınuo de semigrupóides de lim←− Σ̂2n(A

Z) em ΩAV.

Reparemos que os semigrupóides Σ̂2n(X ) e lim
←−

Σ̂2n(X ) são subsemigrupóides fechados de

Σ̂2n(A
Z) e lim

←−
Σ̂2n(A

Z), respectivamente, pois Σ(X ) ⊆ Σ(AZ). Pelo Lema 4.8 a restrição

de µ̂ a Σ̂(X ) é o único homomorfismo cont́ınuo de semigrupóides de Σ̂(X ) em ΩAV cuja
restrição a Σ(X ) é igual a µ.

Os conjuntos da forma M 2n+1(X ) só foram definidos relativamente a pseudovariedades
que contêm L Sl. Independentemente de qual é a pseudovariedade V que contém L Sl, o
conjunto M 2n+1(X ) ∩ A+ é sempre o mesmo subconjunto de A+, pelo que na proposição
seguinte basta-nos supor que N ⊆ V (o que garante que os elementos de A+ estão contidos
em ΩAV e são elementos isolados de ΩAV).

Proposição 5.2. Os conjuntos M 2n+1(X ) ∩A+ e µ̂n(Σ2n(X )+) são iguais.

Demonstração. Seja u um elemento do conjunto M 2n+1(X )∩A+. Uma vez que tal conjunto
é prolongável, existe x ∈ AZ tal que x[0,|u|−1] = u e L2n+1(x) ⊆ L(X ). Então podemos

considerar o seguinte caminho de Σ2n(X )+:

x[−n,n−1] x[−n+1,n] x[−n+2,n+1] . . . x[|u|−n,|u|−1+n]
x[−n,n] x[−n+1,n+1] x[|u|−1−n,|u|−1+n]

A sua etiqueta é u. Logo M 2n+1(X ) ∩A+ ⊆ µ̂n(Σ2n(X )).
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Reciprocamente, se q é um caminho de Σ2n(X ) de comprimento 2n + 1, então a (n+ 1)-
ésima aresta de q é µ̂n(q). Logo µ̂n(q) ∈ L(X ). E como Σ2n(X ) é um grafo essencial, se
q é um caminho de comprimento menor ou igual a 2n + 1 então q é factor de um caminho
p de comprimento 2n + 1. Logo µ̂n(q) ∈ L(X ), uma vez que µ̂n(q) é factor de µ̂n(p).
Também é claro que qualquer factor de comprimento 2n + 1 da etiqueta de um caminho q
sobre Σ2n(X ) é da forma µ̂n(p), para algum factor p de q com comprimento 2n + 1. Logo
µ̂n(Σ2n(X )+) ⊆M 2n+1(X ).

Lema 5.3. Consideremos uma aresta q : x[−n,n−1] → y[−n,n−1] de lim
←−

Σ̂2n(X ), onde x, y ∈ X .
Seja u = µ̂(q). Se k = min{|u|, n} então x[0,k−1] = ik(u) e y[−k,−1] = tk(u).

Demonstração. O resultado é obviamente verdadeiro se q ∈ Σ2n(X )+.
O caso geral segue então quase imediatamente da densidade de Σ2n(X )+ em Σ̂2n(X ),

decorrente de Σ2n(X ) ser um grafo finito e do Teorema 4.15. Com efeito, por essa razão
existe uma sucessão (ql)l de elementos de Σ2n(X )+ convergente para q. Se ul = µ̂(ql) então,
pela continuidade das várias funções envolvidas, a partir de certa ordem temos

α(ql) = x[−n,n−1], ω(ql) = y[−n,n−1],

ik(ul) = ik(u), tk(ul) = ik(u),

min{|ul|, n} = min{|u|, n} = k.

Ora de acordo com a observação inicial sobre o caso dos elementos de Σ2n(X )+, temos
x[0,k−1] = ik(ul) e y[−k,−1] = tk(ul), para l suficientemente grande.

Lema 5.4. Seja q : x → y uma aresta de lim
←−

Σ̂2n(X ). Seja u = µ̂(q). Se u ∈ ΩAV \ A+

então −→u = x[0,+∞[ e ←−u = y]−∞,−1]. Se u ∈ A+ então q é a única aresta de Σ(X )+ que

começa em x e acaba em σ|u|(x).

Demonstração. Seja n um inteiro positivo. Temos α(π̂n(q)) = π̂n(α(q)) = x[−n,n−1]. Do
mesmo modo, ω(π̂n(q)) = y[−n,n−1]. Seja k = min{|u|, n}. Como µ̂n(π̂n(q)) = u, pelo
Lema 5.3 temos x[0,k−1] = ik(u) e y[−k,−1] = tk(u).

Suponhamos que u /∈ A+. Então k = n. Sendo n arbitrário, conclúımos que −→u = x[0,+∞[

e ←−u = y]−∞,−1].
Suponhamos que u ∈ A+. Seja (ql)l uma sucessão de elementos de Σ2n(X )+ convergente

para π̂n(q). Então a partir de certa ordem temos µ̂n(ql) = u. Logo, considerando uma
subsucessão se necessário, podemos supor que |ql|l é constante igual a |u|. Como existe
um número finito de elementos de Σ2n(X )+ com comprimento |u|, deduzimos que πn(q) ∈
Σ2n(X )+. Logo q ∈ Σ(X )+, uma vez que n é arbitrário (cf. Lema 4.28). Evidentemente q é
a única aresta de Σ(X )+ que começa em x e acaba em σ|q|(x). Ora |q| = |µ̂(q)| = |u|.

Note-se que a topologia de lim
←−

Σ̂2n(X ) é induzida por uma métrica, uma vez que se trata
de um limite projectivo de uma quantidade numerável de espaços métricos [Wil70, Teorema
22.3]. Graças a este facto, na demonstração do próximo lema podemos utilizar sucessões no
lugar de redes.

Lema 5.5. Os conjuntos L(X ) e µ̂
(
Σ(X )+

)
são iguais.

Demonstração. Se v ∈ L(X ) então existe x ∈ X tal que x[0,|v|−1] = v, e v é a etiqueta do único

caminho sobre Σ(X ) que vai de x a σ|v|(x). Logo, se u ∈ L(X ) então existe uma sucessão
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(qk)k de caminhos de Σ(X ) tal que (µ̂(qk))k converge para u. Como Σ(X )+ é compacto,

a sucessão (qk)k tem alguma subsucessão convergente para uma aresta q de Σ(X )+. Pela
continuidade de µ̂, temos µ̂(q) = u.

Reciprocamente, é claro que µ̂(Σ(X )+) ⊆ L(X ), donde µ̂
(
Σ(X )+

)
⊆ L(X ).

À medida que avançamos, torna-se necessário enriquecer a pseudovariedade V. Na pró-
xima Proposição é necessário supor que V contém L Sl para que se possa considerar o
conjunto M (X ) de forma conveniente, isto é, como a intersecção dos aberto-fechados da
forma M n(X ).

Proposição 5.6. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V que contém L Sl.

Os conjuntos M (X ) e µ̂
(
lim
←−

Σ̂2n(X )
)

são iguais.

Demonstração. Comecemos por supor que q é uma aresta de lim
←−

Σ̂2n(X ). Seja u = µ̂(q).
Consideremos um qualquer inteiro positivo n. Então u = µ̂n(πn(q)). Ora µ̂n(Σ2n(X )+) ⊆
M 2n+1(X ), de acordo com a Proposição 5.2. Como Σ2n(X )+ = Σ̂2n(X ), µ̂n é cont́ınua e
M 2n+1(X ) é fechado, conclúımos que u ∈M 2n+1(X ). Logo u ∈

⋂
n≥1 M 2n+1(X ) = M (X ).

Reciprocamente, suponhamos que u é um elemento de M (X ). Se u ∈ A+ então u ∈ L(X ),
bastando-nos então invocar o Lema 5.5. Suponhamos que u /∈ A+. A Proposição 3.27
diz-nos que M (X ) é prolongável. Então, como M (X ) é fechado, pelo Lema 3.9 existem
v,w ∈ ΩAV \ A+ tais que vuw ∈M (X ). Sejam (vk)k, (uk)k e (wk)k sucessões de elementos
de A+ convergentes para v, u e w, respectivamente. Para cada k, existem no grafo Σ(AZ)
caminhos consecutivos pk, qk e rk tais que µ̂(pk) = vk, µ̂(qk) = uk e µ̂(rk) = wk. Seja n
um qualquer inteiro positivo. Como vuw ∈ M 2n+1(X ) e M 2n+1(X ) é aberto, e como u,
v e w têm comprimento infinito, existe N tal que se k ≥ N então vkukwk ∈ M 2n+1(X ) e
vk, uk e wk têm comprimento maior do que n. Então todas as arestas que constituem o
caminho π̂n(qk) são elementos de L2n+1(X ). Logo π̂n(qk) ∈ Σ2n(X )+. Seja q um ponto de
acumulação da sucessão (qk)k. Então π̂n(q) ∈ Σ̂2n(X ), para qualquer inteiro positivo n. Ou
seja, q ∈ lim←− Σ̂2n(X ). Ora µ̂(q) = u.

5.2 Fidelidade

Duas arestas co-terminais de Σ(X )+ com a mesma etiqueta são iguais (de facto basta supor
que ambas as arestas têm o mesmo comprimento, de acordo com o Lema 5.4). Vamos em
seguida mostrar que, sob certas condições, esse fenómeno também ocorre com as arestas
infinitas de lim←− Σ̂2n(X ).

Proposição 5.7. Seja V uma pseudovariedade de semigrupos que contém B2 e tal que
V = V ∗ D. Então o homomorfismo µ̂n : Σ̂2n(A

Z)→ ΩAV é fiel.

Demonstração. Como Σ̂2n(A
Z) tem um número finito de vértices, podemos considerar o

semigrupo topológico T = (Σ̂2n(A
Z))cd (cf. Observação 4.12). Pelo Corolário 4.14, sabemos

que T é pró-V. Logo existe um único homomorfismo cont́ınuo Θ : ΩA2n+1V → T tal que
Θ(u) = u para qualquer u ∈ A2n+1 = EbΣ2n(AZ)

. Como V = V ∗ D, de acordo com a

Proposição 1.59, o homomorfismo de grafos Ψ : Σ̂2n(A
Z)→ ΩA2n+1V que faz corresponder a

cada aresta q de Σ̂2n(A
Z) a pseudopalavra ΦV

2n[in(α(q)) · µ̂n(q) · tn(ω(q))] está bem definido
e é cont́ınuo. Facilmente se verifica por indução sobre o comprimento de q que Θ(Ψ(q)) = q,
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para qualquer q ∈ EΣ2n(AZ)+ . Como Ψ é uma função cont́ınua e Σ2n(AZ)+ = Σ̂2n(A
Z),

conclúımos que Θ(Ψ(q)) = q, para qualquer q ∈ EbΣ2n(AZ). É claro que se q1 e q2 são arestas

co-terminais com a mesma etiqueta, então Ψ(q1) = Ψ(q2), e portanto q1 = q2.

Corolário 5.8. Seja V uma pseudovariedade de semigrupos que contém B2 e tal que V =
V ∗ D. Então o homomorfismo µ̂ : lim←− Σ̂2n(A

Z)→ ΩAV é fiel.

Note-se que a hipótese B2 ∈ V é redundante no que diz respeito à parte mais significativa
das pseudovariedades que surgem neste caṕıtulo, pois B2 ∈ L Sl.

Ser-nos-á útil fazer representações esquemáticas das arestas de lim
←−

Σ̂2n(X ). Uma aresta
entre dois vértices x e y etiquetada u será representada por:

x y
q|u

No lugar de q|u poderemos escrever simplesmente u, ficando a representação resumida a

x yu

Na verdade, se estivermos a considerar uma pseudovariedade V tal que V = V ∗ D e B2 ∈ V

então não se perdeu informação, pois µ̂ é fiel.

5.3 Factorizações boas

Consideremos uma aresta q de lim
←−

Σ̂2n(X ). Suponhamos que q1, . . . , qn são arestas consecu-

tivas de lim
←−

Σ̂2n(X ) tais que q = q1 · · · qn. Seja ui = µ̂(qi). Fazendo x0 = α(q1) e xi = ω(qi),
para 1 ≤ i ≤ n, dizemos então que a aresta q é factorizada de acordo com o seguinte esquema:

x0 x1 x2 . . . xn−1 xn
q1|u1 q2|u2 q2|u2 qn−1|un−1 qn|un (5.1)

Consideremos um subgrafo G de lim
←−

Σ̂2n(X ). Se o conjunto de factores de q

{∏l
i=k qi | 1 ≤ k ≤ l ≤ n

}

estiver contido em EG então dizemos que q1 · · · qn é uma factorização boa de q em G, ou
que q tem uma factorização boa em G segundo o esquema (5.1). Note-se que se q tem uma
factorização boa em G então em particular q ∈ G.

Lema 5.9. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V = A©m V. Sejam
u, v,w, t ∈ ΩAV tais que uv = wt. Então existe z ∈ (ΩAV)1 para o qual se verifica pelo
menos uma das seguintes condições:

1. u = wz e zv = t,

2. uz = w e v = zt.

Demonstração. Consideremos sucessões (un)n e (vn)n de elementos de A+ convergentes para
u e v, respectivamente. A sucessão (unvn)n converge para wt. Então, pelos Lemas 3.4 e 3.5,
existe uma subsucessão (unk

vnk
)k e sucessões (wn)n e (tn)n de elementos de A+ tais que

unk
vnk

= wktk, e limwk = w e lim tk = t. É claro que para cada k existe zk ∈ A
∗ tal que

pelo menos uma das seguintes condições se verifica:

1. unk
= wkzk e zkvnk

= tk,

117



2. unk
zk = wk e vnk

= zktk.

Pelo menos um dos conjuntos

P = {k : unk
= wkzk e zkvnk

= tk}, Q = {k : unk
zk = wk e vnk

= zktk},

é infinito. Suponhamos que P é infinito. Seja z um ponto aderente da subsucessão (zk)k∈P .
Então u = wz e zv = t. Do mesmo modo, se Q for infinito então existe z ∈ (ΩAV)1 tal que
uz = w e v = zt.

Proposição 5.10. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V = A©m V.
Seja q ∈ lim

←−
Σ̂2n(X ). Suponhamos que µ̂(q) = u1 · · · un, onde ui ∈ ΩAV. Dado um

ordinal β, seja G qualquer um dos grafos ⌈Σ(X )⌉β ou 〈⌈Σ(X )⌉β〉. Se q ∈ G então existe uma
factorização q = q1 · · · qn que é boa em G e tal que µ̂(qi) = ui, para qualquer i ∈ {1, . . . , n}.

Demonstração. Consideremos as seguintes condições:

P (G, q, n): “Suponhamos que µ̂(q) = u1 · · · un, onde ui ∈ ΩAV. Então existe uma factori-
zação q = q1 · · · qn que é boa em G e tal que µ̂(qi) = ui, para qualquer i ∈ {1, . . . , n}.”

R(β): ∀q ∈ ⌈Σ(X )⌉β ,∀n, P (⌈Σ(X )⌉β , q, n).

S(β): ∀q ∈ 〈⌈Σ(X )⌉β〉,∀n, P (〈⌈Σ(X )⌉β〉, q, n).

Queremos mostrar que a condição R(β)∧S(β) é verdadeira para qualquer ordinal β. Vamos
fazê-lo por indução transfinita sobre β.

O caso β = 0 é trivial e o caso limite do passo indutivo também não oferece dificuldades.
Vejamos o caso sucessor do passo indutivo. Seja β um ordinal tal que a condição R(β) ∧

S(β) é verdadeira. Suponhamos que q ∈ ⌈Σ(X )⌉β+ e que µ̂(q) = u1 · · · un, onde ui ∈
ΩAV. Então existe uma sucessão (qk)k de elementos de 〈⌈Σ(X )⌉β〉 convergente para q. Pelo
Lema 3.5, existe uma subsucessão (qkl

)l e sucessões (ui,l)l de elementos de ΩAV convergentes
para ui tais que µ̂(qkl

) = u1,lu2,l · · · un−1,lun,l. Como S(β) é uma condição verdadeira,
existe uma factorização q = q1,l · · · qn,l que é boa em 〈⌈Σ(X )⌉β〉 e tal que µ̂(qi,l) = ui,l,

para qualquer i ∈ {1, . . . , n}. Como 〈⌈Σ(X )⌉β〉 é compacto, a sucessão (q1,k, . . . , qn,k)k
tem alguma subsucessão convergente para um n-uplo (q1, . . . , qn) de arestas consecutivas de
〈⌈Σ(X )⌉β〉. É claro que q1 · · · qn é uma factorização de q boa em ⌈Σ(X )⌉β+ e que µ̂(qi) = ui
para todo i ∈ {1, . . . , }. Logo R(β+) é uma condição verdadeira.

Suponhamos agora que q ∈ 〈⌈Σ(X )⌉β+〉. Então existem arestas consecutivas q1, . . . , ql
de ⌈Σ(X )⌉β+ tais que q = q1 · · · ql. Seja λ(q) o menor valor posśıvel para l. Vamos provar
P (〈⌈Σ(X )⌉β+〉, q, n) por indução sobre λ(q)+n. Se λ(q) = 1 então q ∈ ⌈Σ(X )⌉β+ , e portanto
P (〈⌈Σ(X )⌉β+〉, q, n) é verdadeira para qualquer n, simplesmente porque R(β+) é verdadeira.
Por outro lado, a condição P (〈⌈Σ(X )⌉β+〉, q, 1) é obviamente verdadeira, para qualquer valor
de λ(q). Logo a condição P (〈⌈Σ(X )⌉β+〉, q, n) é verdadeira quando λ(q)+n ≤ 3. Seja k ≥ 4.
Suponhamos que P (〈⌈Σ(X )⌉β+〉, q, n) é verdadeira quando λ(q) + n < k. Sejam q e n tais
que λ(q) + n = k e λ(q), n > 1. Suponhamos que µ̂(q) = u1 · · · un, onde ui ∈ ΩAV. Sejam
q1, . . . , qλ(q) arestas consecutivas de ⌈Σ(X )⌉β+ tais que q = q1 · · · qλ(q). Consideremos a aresta

q′ = q1 · · · qλ(q)−1. Como µ̂(q′)µ̂(qλ(q)) = (u1 · · · un−1)un, pelo Lema 5.9 existe z ∈ (ΩAV)1

tal que pelo menos uma das seguintes condições se verifica:

1. µ̂(q′) = u1 · · · un−1z e zµ̂(qλ(q)) = un,
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2. µ̂(q′)z = u1 · · · un−1 e µ̂(qλ(q)) = zun.

Suponhamos que se verifica a primeira condição. Como λ(q′)+n < λ(q)+n, por hipótese
indutiva existe uma factorização boa s1 · · · sn−1t de q′ em 〈⌈Σ(X )⌉β+〉 para a qual µ̂(si) = ui
se i ∈ {1, . . . , n−1} e µ̂(t) = z (se z = 1 então consideramos t como sendo um caminho vazio).
Seja sn = tqλ(q). Então s1 · · · sn−1sn é uma factorização boa de q′qλ(q) = q em 〈⌈Σ(X )⌉β+〉.
Como µ̂(si) = ui para qualquer i ∈ {1, . . . , n}, fica provado P (〈⌈Σ(X )⌉β+〉, q, n).

Suponhamos que se verifica a segunda condição. Como R(β+) é uma condição verdadeira,
existem arestas r, t ∈ ⌈Σ(X )⌉β+ tais que qλ(q) = rt, µ̂(r) = z e µ̂(t) = un (se z = 1 então
consideramos r como sendo um caminho vazio). Temos λ(q′r) ≤ λ(q′) + 1 ≤ λ(q), donde
λ(q′r) + (n − 1) < λ(q) + n. Como µ̂(q′r) = u1 · · · un−1, por hipótese indutiva existe uma
factorização boa s1 · · · sn−1 de q′r em 〈⌈Σ(X )⌉β+〉 para a qual µ̂(si) = ui, para qualquer
i ∈ {1, . . . , n − 1}. Logo s1 · · · sn−1t é uma factorização boa de q tal que a etiqueta do
i-ésimo factor é ui. Também neste caso fica provado P (〈⌈Σ(X )⌉β+〉, q, n), o que conclui o
passo indutivo sobre λ(q) + n. Logo a condição S(β+) é verdadeira.

Ou seja, mostrámos que R(β+)∧S(β+) é verdadeira, concluindo a demonstração do caso
sucessor do passo indutivo da indução sobre β.

Corolário 5.11. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V = A©m V =
V ∗ D. Dado um ordinal β, seja G qualquer um dos grafos ⌈Σ(X )⌉β ou 〈⌈Σ(X )⌉β〉. Sejam

p, q, r ∈ lim
←−

Σ̂2n(X ) tais que p = qr. Se p ∈ G então q, r ∈ G.

Demonstração. Se p ∈ G então existe uma factorização p = q′r′ que é boa em G e tal que
µ̂(q) = µ̂(q′) e µ̂(r) = µ̂(r′). Pelo Lema 5.4, q e q′ são co-terminais, e r e r′ também são
co-terminais. Logo q = q′ e r = r′, uma vez que µ̂ é fiel pelo Corolário 5.8.

Corolário 5.12. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V = A©m V.
Suponhamos que u1 · · · un ∈ L(X ), onde ui ∈ ΩAV. Suponhamos também que u1, un /∈ A+.
Para cada i ∈ {1, . . . , n− 1} sejam vi = u1 · · · ui e wi = ui+1 · · · un. Então existe uma aresta
q com uma factorização boa em Σ(X )+ segundo o seguinte esquema:

←−v1 .
−→w1

←−v2 .
−→w2

. . . ←−−vn−1.
−−−→wn−1

q1|u1 q2|u2 q3|u3 qn−1|un−1 qn|un

Demonstração. Existe uma aresta q em Σ(X )+ cuja etiqueta é u1 · · · un, pelo Lema 5.5. Ora
Σ(X )+ = ⌈Σ(X )⌉1. Basta então aplicar a Proposição 5.10 e o Lema 5.4.

No Apêndice C dão-se exemplos de soluções da cadeia de equações V = A©m V = V ∗D na
variável V, e de soluções da equação V = A©m V que não são soluções da equação V = V ∗D.

5.4 O ordinal o(Σ(X ))

Como Σ(X ) é um invariante de conjugação, o ordinal

o(Σ(X )) = inf{β : β é um ordinal, |β| ≤ |⌈Σ(X )⌉|, ⌈Σ(X )⌉β = ⌈Σ(X )⌉}.

também é um invariante de conjugação. De acordo com a Proposição 5.1, se X é um sistema
simbólico de tipo finito então o(Σ(X )) = 1. Na Proposição 4.5, vimos o exemplo de um
sistema simbólico sófico Z tal que o(Σ(X )) > 1. Vamos procurar calcular o(Σ(X )) para
alguns casos, ou pelo menos encontrar majorantes e minorantes para o(Σ(X )).
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5.4.1 O ordinal o(Σ(X )) pode ser muito grande

Lema 5.13. Sejam u, v, z ∈ A+ tais que z2u = vz2 e |u| < |z|. Se o comprimento de z é
um número primo então z ∈ a+ para algum a ∈ A.

Demonstração. Como z2u = vz2, a palavra zu tem z como sufixo. Ou seja, existe v′ ∈ A∗

tal que zu = v′z. Note-se que |v′| = |u|. Logo v′ é o prefixo de z de comprimento |u|,
uma vez que |u| < |z|. Como z2u = vz2, a palavra v é um prefixo de z de comprimento
|u|, donde v′ = v. Logo vz2 = z2u = zvz, donde vz = zv. Por [Lal79, Corolário 5.3], a
igualdade vz = zv implica a existência de w ∈ A+ e de k, l > 0 tais que z = wk e v = wl.
Como |z| = k|w| e |z| é primo, conclúımos que k = 1 ou |w| = 1. Se k = 1 então z = w e
|v| = l|w| ≥ |z|, o que é contraditório. Logo w ∈ A.

Um subconjuntoC de A+ é um código circular [BPS85] se para quaisquer inteiros n,m ≥ 1
e palavras c1, . . . , cn, d1, . . . , dm ∈ C, p ∈ A∗ e s ∈ A+, as igualdades sc2 · · · cnp = d1d2 · · · dm
e ps = c1 implicam n = m, p = 1 e ci = di para todo o i ∈ {1, . . . , n}.

Lema 5.14. Consideremos uma palavra z de A+ de comprimento primo tal que z não é
uma potência de um elemento de A. Se k ≥ 4 então Azk é um código circular.

Demonstração. Sejam n,m ≥ 1 e a1, . . . , an, b1, . . . , bm ∈ A, p ∈ A∗, s ∈ A+ tais que
ps = a1z

k e
sa2z

k · · · anz
kp = b1z

k · · · bmz
k.

Suponhamos que p 6= 1. Então p = a1z
ip′ e s = s′zj para alguns p′, s′ ∈ A∗, i, j ≥ 0 tais que

p′s′ = z e |p′| < |z|. Note-se que i+ j + 1 = k.
Suponhamos que p′ = 1. Então s = zj+1, pelo que, mesmo que n = 1, temos a garantia de

que zj+1a1z
i é um sufixo de b1z

k · · · bmz
k. Ora |zj+1a1z

i| = |bmz
k|, donde zj+1a1z

i = bmz
k.

Logo zj+1a1 = bmz
k−i. Como i < k, então za1 = cz, para algum c ∈ A, o que implica

z = a1
|z| = c|z| (cf. [Lal79, Lema 5.1]). Tal contraria uma das hipóteses do enunciado. Logo

p′ 6= 1.
Suponhamos que i ≥ 2. Então z2p′ é um sufixo de bmz

k, pelo que z2p′ = qz2 para algum
q ∈ A|p′|. Mas tal não é posśıvel, pelo Lema 5.13. Logo i ≤ 1.

Suponhamos que i = 0. Como z2p é um sufixo de z3 e p = a1p
′, existe r ∈ A|a1p′| tal que

z2a1p
′ = rz2. Temos |a1p

′| ≤ |z|. Mas pelo Lema 5.13 só podemos ter |a1p
′| = |z|. Então

a1p
′ = z = p′s′, pelo que p′ = a

|p′|
1 , donde z = a

|z|
1 , o que não é posśıvel. Logo i = 1 e

portanto j = k − 2.
A palavra sa2 = s′zk−2a2 (ou s′zk−2a1, se n = 1) é um prefixo de b1z

k. Suponhamos que
s′ = 1. Então, como k − 2 ≥ 1, temos b1z ∈ zA. Mas tal implica z = b1

|z|. Logo s′ 6= 1.
Suponhamos que s′ ∈ A. Então |p′| = |z| − 1. Ora p = a1zp

′, e |a1zp
′| = |z2|. Logo

a1zp
′ = z2, donde dp′ = z = p′s′, para algum d ∈ A. Mas então p′ = d|z|−1, donde z = d|z|,

o que não é posśıvel. Portanto s′ = es′′ para alguns e ∈ A e s′′ ∈ A+. Como s′′zk−2a2 é um
prefixo de zk e k − 2 ≥ 2, temos s′′z2 ∈ z2A|s′′|. Mas tal não é posśıvel, pelo Lema 5.13.

Esgotadas todas as possibilidades, conclúımos que p = 1. Como os elementos de Azk têm
todos o mesmo comprimento, deduzimos que n = m e ai = bi para todo o i ∈ {1, . . . , n}.
Portanto Azk é um código circular.

Corolário 5.15. Consideremos uma palavra z de A+ de comprimento primo tal que z não
é uma potência de um elemento de A. Seja k ≥ 4. Sejam a1, a2, b1, b2, b3 ∈ A e u ∈ A+,
w ∈ A∗ tais que a1z

ka2z
k = wb2z

ku, w é um sufixo de b1z
k e u é um prefixo de b3z

k. Então
w = 1 e u = a2z

k = b3z
k.
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Demonstração. Como u 6= 1, existem i ≥ 0 e u′ ∈ A∗ para os quais u = b3z
iu′ e u′ é um

prefixo de z tal que 0 ≤ |u′| < |z|. Como |u|+ |w| = k|z|+ 1 e u 6= 1, tem-se |w| < k|z|+ 1.
Logo existem j ≥ 0 e w′ ∈ A∗ para os quais w = w′zj e w′ é um sufixo de z tal que
0 ≤ |w′| < |z|. Temos

k|z| = |u|+ |w| − 1 = (1 + i|z| + |u′|) + (|w′|+ j|z|) − 1 = (i+ j)|z| + |u′|+ |w′|,

pelo que |u′| + |w′| é um múltiplo de |z|. Como |u′| + |w′| < |z| + |z| = |2z|, resulta que
|u′w′| = |z| ou |u′w′| = 0. Sendo u′ um prefixo de z e w′ um sufixo de z, conclui-se que
u′w′ = z ou u′w′ = 1. Logo uw = b3z

iu′w′zj ∈ b3z∗. Como |uw| = k|z|+1, temos uw ∈ Azk.
Então w = 1 pelo Lema 5.14.

Dado v ∈ A+, denotamos por ψv a função de AZ em AZ definida pela seguinte correspon-
dência:

. . . x−2x−1.x0x1x2x3 . . . 7→ . . . vx−2vx−1v.x0vx1vx2vx3v . . . .

Naturalmente, ψ1 define-se como sendo a identidade em AZ. Note-se que ψv ◦σ = σ|v|+1 ◦ψv .
O conjunto

Xv =
⋃

x∈X
O(ψv(x))

está contido em todos os sistemas simbólicos que contêm ψv(X ).

Observação 5.16. O conjunto Xv é um sistema simbólico.

Jusificação. Como Xv é uma união de órbitas, apenas temos que verificar que Xv é fechado.
Seja (y(k))k uma sucessão de elementos de Xv convergente para y. Temos y(k) = σnk(ψv(x

(k)))
para alguns x(k) ∈ X e nk ∈ Z. Como ψv ◦ σ = σ|v|+1 ◦ ψv , podemos escolher x(k) de
modo a que 0 ≤ nk < |v| + 1. Como a sucessão (nk)k é limitada, tem alguma sub-
sucessão (nkl

)l de valor constante C. Como X é compacto, considerando subsucessões
se necessário, podemos supor que (x(kl))l converge para um elemento x de X . Então
ψC(x) = liml→+∞ ψN ((x(kl))l) = y. Logo y ∈ Xv.

Lema 5.17. Suponhamos que z é uma palavra de A+ de comprimento primo tal que z não
é uma potência de um elemento de A. Seja k ≥ 4. Se x, y ∈ X e n ∈ Z são tais que
ψzk(y) = σn(ψzk(x)) então n é um múltiplo de k|z| + 1.

Demonstração. Existem q, r ∈ Z tais que n = q(k|z| + 1) + r e 0 ≤ r < k|z| + 1.

ψzk(y) = σn ◦ ψzk(x) = σr ◦ σq(k|z|+1) ◦ ψzk(x) = σr ◦ ψzk ◦ σq(x).

Se y = (ai)i∈Z e σq(x) = (bi)i∈Z então

ψzk((ai)i∈Z) = . . . a−3z
ka−2z

ka−1z
k.a0z

ka1z
ka2z

ka3z
k . . . =

σr ◦ ψzk((bi)i∈Z) = . . . b−3z
kb−2z

kb−1z
ku.vb1z

kb2z
kb3z

k . . . .

onde u, v são elementos deA+ tais que b−1z
k = uv e |u| = r. Se w for o sufixo de comprimento

k|z| + 1− r de b−2z
k então a−2z

ka−1z
k = wb−1z

ku. Suponhamos que u 6= 1. Então w = 1,
pelo Corolário 5.15, donde k|z|+1−r = 0, o que é absurdo porque r < k|z|+1. Logo u = 1,
ou seja, r = 0.
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Lema 5.18. Suponhamos que z é uma palavra de A+ de comprimento primo tal que z
não é uma potência de um elemento de A. Seja k ≥ 4. Seja x ∈ X . Se (y(n))n é uma
sucessão de elementos de Xzk convergente para ψzk(x) então existe uma sucessão (x(m))m de
elementos de X convergente para x e uma subsucessão (y(nm))m tal que y(nm) = ψzk(x(m)),
para qualquer m.

Demonstração. Como y(n) ∈ Xzk , existem x(n) ∈ X e um inteiro rn tais que y(n) =
σrnψzk(x(n)) e 0 ≤ rn < k|z| + 1. A sucessão (x(n))n tem alguma subsucessão (x(ni))i
convergente para um elemento x′ de X . Como (rni

)i é uma sucessão limitada, tem alguma
subsucessão (rnij

)j de valor constante C. Então

σCψzk(x′) = lim
j→+∞

σCψzk(x(nij
)) = lim

j→+∞
y(nij

) = ψzk(x).

Logo C = 0, pelo Lema 5.17. Portanto ψzk(x′) = ψzk(x). Como ψzk é injectiva, conclúımos

que x′ = x. Portanto a sucessão (x
(nij

)
)j converge para x e ψzk(x

(nij
)
) = y

(nij
)

para
qualquer j.

Sejam v ∈ A+ e x ∈ X . De acordo com o Lema 5.4, existe um único caminho de Σ(Xv)
+ de

comprimento |v|+1 que começa em ψv(x) e acaba em σ|v|+1(ψv(x)) = ψv(σ(x)). Denotemos
por

(
ψv(x), ψv(σ(x))

)
esse caminho único. Consideremos a seguinte função:

Ψv : Σ(X ) → Σ(Xv)
+

x 7→ ψv(x)

(x, σ(x)) 7→
(
ψv(x), ψv(σ(x))

)
, x ∈ X .

É claro que Ψv é um homomorfismo de grafos. Seja Ψ̂v o único homomorfismo cont́ınuo de
semigrupóides compactos de Σ̂(X ) em Σ̂(Xv) cuja restrição a Σ(X ) é Ψv.

Observação 5.19. Para qualquer ordinal β tem-se

Ψ̂v(E⌈Σ(X )⌉β
(x, y)) ⊆ E⌈Σ(Xv)⌉β

(ψv(x), ψv(y)),

Ψ̂v(E〈⌈Σ(X )⌉β〉(x, y)) ⊆ E〈⌈Σ(Xv)⌉β〉(ψv(x), ψv(y)),

para quaisquer x, y ∈ X .

Justificação. Tem-se Ψ̂v(⌈Σ(X )⌉β) ⊆ ⌈Ψv(Σ(X ))⌉β e Ψ̂v(〈⌈Σ(X )⌉β〉) ⊆ 〈⌈Ψv(Σ(X ))⌉β〉, pelo
Lema 4.25.

Proposição 5.20. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V = A©m V.
Suponhamos que z é uma palavra de A+ de comprimento primo tal que z não é uma potência
de um elemento de A. Seja k ≥ 4. Para qualquer ordinal β tem-se

Ψ̂zk(E⌈Σ(X )⌉β
(x, y)) = E⌈Σ(X

zk )⌉
β
(ψzk(x), ψzk(y)),

Ψ̂zk(E〈⌈Σ(X )⌉β〉(x, y)) = E〈⌈Σ(X
zk )⌉

β
〉(ψzk(x), ψzk(y)),

para quaisquer x, y ∈ X .
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Demonstração. De acordo com a Observação 5.19, falta-nos mostrar a seguinte conjunção
de condições:

P (β) : ∀x, y ∈ X , E⌈Σ(X
zk )⌉

β
(ψzk(x), ψzk(y)) ⊆ Ψ̂zk(E⌈Σ(X )⌉β

(x, y)),

Q(β) : ∀x, y ∈ X , E〈⌈Σ(X
zk )⌉

β
〉(ψzk(x), ψzk(y)) ⊆ Ψ̂zk(E〈⌈Σ(X )⌉β〉(x, y)).

Vamos provar P (β) ∧Q(β) por indução transfinita sobre β.
Pelo Lema 5.17, temos ψzk(y) 6= σ(ψzk(x)), logo EΣ(X )(ψzk(x), ψzk(y)) = ∅, o que mos-

tra a proposição P (0). Suponhamos que s ∈ EΣ(X
zk )+(ψzk(x), ψzk(y)). Então ψzk(y) =

σ|s|(ψzk(x)). Pelo Lema 5.17, existe um inteiro positivo n tal que |s| = n(k|z| + 1). Então
ψzk(y) = ψzk(σn(x)). Como ψzk é injectiva, segue-se que y = σn(x). Logo EΣ(X )+(x, y)

tem um elemento s′ de comprimento n. O comprimento de Ψ̂zk(s′) é igual a |s′|(k|z| + 1),
pela definição de Ψzk . Logo s e Ψ̂zk(s′) são elementos de EΣ(X

zk )+(ψzk(x), ψzk (y)), com o

mesmo comprimento, pelo que s = Ψ̂zk(s′) (cf. Lema 5.4). Fica assim provada a conjunção
P (0) ∧Q(0).

Suponhamos que a proposição P (β) ∧ Q(β) é verdadeira. Consideremos um elemento s
de E⌈Σ(X

zk )⌉
β+

(ψzk(x), ψzk(y)). Então existe uma sucessão (sn)n de elementos de 〈⌈Σ(X )⌉β〉

convergente para s. As sucessões (α(sn))n e (ω(sn))n convergem respectivamente para ψzk(x)
e ψzk(y). Pelo Lema 5.18, considerando subsucessões se necessário, podemos supor que
α(sn) = ψzk(x(n)) e ω(sn) = ψzk(y(n)) para qualquer n, para algumas sucessões (x(n))n e
(y(n))n de elementos de X convergentes para x e y, respectivamente. Como Q(β) é uma
proposição verdadeira, para cada n existe s′n ∈ E〈⌈Σ(X )⌉β〉(x

(n), y(n)) tal que sn = Ψ̂zk(s′n).

Seja s′ um ponto aderente da sucessão (s′n)n. Temos s′ ∈ E⌈Σ(X )⌉β+
(x, y) e Ψ̂zk(s′) =

limn→∞ sn = s, o que mostra a proposição P (β+).
Para cada inteiro positivo l seja 〈⌈Σ(Xzk)⌉β+〉l o conjunto das arestas de Σ̂(X ) da forma

q1 · · · ql, onde q1, . . . , ql são arestas consecutivas de ⌈Σ(Xzk)⌉β+ . Note-se que

〈⌈Σ(Xzk)⌉β+〉 =
⋃

l≥1

〈⌈Σ(Xzk)⌉β+〉l.

Logo Q(β) ficará provada se mostrarmos por indução sobre l a seguinte proposição:

Q(β, l) : ∀x, y ∈ X , E〈⌈Σ(X
zk )⌉

β+ 〉l(ψzk(x), ψzk(y)) ⊆ Ψ̂zk(E〈⌈Σ(X )⌉β+〉l(x, y)).

O passo inicial l = 1 corresponde à Proposição P (β+), que sabemos ser verdadeira. Supo-
nhamos agora que l > 1 e que Q(β, l′) é verdadeira quando l′ < l. Seja r um elemento de
E〈⌈Σ(X

zk )⌉
β+ 〉l(ψzk(x), ψzk(y)). Então existem arestas consecutivas r1, . . . , rl de ⌈Σ(Xzk)⌉β+

tais que r = r1 · · · rl. Como a proposição Q(0) é verdadeira, podemos supor que r /∈ Σ(X )+.
Então existe i ∈ {1, . . . , l} tal que ri /∈ Σ(X )+. Como l > 1, temos i < l ou i > 1.
Vamos supor que i < l (o caso i > 1 é análogo). Existe um inteiro positivo m tal que
ω(ri) = σm(ψzk(x′)) para algum x′ ∈ X . Seja u = tm(µ̂(ri)). Como ri /∈ Σ(X )+, a palavra u
tem comprimento m. Sejam (pn)n e (qn)n sucessões de elementos de 〈⌈Σ(X )⌉β〉 convergentes

para ri e ri+1, respectivamente. Como (ΩAV)u é aberto, podemos supor que para qualquer
n existe wn ∈ ΩAV tal que µ̂(pn) = wnu. Pela Proposição 5.10, existem arestas p′n e p′′n
pertencentes a 〈⌈Σ(X )⌉β〉 tais que pn = p′np

′′
n, µ̂(p′n) = wn e µ̂(p′′n) = u. Para cada n, seja q′n

a única aresta de Σ(X )+ que começa em σ−m(α(qn)) e acaba em α(qn). Seja (p′, p′′, q′) um
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ponto aderente da sucessão (p′n, p
′′
n, q

′
n)n. Como (|q′n|)n é a sucessão constante de valor m, e

apenas existe um número finito de caminhos de Σ(X ) de comprimento m, conclui-se que q′

é um caminho de Σ(X ) que começa em σ−m(ω(q′)) e acaba em ω(q′). Por outro lado, como
µ̂(p′′) = u ∈ A+, pelo Lema 5.4 sabemos que p′′ é o único caminho de Σ(X ) que começa em
σ−m(ω(p′′)) e acaba em ω(p′′). Como

ω(p′′) = ω(ri) = α(ri+1) = lim
n→∞

ω(q′n) = ω(q′),

conclui-se que p′′ = q′. Portanto

r = (r1 · · · ri−1p
′)((q′ri+1)ri+2 · · · rl).

Note-se que p′ ∈ ⌈Σ(X )⌉β+ e que

ω(p′) = α(p′′) = σ−m(ω(p′′)) = σ−m(ω(ri)) = ψzk(x′),

donde
r1 · · · ri−1p

′ ∈ E〈⌈Σ(X
zk )⌉

β+〉i(ψzk(x), ψzk(x′)).

Por outro lado, como q′nq
′′
n ∈ 〈⌈Σ(X )⌉β〉 e q

′ri+1 é um ponto de aderente da sucessão (q′nq
′′
n)n,

tem-se q′ri+1 ∈ ⌈Σ(X )⌉β+ . Logo

(q′ri+1)ri+2 · · · rl ∈ E〈⌈Σ(X
zk )⌉

β+〉l−i
(ψzk(x′), ψzk(y))

Como as proposições Q(β, i) e Q(β, l−i) são verdadeiras por hipótese de indução, conclúımos
que

r1 · · · ri−1p
′ ∈ Ψ̂zk(E〈⌈Σ(X )⌉β+〉i(x, x

′)), (q′ri+1)ri+2 · · · rl ∈ Ψ̂zk(E〈⌈Σ(X )⌉β+〉l−i
(x′, y)),

donde
r1 · · · rl ∈ Ψ̂zk(E〈⌈Σ(X )⌉

β+〉l(x, y)).

Fica assim provada a proposição Q(β, l). Logo Q(β+) é um proposição verdadeira.
Mostrámos o caso sucessor do passo indutivo na demonstração da conjunção P (β)∧Q(β).

O caso limite do passo indutivo é trivial.

Lema 5.21. Seja z uma palavra de A+ que não é potência de um elemento de A. Sejam
k e l inteiros positivos tais que k < l, e k|z| + 1 e l|z| + 1 são primos entre si. Existe um
inteiro positivo n0 tal que se n > n0 então Ln((A

Z)zk) ∩ Ln((A
Z)zl) = ∅.

Demonstração. O que queremos mostrar pode ser reformulado como (AZ)zk ∩ (AZ)zl = ∅
(a formulação adoptada será posteriormente mais conveniente). Suponhamos que (AZ)zk ∩
(AZ)zl 6= ∅. Então existem sucessões (ai)i≥1 e (bi)i≥1 de elementos de A tais que

zka1z
ka2z

ka3z
ka4 . . . = vzlb1z

lb2uz
lb3z

lb4 . . . .

para algum v ∈ A+. Como k|z| + 1 e l|z| + 1 são primos entre si, existem inteiros r, s > 1
tais que r(k|z|+ 1)− s(l|z|+ 1) = |v|. Logo

|zka1z
ka2z

k · · · ar−1z
k| = r(k|z|+ 1)− 1 = |v|+ s(l|z|+ 1)− 1 = |vzlb1z

lb2z
l · · · bs−1z

l|,

donde
zka1z

ka2z
k · · · ar−1z

k = vzlb1z
lb2z

l · · · bs−1z
l.

Como 0 < k < l, existe c ∈ A tal que zar−1 = cz. Mas então z = c|z|, o que contradiz a
hipótese do enunciado.
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Lema 5.22. Seja z uma palavra de A+ que não é potência de um elemento de A. Para
qualquer k > 0, existe n0 > 0 tal que se n > n0 então Ln((A

Z)zk) ∩ Ln(z
∞) = ∅.

Demonstração. Suponhamos que o lema é falso. Então existe uma sucessão (ai)i≥1 de
elementos de A tal que

zka1z
ka2z

ka3z
ka4 . . . = vzzzzz . . .

para algum v ∈ A∗. Como k|z|+1 e |z| são primos entre si, existem inteiros r, s > 0 tais que
r(k|z|+ 1)− s|z| = |v|. Logo

|zka1z
ka2z

k · · · ar−1z
kar| = r(k|z|+ 1) = |v|+ s|z| = |vzs|,

donde

zka1z
ka2z

k · · · ar−1z
kar = vzs.

Como k e s são positivos, existe c ∈ A tal que zar = cz. Mas então z = c|z|, o que contradiz
a hipótese do enunciado.

Teorema 5.23. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V = A©m V.
Suponhamos que A é o alfabeto de duas letras {a, b}. Se β é um ordinal numerável então
existe um sistema simbólico numerável X de AZ tal que o(Σ(X )) > β.

Demonstração. Consideremos a seguinte proposição:

Q(β,X ,Y,Z, c): se β é um ordinal numerável, e X , Y, Z são sistemas simbólicos, e c ∈ A+,
então

1. Y ∪ Z ⊆ X , Y ∩ Z = ∅ e X é numerável;

2. a∞ ∈ Y, b∞ ∈ X e c∞ ∈ Z;

3. os grafos ⌈Σ(Y)⌉1 e ⌈Σ(Z)⌉1 são fortemente conexos;

4. o conjunto {s ∈ E〈⌈Σ(X )⌉β+〉 : α(s) ∈ Y e ω(s) ∈ Z}, o qual denotamos por

Eβ(X ,Y,Z), é não vazio;

5. Eβ(X ,Y,Z) ∩ 〈⌈Σ(X )⌉β〉 = ∅.

Seja P (β) a proposição

∃X ∃Y ∃Z ∃c Q(β,X ,Y,Z, c).

Se Q(β,X ,Y,Z, c) é uma proposição verdadeira então X é um sistema simbólico numerável
de AZ tal que o(Σ(X )) > β. Portanto o teorema ficará demonstrado se provarmos por
indução transfinita a proposição P (β), o que faremos.

Verifiquemos o passo inicial β = 0. Consideremos os sistemas simbólicos Y = {a∞},
Z = {b∞} e X = O(a−∞.b+∞). O conjunto das arestas que começam em a∞ e acabam em b∞

não contém nenhum elemento de Σ(X )+ = 〈⌈Σ(X )⌉0〉, donde E0(X ,Y,Z) ∩ 〈⌈Σ(X )⌉0〉 = ∅.
Por outro lado, denotando por qn o único caminho de Σ(X )+ que começa em σ−n(a−∞.b+∞)
e acaba em σn(a−∞.b+∞), se q for um ponto de acumulação de (qn)n então q é um elemento
de E0(X ,Y,Z). Portanto P (0) é uma proposição verdadeira.

Suponhamos que P (β) é uma proposição verdadeira. Consideremos sistemas simbólicos
X , Y, Z e uma palavra c de A+ tal que Q(β,X ,Y,Z, c) é uma proposição verdadeira. Como
X 6= AZ (pois |X | < |AZ|), existe z ∈ A+ \ L(X ). Se necessário prolongando z, podemos
supor que |z| é um número primo. Pelo teorema de Dirichlet [IR82, Caṕıtulo 16, Secção 1],
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a sucessão (n|z|+ 1)n tem uma infinidade de números primos. Para cada inteiro positivo k,
seja ek o k-ésimo inteiro positivo maior do que 3 tal que ek|z|+1 é primo. Definimos e0 = 0.

Sejam h > 0 e c1, . . . , ch ∈ A tais que c = c1 · · · ch. Para cada inteiro não negativo k, seja

tk = ψzek (c)]−∞,−1].ψzek+1 (a∞)[0,+∞[

= . . . c1z
ekc2z

ek . . . ch−1z
ekchz

ekc1z
ekc2z

ek . . . ch−1z
ekchz

ek .azek+1azek+1azek+1 . . . .

Denotemos por Z ′ o sistema simbólico
[⋃

u∈A : c∈A∗uA∗ O(z−∞.uz+∞)
]
∪ O(z∞). O menor

sistema simbólico X ′ que contém
⋃
k≥0(Xzek ∪ {tk}) é o conjunto

X ′ =
[ ⋃

k≥0

(Xzek ∪ O(tk))
]
∪ Z ′.

Observemos que Y ∪ Z ′ ⊆ X ′, Y ∩ Z ′ = ∅ e que ⌈Σ(Z ′)⌉1 é fortemente conexo. Acresce
que X ′ é numerável. Estas observações constituem os primeiros passos para mostrarmos que
Q(β+,X ′,Y,Z ′, z) é uma proposição verdadeira.

Para cada k ≥ 0 e n > 0, seja qk,n o único caminho de Σ(X ′)+ com origem em σ−n(tk)
e término em σn(tn). Seja qk um ponto de acumulação da sucessão (qk,n)n. Então qk
tem origem num elemento da órbita de ψzek (c∞), e término num elemento da órbita de
ψzek+1 (a∞). Note-se que qk ∈ ⌈Σ(X ′)⌉1.

De acordo com os itens (3) e (4) da hipótese P (β), existe uma aresta s0 de 〈⌈Σ(X )⌉β+〉 que
começa num elemento de Y e acaba em α(q0). Pelos mesmos itens e pela Observação 5.19,
para cada k ≥ 1, existe uma aresta sk de 〈⌈Σ(Xk)⌉β+〉 que começa em ω(qk−1) e acaba em
α(qk) (ver Figura 5.1). Para cada k, a sequência s0q0s1q1s2q2 · · · skqk é um elemento de
〈⌈Σ(X )⌉β+〉. Seja q um ponto de acumulação da sucessão (s0q0s1q1s2q2 · · · skqk)k. Então
ω(q) ∈ Z ′ e q pertence a ⌈Σ(X ′)⌉(β+)+ , e portanto Eβ+(X ′,Y,Z ′) não é vazio.

Suponhamos que existe um elemento de Eβ+(X ′,Y,Z ′) pertencente a 〈⌈Σ(X )⌉β+〉. Então
esse elemento tem algum factor p pertencente a ⌈Σ(X )⌉β+ que começa num elemento de
X ′ \Z ′ e acaba num elemento de Z ′. Logo existe k ≥ 0 tal que α(p) ∈ Uk = O(tk−1)∪Xzek ∪
O(tk), onde O(t−1) designa o conjunto vazio (para o caso em que k = 0). Pelos Lemas 5.21
e 5.22, se k 6= l então Xzek ∩Xzel = ∅, e Xzek ∩Z ′ = ∅, para quaisquer k, l ≥ 0. Portanto, na
topologia de X ′, os conjuntos Uk e

Vk =
[ ⋃

r≥k+4

(Xzer ∪ O(tr))
]
∪ Z ′,

são vizinhanças abertas de α(p) e ω(p), respectivamente. Seja (pn)n uma sucessão de
arestas de 〈⌈Σ(X )⌉β〉 convergente para p. Como α e ω são funções cont́ınuas, existe N
tal que se n ≥ N então α(pN ) ∈ Uk e ω(pN ) ∈ Vk. Se necessário mudando o valor de k,
acrescentando-lhe uma unidade, podemos supor que

α(pN ) ∈ O(tk−1) ∪ Xzek e ω(pN ) ∈ Xzer ∪ O(tr) ∪ Z
′,

para algum r ≥ k + 3.
Comecemos por supor que k > 0. Seja m um qualquer inteiro positivo. Uma vez que

α(pN ) ∈ O(tk−1) ∪ Xzek , qualquer prefixo finito de µ̂(pN ) de comprimento suficientemente
grande tem algum factor pertencente a (Azek)m. E como

A∗(Azek)mA∗ = (A∗(Azek)m)(A∗ \ AzekA∗),
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Figura 5.1: Um passo na demonstração do Teorema 5.23.

existe uma factorização µ̂(pN ) = ρmνm tal que

ρm ∈ (ΩAS)(Azek)m e νm ∈ (ΩAS)1 \ Azek(ΩAS)1.

Note-se que se m ≥ n então ρm ∈ (ΩAS)(Azek)n. Sejam ρ e ν pontos aderentes das sucessões
(ρm)m e (νm)m. Então

ρ ∈
⋂

n≥1

(ΩAS)(Azek)n e ν ∈ (ΩAS)1 \ Azek(ΩAS)1.

É imediato que u é uma pseudopalavra infinita. Se ν é uma palavra finita, então ←−ρν =
ω(pN )]−∞,−1] ∈ Xzer ∪ O(tr) ∪ Z

′. Então

(Azek)n ⊆ Lm((AZ)r) qualquer n ≥ 1,

ou

(Azek)n ⊆ Lm(Z ′) qualquer n ≥ 1,
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o que no primeiro caso contradiz o Lema 5.21, e no segundo caso contradiz o Lema 5.22.
Logo ν é uma pseudopalavra infinita.

Seja x =←−ρ .−→ν . Como µ̂(pN ) ∈M (X ′) pela Proposição 5.6, sabemos que x ∈ X ′. Temos

x]−∞,−1] = . . . a−4z
eka−3z

eka−2z
eka−1z

ek , para alguns a−1, a−2, a−3, . . . ∈ A, (5.2)

e
x[0,ek|z|] /∈ Az

ek . (5.3)

De (5.2) e do Lema 5.22 deduzimos que x /∈ Z ′.
Suponhamos que existe l ≥ 0 tal que x ∈ Xzel . Então, por (5.2),

(Azek)n ∩ L(Xzel ) 6= ∅, ∀n ≥ 1. (5.4)

Logo k = l, pelo Lema 5.21. Portanto, existe uma sucessão (bi)i∈Z de elementos de A e
palavras u, v ∈ A∗ tais que uv = b0z

ek e

x = . . . b−3z
ekb−2z

ekb−1z
eku.vb1z

ekb2z
ekb3z

ek . . .

Por (5.3), temos
0 < |u| < ek|z|+ 1. (5.5)

Por (5.2), existe um sufixo w de b−2z
ek tal que

wb−1z
eku = a−2z

eka−1z
ek . (5.6)

Então, como u 6= 1 e ek ≥ 4, do Corolário 5.15 resulta que u = a1z
ek que contradiz (5.5). O

absurdo surgiu de supormos que x ∈ Xzel para algum l ≥ 0.
Portanto x ∈ O(tl), para algum l ≥ 0. Então graças a (5.2) dá-se (5.4), e portanto k = l,

pelo Lema 5.21.
Até agora supusemos que k > 0. Suponhamos que k = 0. Então z não é um factor

de α(pN ). Como ω(pN )]−∞,−1] tem z como factor, e A∗zA∗ = (A+ \ A∗zA∗)zA∗, existem

pseudopalavras ρ ∈ ΩAS \ (ΩAS)1z(ΩAS)1 e ν ∈ z(ΩAS)1 tais que µ̂(pN ) = ρν. Uma vez que
α(pN ) ∈ X , a palavra z não é factor de nenhum prefixo de ρ. Logo ρ é infinita. Se ν fosse
finita, então o factor z apareceria apenas um número finito de vezes em ω(pN )]−∞,−1], o que
não é posśıvel. Logo ν é infinita. Como z é factor de ←−ρ .−→ν mas não de ←−ρ , necessariamente
←−ρ .−→ν ∈ O(t0).

Em qualquer dos casos, k = 0 ou k > 0, existem pseudopalavras infinitas ρ, ν tais que
µ̂(pN ) = ρν e ←−ρ .−→ν ∈ O(tk). Logo o idempotente f = (azek+1)ω é um factor de ν, pelo
que µ̂(pN ) = ρ′fν ′ para algumas pseudopalavras ρ′ e ν ′. Pela Proposição 5.10, existe uma
factorização pN = s1s2 que é boa em 〈E⌈Σ(X )⌉β

〉 e tal que µ̂(s1) = ρ′f , µ̂(s2) = fν ′. Então

α(s2) =
←→
f = ψzek+1 (a∞) ∈ Xzek+1 .

Aplicando a s2 os argumentos que foram aplicados a pN , conclúımos que µ̂(s2) = ρ′′ν ′′

para algumas pseudopalavras ρ′′ e ν ′′ tais que
←−
ρ′′.
−→
ν ′′ ∈ O(tk+1). O idempotente

g = (c1z
ek+1c2z

ek+1 · · · ch−1z
ek+1chz

ek+1)ω

é um factor de ρ′′. Logo, aplicando novamente a Proposição 5.10, deduz-se que existe uma
factorização s2 = s′1s

′
2 que é boa em 〈E⌈Σ(X )⌉β

〉 e tal que ω(s′1) =←→g = ψzek+1 (c∞). Portanto

s′1 é um elemento de E〈⌈Σ(X )⌉β〉(ψzek+1 (a∞), ψzek+1 (c∞)). Logo E〈⌈Σ(X )⌉β〉(a
∞, c∞) 6= ∅, pela
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Proposição 5.20. Mas tal contradiz o item (5) da proposição P (β). O absurdo a que chegámos
deve-se a termos suposto que Eβ(X

′,Y,Z ′)∩〈⌈Σ(X )⌉′β〉 6= ∅. Logo Q(β+,X ′,Y,Z ′, z) é uma

proposição verdadeira. Conclui-se assim que a proposição P (β+) é verdadeira.
Suponhamos agora que β é um ordinal limite numerável e que P (γ) é uma proposição

verdadeira para qualquer ordinal γ ∈ β. Para cada γ ∈ β, sejam Xγ , Yγ , Zγ sistemas
simbólicos e cγ ∈ A

+ tais que Q(β,Xγ ,Yγ ,Zγ , cγ) é uma proposição verdadeira. Como β é
numerável, o conjunto

X =
⋃

γ∈β
Xγ

é numerável. Logo existe z ∈ A+ tal que z /∈ L(X) e |z| é primo. Tal como fizemos no
decorrer da demonstração do caso sucessor do passo indutivo, definimos a sucessão (ek)k do
seguinte modo: e0 = 0 e se k > 0 então ek é o k-ésimo inteiro positivo maior do que 3 tal que
ek|z| + 1 é primo. Consideremos uma enumeração γ1, γ2, γ3, . . . dos elementos de β. Para
cada inteiro não negativo k, seja

tk = ψzek (cγk
)]−∞,−1].ψzek+1 (a∞)[0,+∞[.

Seja Zβ o sistema simbólico
[⋃

u∈A:c∈A∗uA∗ O(z−∞.uz+∞)
]
∪O(z∞). Consideremos o sistema

simbólico numerável
Xβ =

[ ⋃

k≥0

(Xγk
)zek
∪ O(tk))

]
∪ Zβ.

Então a proposição Q(β,Xβ,Y,Zβ , z) é verdadeira, o que se mostra de forma semelhante ao
que foi feito para o caso sucessor do passo indutivo.

Portanto P (β) é uma proposição verdadeira, qualquer que seja o ordinal β.

5.4.2 Condições para majorar o(Σ(X ))

Vamos agora procurar condições que nos permitam indicar um majorante de o(Σ(X )).
Note-se desde logo que o(Σ(X )) ≤ |⌈Σ(X )⌉| ≤ 2ℵ0 . Vamos atacar este problema tendo
por base a observação trivial de que se ⌈Σ(X )⌉β = lim

←−
Σ̂2n(X ) então ⌈Σ(X )⌉ = lim

←−
Σ̂2n(X )

e o(Σ(X )) ≤ β.

Proposição 5.24. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V = A©m V =
V ∗ D. Seja G um subgrafo de lim←− Σ̂2n(X ) da forma ⌈Σ(X )⌉β ou da forma 〈⌈Σ(X )⌉β〉, para

algum ordinal β. Se µ̂(G) = M (X ) então G = lim
←−

Σ̂2n(X ).

Demonstração. Suponhamos que µ̂(G) = M (X ). Consideremos uma aresta q : x → y de
lim
←−

Σ̂2n(X ). Seja u = µ̂(q). Então u ∈M (X ), pela Proposição 5.6. Queremos mostrar que
q ∈ G. Temos Σ(X )+ ⊆ G, uma vez que µ̂(Σ(X )) = L1(X ) 6= M (X ). Por isso podemos
desde já supor que q /∈ Σ(X )+. Logo u /∈ A+, pelo Lema 5.4. Sejam v e w pontos de
acumulação em ΩAV das sucessões (x[−n,−1])n e (y[0,n])n, respectivamente. Então vuw ∈
M (X ). Por hipótese, existe uma aresta p de G tal que µ̂(p) = vuw. Pela Proposição 5.10,
existe uma factorização p = p1p2p3 que é boa em G e tal que µ̂(p1) = v, µ̂(p2) = u e
µ̂(p3) = w. Pelo Lema 5.4, temos α(p2) =←−v .−→u = x e ω(p2) =←−u .−→w = y. Logo p2 = q, uma
vez que µ̂ é fiel. Portanto q ∈ G.

Seria interessante procurar saber se existe algum sistema simbólico X tal que ⌈Σ(X )⌉ 6=
lim
←−

Σ̂2n(X ), porque a sua existência resolveria o Problema 4.31. Um tal sistema simbólico
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seria assaz curioso, especialmente se estivermos a considerar pseudovariedades V tais que
V = A©m V = V ∗ D: como µ̂(Σ̂2n(X )) = M (X ), pela Proposição 5.24 teŕıamos então
pseudopalavras de M (X ) bastante“afastadas”de L(X ), no sentido em que não pertenceriam
a µ̂(⌈Σ(X )⌉β), para qualquer ordinal β.

Lema 5.25. Seja (f(k))k uma sucessão limitada de inteiros maiores do que um. Consi-
deremos uma sucessão (uk,1, uk,2, · · · , uk,f(k)−1, uk,f(k))k de tuplos de elementos de A+ tal
que

1. limk→+∞ min{|uk,i|i : 1 ≤ i ≤ f(k)} = +∞,

2. uk,iuk,i+1 ∈ L(X ), para qualquer i ∈ {1, . . . , f(k)− 1}.

Então os pontos de acumulação da sucessão (uk,1uk,2 · · · uk,f(k)−1uk,f(k))k pertencem ao con-

junto µ̂
(〈

Σ(X )+
〉)

.

Demonstração. Como (f(k))k é uma sucessão limitada, considerando subsucessões se neces-
sário podemos desde já supor que se trata de uma sucessão constante de valor n.

Seja wk =
∏n
i=1 uk,i. Seja w um ponto de acumulação da sucessão (wk)k. Considerando

subsucessões se necessário, podemos supor que limk→+∞wk = w.
Para cada i ∈ {1, . . . , n}, sejam pk,i, sk,i ∈ A

∗ tais que uk,i = pk,isk,i e ||pk,i| − |sk,i|| ≤ 1.
Seja (vk,j)j=1,...,2n a sequência de palavras dada por:

vk,2i−1 = pk,i, vk,2i = sk,i, i ∈ {1, . . . , n}.

Então wk =
∏2n
j=1 vk,j. Façamos vk,0 = vk,2n+1 = 1. Para cada j ∈ {1, . . . , 2n}, a palavra

vk,j−1vk,jvk,j+1 pertence a L(X ), pela Condição 2 do enunciado. Logo existem zk,j ∈ A
Z
−

e

tk,j ∈ A
Z

+
0 tais que a sequência zk,jvk,j−1.vk,jvk,j+1tk,j é um elemento de X , o qual denotamos

abreviadamente por xk,j. Seja qk,j a única aresta de Σ(X )+ que começa em xk,j e acaba em
σ|vk,j |(xk,j). Reparemos que µ̂(qk,j) = vk,j. Considerando uma subsucessão se necessário,
podemos supor que existe o seguinte limite:

lim
k→+∞

(qk,1, qk,2, . . . , qk,2n−1, qk,2n) = (q1, q2, . . . , q2n−1, q2n)

Então, para cada j ∈ {1, . . . , 2n − 1}, e uma vez que pela Condição 1 do enunciado se tem
lim

k→+∞
|vk,j| = lim

k→+∞
|vk,j+1| = +∞, verificam-se as seguintes igualdades:

ω(qj) = lim
k→+∞

ω(qk,j) =
←−−−
µ̂(qj).

−−−−→
µ̂(qj+1) = lim

k→+∞
α(xk,j+1) = α(qj+1).

Logo q = q1q2 · · · q2n−1q2n é uma aresta de
〈
Σ(X )+

〉
. Ora

µ̂(q) = µ̂(q1)µ̂(q2) · · · µ̂(q2n−1)µ̂(q2n) = lim
k→+∞

vk,1vk,2 · · · vk,2n−1vk,2n = w.

Vamos de seguida enunciar um resultado combinatório sobre semigrupos finitos que será
invocado na demonstração da proposição que se lhe segue. A demonstração deste resultado
é muito fácil, mas mesmo assim será explicitada, por falta de uma referência bibliográfica e
porque dele dependem resultados importantes desta monografia.
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Lema 5.26. Suponhamos que S é um semigrupo finito. Então para quaisquer elementos
s1 · · · sn de S existe um subconjunto {i1, . . . , ik} de {1, . . . , n} com no máximo |S| elementos
tal que s1 · · · sn = si1 · · · sik .

Demonstração. Vamos mostrar a proposição por indução sobre n. Se n ≤ |S| então nada há
a provar. Vamos efectuar o passo indutivo, supondo desde já que n > |S|. Então existem
inteiros p, q tais que 1 ≤ p < q ≤ n e s1 · · · sp = s1 · · · sq. Seja m = n−(q−p). Consideremos
o m-tuplo

(t1, . . . , tm) = (s1, . . . , sn) = (s1, . . . , sp, sq+1, . . . , sn).

Então

s1 · · · sn = s1 · · · sqsq+1 · · · sn = t1 · · · tm.

Basta-nos portanto aplicar a hipótese de indução ao m-tuplo (t1, . . . , tm).

Proposição 5.27. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V que contém L Sl.
Seja (f(n))n≥1 uma sucessão não limitada de inteiros positivos. Consideremos o conjunto

Lf (X ) =
⋃
n≥1{u ∈ L(X ) : |u| = f(n)}. Suponhamos que existem famı́lias de palavras

(pu)u∈Lf (X ), (zu)u∈Lf (X ) e (su)u∈Lf (X ) tais que:

1. u = puzusu para qualquer u ∈ Lf (X );

2. para quaisquer u, v ∈ Lf (X ), se |u| = |v| então zusv ∈ L(X );

3. lim
n→+∞

(
min

u∈Lf(n)(X )
|pu|
)

= lim
n→+∞

(
min

u∈Lf(n)(X )
|zu|
)

= lim
n→+∞

(
min

u∈Lf(n)(X )
|su|
)

= +∞.

Então M (X ) = µ̂(⌈Σ(X )⌉2).

Demonstração. Seja v ∈M (X ). Se v ∈ A+, então v ∈ L(X ) e portanto v ∈ µ̂(Σ(X )+).
Vamos supor que v /∈ A+. Seja (vn)n uma sucessão de elementos de A+ convergente

para v. Como M 3f(k)(X ) é uma vizinhança aberta de v, existe um inteiro Nk tal que

n ≥ Nk ⇒ (vn ∈M 3f(k)(X ) e |vn| ≥ 3f(k)).

Seja nk a sucessão de inteiros definida recursivamente do seguinte modo:

• n1 = N1;

• nk = max{nk−1 + 1, Nk} se k > 1.

Então (vnk
)k é uma subsucessão de (vn)n tal que vnk

∈ M 3f(k)(X ) e |vnk
| ≥ 3f(k), para

qualquer k. A palavra vnk
admite uma factorização da forma:

vnk
= vk,1vk,2 · · · vk,rk−1vk,rk , |vk,1| = |vk,2| = · · · = |vk,rk−1

| = f(k),

f(k) ≤ |vk,rk | < 2f(k), rk ≥ 3.

Então

vnk
= pvk,1

zvk,1
·

(
rk−2∏

i=1

svk,i
pvk,i+1

zvk,i+1

)
· svk,rk−1

vk,rk .
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Consideremos uma qualquer linguagem K de A+ que seja V-reconhećıvel. Então existe
um homomorfismo ϕ : A+ → S de A+ num semigrupo S de V tal que K = ϕ−1ϕ(K). Pelo
Lema 5.26 existe tk ≤ |S| e um subconjunto {i1, . . . , itk} de {1, . . . , rk − 2} tal que

ϕ(vnk
) = ϕ

(
pvk,1

zvk,1
·

(
tk∏

j=1

svk,ij
pvk,ij+1

zvk,ij+1

)
· svk,rk−1

vk,rk

)
. (5.7)

A igualdade (5.7) leva-nos a considerar o seguinte vector:

λk = (pvk,1
, zvk,1

, svk,i1
, pvk,i1+1

, zvk,i1+1
, svk,i2

, pvk,i2+1
, zvk,i2+1

, svk,i3
, . . .

. . . , svk,itk
, pvk,itk

+1
, zvk,itk

+1
, svk,rk−1

, vk,rk).

O número de coordenadas de λk é 3tk + 4 ≤ 3|S| + 4. O produto de quaisquer duas
coordenadas consecutivas de λk ou é um factor de uma palavra da forma vk,ivk,i+1 — que
pertence a L(X ) porque |vk,ivk,i+1| < 3f(k) e vnk

∈ M 3f(k)(X ) — ou é da forma zu1su2

com u1 e u2 palavras de Lf(k)(X ). Aplicando a Condição (2) do enunciado, conclúımos que
o produto de quaisquer duas coordenadas consecutivas de λk pertence a L(X ). Por outro
lado, como

lim
k→+∞

min{|vk,i| : 1 ≤ i ≤ rk} = lim
k→+∞

f(k) = +∞,

aplicando a Condição (3) do enunciado, deduzimos que

lim
k→+∞

min{|(λk)i| : 1 ≤ i ≤ 3tk + 4} = +∞.

Seja wk =
∏3tk+4
i=1 (λk)i. Então pelo Lema 5.25 existe um elemento w de µ̂

(〈
Σ(X )+

〉)
que

é o limite de uma subsucessão (wkl
)l de (wk)k. Seja ϕ̂ o único homomorfismo cont́ınuo de

ΩAV em S que estende ϕ. De (5.7) resulta que

ϕ̂(v) = lim
l→+∞

ϕ(vnkl
) = lim

i→+∞
ϕ(wkl

) = ϕ̂(w).

Logo

ϕ̂−1ϕ̂(v) ∩ µ̂
(〈

Σ(X )+
〉)
6= ∅. (5.8)

Como ϕ̂−1ϕ(K) é um aberto de ΩAV e A+ é denso em ΩAV, temos

ϕ̂−1ϕ(K) = ϕ̂−1ϕ(K) ∩A+ = ϕ−1ϕ(K) = K. (5.9)

Portanto, se K contém v então de (5.8) e (5.9) deduz-se o seguinte:

K ∩ µ̂
(〈

Σ(X )+
〉)
6= ∅. (5.10)

Ora de acordo com a Proposição 1.40 a topologia de ΩAV é gerada pelo fecho das linguagens

V-reconhećıveis, pelo que v ∈ µ̂

(〈
Σ(X )+

〉)
.

Corolário 5.28. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V que contém L Sl.
Seja X um sistema simbólico sófico apresentado por um grafo etiquetado G para o qual

existem um vértice i e um inteiro N tais que qualquer caminho de G de comprimento N
passa pelo vértice i. Então M (X ) = µ̂(⌈Σ(X )⌉2).
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Demonstração. Seja u um elemento de L(X ) de comprimento maior do que 4N . Suponhamos
que q é um caminho de G de etiqueta u. Então existem caminhos q1, q2, q3 e r tais que
q = q1q2rq3, |q1| = |q2| = |r| = N e |q3| > N . Por hipótese, existem caminhos r1 e r2
tais que ω(r1) = α(r2) = i e r = r1r2. Sejam pu, zu e su as etiquetas de q1, q2r1 e de
r2q3, respectivamente. Consideremos a função f(n) = n + 4N , n ≥ 1. Então as famı́lias de
palavras (pu)u∈Lf (X ), (zu)u∈Lf (X ) e (su)u∈Lf (X ) estão nas condições da Proposição (5.27)

Exemplo 5.29. Consideremos o sistema simbólico sófico Z apresentado pelo seguinte grafo
etiquetado G sobre o alfabeto A = {a, b}:

1 2a

b

b

O sistema simbólico Z é o que surge no Exemplo 3.26. Qualquer caminho de G de compri-
mento 2 passa pelo vértice 1. Logo M (Z) = µ̂(⌈Σ(Z)⌉2), pelo Corolário 5.28.

Consideremos uma pseudovariedade V que contém L Sl e o semigrupo sintáctico de L(Z).
Então, conforme vimos no Exemplo 3.26, o conjunto L(Z) está estritamente contido em
M (Z). Ora µ̂(Σ(Z)+) = L(Z), pelo Lema 5.5. Portanto o conjunto ⌈Σ(Z)⌉1 = Σ(Z)+ está
estritamente contido em ⌈Σ(Z)⌉2.

Resta-nos averiguar a relação entre
〈
Σ(Z)+

〉
e ⌈Σ(Z)⌉2.

Vamos adicionalmente supor que V = A©m V. Consideremos a pseudopalavra w =

a(bω+1a)ω. Suponhamos por redução ao absurdo que w pertence a µ̂

(〈
Σ(Z)+

〉)
. Para cada

inteiro positivo j, consideremos a linguagem racional Kj = A∗a((b2)+ba)jA∗. Facilmente se
mostra por indução que

Kj ∩ L(Z)j = ∅, ∀j ≥ 1. (5.11)

As linguagens A∗, {a}, {b} e L(Z) são V-reconhećıveis. O semigrupo sintáctico de (b2)+ é um
subsemigrupo do semigrupo sintáctico de L(Z), pelo que (b2)+ também é V-reconhećıvel. Ora
V = A©m V, ou seja, a variedade de linguagens definida por V é fechada para a concatenação.
Portanto as linguagens Kn e L(Z)n também são V-reconhećıveis, pelo que Kn e L(Z)n são

abertos. Existe um inteiro n tal que w ∈
(
L(Z)

)n
= L(Z)n. Por outro lado w ∈ Kn. Logo

Kn∩L(Z)n é um aberto não vazio, e como A+ é denso em ΩAV, a intersecção Kn∩L(Z)n∩A+

é não vazia. Mas Kn ∩ L(Z)n ∩ A+ = Kn ∩ L(Z)n, o que conduz a uma contradição com

(5.11). A contradição surgiu de supormos que w ∈ µ̂

(〈
Σ(Z)+

〉)
. Ora w ∈M (Z), pelo que

µ̂

(〈
Σ(Z)+

〉)
está estritamente contido em M (Z), e

〈
Σ(Z)+

〉
está estritamente contido

em ⌈Σ(Z)⌉2.

Se também tivermos V = V∗D então ⌈Σ(Z)⌉2 = Σ̂(Z) = lim←− Σ̂2n(Z), pela Proposição 5.24.
Em resumo,

Σ(Z)+ $
〈
Σ(Z)+

〉
$ ⌈Σ(Z)⌉2 = Σ̂(Z) = lim←− Σ̂2n(Z).

Portanto o(Σ(Z)) = 2.

Corolário 5.30. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V que contém L Sl.
Seja X um sistema simbólico tal que para cada inteiro positivo n existe uma palavra de

comprimento n uniformemente recorrente em L(X ). Então M (X ) = µ̂(⌈Σ(X )⌉2).
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Demonstração. Para cada inteiro positivo n seja wn uma palavra de comprimento n uni-
formemente recorrente em L(X ). Seja g(n) um inteiro tal que toda a palavra de L(X ) de
comprimento g(n) tem wn como factor. Consideremos a sucessão (f(n))n definida recursi-
vamente do seguinte modo:

• f(1) = 2 + g(1);

• f(n) = max{f(n− 1) + 1, 2n + g(n)} se n > 1.

Note-se que (f(n))n é estritamente crescente. Para cada u ∈ Lf(n)(X ) existem palavras
u1, u2, u3 tais que u = u1u2u3, |u1| = |u3| = n e |u2| ≥ g(n). Então wn é um factor de u2,
pelo que u = puwnsu para algumas palavras pu e su de comprimento maior ou igual a n.
Fazendo zu = wn, as famı́lias de palavras (pu)u∈Lf (X ), (zu)u∈Lf (X ) e (su)u∈Lf (X ) satisfazem
as condições da Proposição 5.27.

O próximo teorema foi demonstrado por Almeida [Alm05a, Teorema 2.6], de forma subs-
tancialmente diferente.

Teorema 5.31. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V que contém L Sl.
Suponhamos que X é um sistema simbólico minimal. Então J(X ) = M (X ) \ A+.

Demonstração. Como L(X ) \A+ ⊆ J(X ), temos J(X ) ⊆M (X ) \ A+.
Sejam u e v elementos de J(X ) tais que uv ∈M (X ). Sejam s um ponto de acumulação

da sucessão (tn(u))n, e p um ponto de acumulação da sucessão (in(v))n. Então u = u′s e
v = pv′, para algumas pseudopalavras u′ e v′. Note-se também que sp ∈ L(X ). Como as
pseudopalavras s e p são infinitas, existem factorizações s = s1es2 e p = p1fp2 tais que e
e f são idempotentes, pela Proposição 1.41. Consideremos as pseudopalavras x = u′s1e,
y = es2p1f e z = fp2v

′′. Os elementos do conjunto W = {e, f, x, y, z} são factores infinitos
de elementos de J(X ), pelo que W ⊆ J(X ), pela maximalidade de J(X ) demonstrada no
Teorema 3.24. Como x = xe, y = ey e ΩAV é estável, temos x L e e y R e. Então xy ∈ J(X ),
pela Proposição 1.17. Do mesmo modo, como xy = xyf e z = fz, temos xyz ∈ J(X ). Ora
xyz = uv. Portanto,

(u, v ∈ J(X ) e uv ∈M (X ))⇒ uv ∈ J(X ). (5.12)

Suponhamos agora que u ∈ L(X ), v ∈ J(X ) e uv ∈M (X ) (o caso em que vu ∈M (X ) é
análogo). Como J(X ) é regular, existe um idempotente e tal que v = ev. Seja w um ponto de
acumulação da sucessão (u in(e))n. Então w ∈ L(X ) \A+, donde w ∈ J(X ); por outro lado,
uv = uev = wsv para algum sufixo s de e. A pseudopalavra sv é um factor infinito de v,
pelo que pertence a J(X ), pela maximalidade de J(X ). Logo wsv = uv ∈ J(X ), por (5.12).
Fica assim provada a seguinte condição:

(u, v ∈ L(X ) ∪ J(X ) e uv ∈M (X ))⇒ uv ∈ L(X ) ∪ J(X ). (5.13)

Sejam q1, . . . , qn arestas consecutivas de Σ(X )+. Vamos mostrar por indução sobre n

que µ̂(q1 · · · qn) ∈ L(X ) ∪ J(X ). Pelo Lema 5.5 temos µ̂
(
Σ(X )+

)
= L(X ). Ora L(X ) ⊆

L(X ) ∪ J(X ), o que mostra o passo inicial. Suponhamos que n > 1 e que µ̂(q1 · · · qn−1) ∈
L(X ) ∪ J(X ). Como µ̂(qn) ∈ L(X ) ∪ J(X ) e, pela Proposição 5.6, µ̂(q1 · · · qn−1qn) ∈M (X ),
de (5.13) deduzimos que µ̂(q1 · · · qn−1qn) ∈ L(X ) ∪ J(X ). Ou seja,

µ̂

(〈
Σ(X )+

〉)
⊆ L(X ) ∪ J(X ).
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Como µ̂ é cont́ınua, J(X ) é fechado e L(X ) ⊆ L(X ) ∪ J(X ), segue-se então que

µ̂

(〈
Σ(X )+

〉)
⊆ L(X ) ∪ J(X ).

Logo M (X ) \ A+ = J(X ), pelo Corolário 5.30.

Corolário 5.32. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V = A©m V.
Se X é um sistema simbólico minimal então M (X ) = L(X ).

Demonstração. Já sabemos que L(X ) ⊆M (X ). Temos L(X )∩J(X ) 6= ∅. O conjunto L(X )
é factorial, pela Proposição 3.6. Logo J(X ) ⊆ L(X ). Basta agora aplicar o Teorema 5.31 e
a igualdade M (X ) ∩A+ = L(X ).

Corolário 5.33. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V = A©m V =

V ∗ D. Se X é um sistema simbólico minimal então lim←− Σ̂2n(X ) = Σ̂(X ) = Σ(X )+.

Demonstração. O resultado decorre imediatamente do Corolário 5.32, do Lema 5.5 e da
Proposição 5.24.

Os dois corolários precedentes exibem duas propriedades dos sistemas simbólicos minimais
que são comuns aos sistemas simbólicos de tipo finito (cf. Proposição 5.1). Contudo, é
interessante observar que não é posśıvel demonstrar o Corolário 5.33 do mesmo modo como
foi demonstrada a Proposição 5.1, isto é, não é posśıvel aplicar a Proposição 1.8. Vejamos
porquê. Suponhamos que existe um inteiro positivo n tal que π̂n(Σ̂(X )) = Σ̂2n(X ). Então

L(X ) = µ̂
(
π̂n(Σ̂(X ))

)
= µ̂

(
Σ̂2n(X )

)
= M 2n+1(X ).

Ou seja, L(X ) = M 2n+1(X )∩A+, pelo que X é de tipo finito. Ora se |A| > 1 então existem
apenas ℵ0 sistemas simbólicos de AZ de tipo finito, existindo por outro lado 2ℵ0 sistemas
simbólicos minimais de AZ.

5.5 Semigrupos locais

Vamos agora concentrar a nossa atenção nos semigrupos locais de Σ̂(X ), em especial quando
X é minimal.

Proposição 5.34. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V = A©m V =
V ∗ D. Para todo o idempotente e de L(X ), existe uma aresta idempotente ε : ←→e → ←→e

pertencente a Σ(X )+ tal que µ̂(ε) = e.

Demonstração. Como e = e4, pelo Corolário 5.12 existe uma aresta com a seguinte factori-

zação boa em Σ(X )+:

←→e ←→e ←→e
e ε1|e ε2|e e

Ora ε1, ε2 e ε1ε2 são arestas co-terminais com a etiqueta e. Como µ̂ é fiel, elas são todas
iguais, pelo que ε1 = ε21.

Proposição 5.35. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V = A©m V =
V ∗ D. Se X é um sistema simbólico irredut́ıvel então para todo o elemento x de X existem

um idempotente e ∈ J(X ) e uma aresta idempotente ε : x→ x de Σ(X )+ tais que µ̂(ε) = e.

135



Demonstração. Sejam p e s pontos de acumulação em ΩAV das sucessões (x[0,n−1])n e

(x[−n,−1])n. Então sp é um ponto de acumulação da sucessão (x[−n,n−1])n e p, s, sp ∈ L(X ).
Consideremos um elemento z de J(X ). Pela Proposição 3.21, o conjunto J(X ) é uma J -
classe contida em L(X ). Pelo Lema 3.19 existem γ, ξ ∈ ΩAV tais que zγspξz ∈ L(X ).
As pseudopalavras zγs e pξz também pertencem a L(X ), já que L(X ) é factorial, graças
à Proposição 3.6. Pela minimalidade de J(X ) as pseudopalavras (zγs)(pξz), zγs e pξz
pertencem à J -classe J(X ), uma vez que z é factor de todas elas. Como ΩAV é estável,
temos (zγs)(pξz) ∈ [zγs]R ∩ [pξz]L. Então, pela Proposição 1.17 existe um idempotente e

em [pξz]R ∩ [zγs]L. Note-se então que −→p =
−→
pξz = −→e e que ←−s = ←−zγs = ←−e . Logo ←→e = x.

Pela Proposição 5.34, existe uma aresta idempotente ε : x→ x pertencente a Σ(X )+ tal que
µ̂(ε) = e.

Suponhamos que X é um sistema simbólico irredut́ıvel. Seja x ∈ X . Pela Proposição 5.35
existe o semigrupo local Sx de Σ̂(X ) em x. Consideremos o seguinte conjunto:

S̃x = {s ∈ Σ(X )+ ∩ Sx | ∃ε, φ ∈ Sx : ε2 = ε, φ2 = φ, s = εsφ}.

A Proposição 5.35 garante-nos que S̃x é um conjunto não vazio. Nos próximos quatro lemas
continuamos a supor que X é irredut́ıvel, que x ∈ X , e que V = A©m V = V ∗D.

Lema 5.36. Seja s ∈ S̃x. Se s = pq e p, q ∈ Sx então p, q ∈ Σ(X )+.

Demonstração. Sejam ε e φ arestas idempotentes de Sx tais que s = εsφ. Sejam̟, ̺, e e f as
etiquetas de p, q, ε e φ, respectivamente. Então µ̂(s) = e̟̺f , e µ̂(s) ∈ L(X ) pelo Lema 5.5.
Aplicando o Corolário 5.12 conclúımos que existe uma aresta com uma factorização boa em
Σ(X )+ segundo o seguinte esquema:

←−e .
−−→
̟̺f ←−e̟.

−→
̺f ←−−e̟̺.

−→
f

e p′|̟ q′|̺ f

Como e, ̟̺f , e̟, ̺f , e̟̺ e f são etiquetas de elementos de Sx, pelo Lema 5.4 temos
p′, q′ ∈ Sx. Logo p = p′ e q = q′, uma vez que µ̂ é fiel. Portanto p, q ∈ Σ(X )+.

Lema 5.37. O conjunto S̃x é uma união de J -classes de Sx.

Demonstração. Suponhamos que s ∈ S̃x. Sejam ε e φ idempotentes de Sx tais que s =
εsφ. Seja t um elemento de Sx que é J -equivalente a s. Então t também é limitado por
idempotentes ε0 e φ0 de Sx e existem elementos u e v de Sx para os quais s = utv. Pelo
Lema 5.36 temos tv ∈ Σ(X )+. Ora tv é limitado pelos idempotentes ε0 e φ de Sx, pelo que

tv ∈ S̃x. Novamente pelo Lema 5.36, conclúımos que t ∈ Σ(X )+. Portanto t ∈ S̃x, pois t é
limitado por idempotentes de Sx.

Lema 5.38. Existe uma J -classe mı́nima J(x) em S̃x. A J -classe J(x) é regular.

Demonstração. O conjunto S̃x é um fechado de Sx. Pelo Lema 3.11, existem J -classes de
Sx que são J -minimais entre as que estão contidas em S̃x. Sejam ζ1 e ζ2 elementos de tais
J -classes minimais. Existem idempotentes εi, φi ∈ Sx tais que ζi = εiζiφi. Sejam ei, fi
e zi as etiquetas de εi, φi e ζi, respectivamente. Uma vez que zi ∈ L(X ), pelo Lema 3.19
existe w ∈ ΩAV tal que z1wz2 ∈ L(X ). Tendo em atenção que zi = eizi = zifi, aplicando
o Corolário 5.12 deduzimos que existe uma aresta com uma factorização boa em Σ(X )+

segundo o seguinte esquema:

136



x x x x
e1 ζ ′1|z1 q|f1we2 ζ ′2|z2 f2

Como µ̂ é fiel, temos ζi = ζ ′i. Logo ζ1qζ2 ∈ Σ(X )+ ∩ Sx. Ora ζ1qζ2 = ε1ζ1qζ2φ2, pelo que

ζ1qζ2 ∈ S̃x. Pelas hipóteses de minimalidade sobre ζ1 e ζ2, o elemento ζ1qζ2 é J -equivalente
a ζ1 e a ζ2. Logo S̃x possui uma única J -classe minimal J(x). Como ζ1qζ2 e ζ2 são J -
equivalentes, também temos qζ2 ∈ J(x). Logo ζ1qζ2 é o produto de dois elementos de J(x),
e portanto J(x) é regular, pelo Corolário 1.20.

Lema 5.39. O conjunto µ̂(J(x)) está contido em J(X ).

Demonstração. Pela Proposição 5.35 existe um idempotente ε em S̃x tal que µ̂(ε) ∈ J(X ).
Seja ζ um elemento de J(x). Então ζ ≤J ε, pelo que µ̂(ζ) ≤J µ̂(ε). Como ζ ∈ Σ(X )+,
temos µ̂(ζ) ∈ L(X ). Logo µ̂(ζ) ∈ J(X ), pela minimalidade de µ̂(ε). A função µ̂ preserva a
J -ordem (pois é um homomorfismo), pelo que µ̂(J(x)) ⊆ J(X ).

Teorema 5.40. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V = A©m V =
V ∗ D. Seja X um sistema simbólico irredut́ıvel. Para qualquer x ∈ X , se H é um subgrupo
maximal de J(x), então µ̂(H) é um subgrupo maximal de J(X ) e a restrição de µ̂ a H é um
isomorfismo de grupos compactos entre H e µ̂(H).

Demonstração. Já sabemos pelo Lema 5.39 que o conjunto µ̂(H) está contido em J(X ).
Como µ̂ é um homomorfismo cont́ınuo, µ̂(H) é um subgrupo fechado de algum subgrupo
maximal K de J(X ). Como µ̂ é fiel, a restrição µ̂|H : H → K é um homomorfismo cont́ınuo
injectivo de grupos compactos. Resta-nos mostrar que µ̂(H) = K. Suponhamos que w ∈ K.
Seja ε o elemento neutro de H. Então e = µ̂(ε) é o elemento neutro de K, donde w =

e2we2. Pelo Corolário 5.12 existe uma aresta com uma factorização boa em Σ(X )+ segundo
o seguinte esquema:

x x x xe ε1|e s|w ε2|e e

Como µ̂ é fiel, temos ε = ε1 = ε2. Seja t = εsε. Então t ∈ S̃x. Como t ≤J ε e ε ∈ J(x),
temos t ∈ J(x). Uma vez que Sx é um semigrupo estável, t e ε são H-equivalentes, ou seja,
t ∈ H. Como µ̂(t) = µ̂(ε)µ̂(s)µ̂(ε) = ewe = w, isto mostra que µ̂(H) = K.

Deste modo obtivemos uma demonstração alternativa do Corolário 3.42, para o caso das
pseudovariedades V tais que V = A©m V = V ∗ D.

Proposição 5.41. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V = A©m V.
Se X é um sistema simbólico irredut́ıvel então Σ(X )+ \ Σ(X )+ é fortemente conexo.

Demonstração. Sejam x e y dois quaisquer elementos de X . Pela Proposição 5.35, existem
em Σ(X )+ arestas idempotentes ε : x → x e φ : y → y. Sejam e e f as suas respectivas
etiquetas. Como µ̂(Σ(X )+) = L(X ), pelo Lema 3.19 existe u ∈ ΩAV tal que euf ∈ L(X ).
Logo existe q ∈ Σ(X )+ tal que µ̂(q) = euf = e2uf2. Pelo Corolário 5.12 existe uma
factorização q = q1q2q3 boa em Σ(X )+ tal que µ̂(q2) = euf , e q2 ∈ Σ(X )+(x, y). Como
µ̂(q2) /∈ A

+, temos q2 ∈ Σ(X )+ \ Σ(X )+.

O rećıproco da Proposição 5.41 é falso. O sistema simbólico do enunciado da Proposi-
ção 4.5. é disso um exemplo, como se depreende da respectiva demonstração.

Proposição 5.42. Suponhamos que X é um sistema simbólico minimal. Sejam u, v ∈ J(X ).
Então u R v se e só se −→u = −→v . Dualmente, u L v se e só se ←−u =←−v .
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Demonstração. Suponhamos que −→u = −→v . Seja e um ponto de acumulação da sucessão
(in(u))n. Por hipótese in(u) = in(v), para qualquer n. Logo e é um prefixo comum de u
e de v. Pela maximalidade da J -classe J(X ) e pela estabilidade de ΩAV, conclúımos que
e, u, v são R-equivalentes.

Corolário 5.43. Suponhamos que X é um sistema simbólico minimal. Sejam u, v ∈ J(X ).
Então u H v se e só se ←→u =←→v .

Um semigrupóide C diz-se uma categoria se para qualquer vértice x de C existe uma
aresta 1x tal que 1xs = s e t1x = t, para quaisquer arestas s e t de C tais que α(s) = x
e ω(t) = x. Podemos dizer que as categorias estão para os semigrupóides tal como os
monóides estão para os semigrupos: veja-se [AW98] para uma apreciação deste paralelismo.
Um grupóide é uma categoria G onde para qualquer aresta s : x → y existe uma aresta
s′ : y → x tal que ss′ = 1x e s′s = 1y. Reparemos que os semigrupos locais de um grupóide
são grupos.

O grafo Σ̂(X ) \Σ(X )+ será abreviadamente denotado por Σ̂∞(X ). Note-se que Σ̂∞(X ) é
um subgrafo fechado de Σ̂(X ).

Teorema 5.44. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V = A©m V =
V∗D. Se X é um sistema simbólico minimal então Σ̂∞(X ) é um grupóide compacto conexo1.

Demonstração. Já sabemos pela Proposição 5.41 que Σ̂∞(X ) é fortemente conexo. Para
cada x ∈ X , consideremos um idempotente εx pertencente a J(x).

Seja q : x→ y uma aresta de Σ̂∞(X ). Então

−−−−→
µ̂(εxq) = x[0,+∞[ =

−−→
µ̂(q),

e portanto µ̂(εxq) é R-equivalente a µ̂(q), pela Proposição 5.42. Logo µ̂(q) = µ̂(εxq)w para
algum w ∈ (ΩAV)1. Portanto

µ̂(εxq) = µ̂(εx)µ̂(q) = µ̂(εx)µ̂(εxq)w = µ̂(ε2xq)w = µ̂(εxq)w = µ̂(q).

Logo εxq = q, uma vez que µ̂ é fiel. Analogamente, qεy = q. Isto mostra que Σ̂∞(X ) é uma
categoria.

Pela Proposição 1.19, existe v ∈ [µ̂(εx)]L∩ [µ̂(εy)]R tal que vµ̂(q) = µ̂(εy) e µ̂(q)v = µ̂(εx).
Note-se que v = µ̂(εy)vµ̂(εx). Então pelo Corolário 5.12 existe uma aresta p com uma

factorização boa em Σ(X )+ segundo o seguinte esquema:

y x
µ̂(εy) p1|µ̂(εy) p2|v p3|µ̂(εx) µ̂(εx)

Seja r = p1p2p3. Então µ̂(r) = v, e portanto µ̂(qr) = µ̂(εx) e µ̂(rq) = µ̂(εy). Como µ̂ é fiel,
deduzimos finalmente que qr = εx e que rq = εy.

Note-se que nas condições do Teorema 5.44 o grupo local de Σ̂∞(X ) é isomorfo (no sentido
algébrico-topológico) ao grupo de Schützenberger de J(X ), de acordo com o Teorema 5.40.
É um facto bem conhecido que num grupóide conexo todos os grupos locais são isomorfos, e
que a classe de isomorfismo de um grupóide fica completamente determinada pela classe de
isomorfismo dos seus grupos locais e pelo número de vértices [Mac71]. Analogamente, num

1Note-se que um grupóide é conexo se e só se é fortemente conexo.
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grupóide compacto conexo todos os grupos locais são isomorfos, e a classe de isomorfismo de
um grupóide (no sentido algébrico-topológico) fica completamente determinada pela classe de
isomorfismo dos seus grupos locais e pela topologia do espaço dos vértices. Qualquer espaço
métrico compacto totalmente desconexo sem pontos isolados é homeomorfo ao conjunto de
Cantor [Wil70, Corolário 30.4]; em particular, qualquer sistema simbólico minimal infinito
é homemorfo ao conjunto de Cantor. Logo se X é um sistema simbólico minimal então
o cardinal de X e o grupo de Schützenberger de J(X ) formam um invariante algébrico-
-topológico completo de Σ̂∞(X ).
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Parte III

O semigrupo sintáctico da

linguagem de um sistema simbólico
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Caṕıtulo 6

Um invariante associado à

relação J

Este caṕıtulo é uma recapitulação de uma parte do artigo [Cos06], com algum reforço nos
resultados. Vamos deduzir um invariante relacionado com a J -ordem no semigrupo sintáctico
de um sistema simbólico. Em [Cos06] essa dedução foi feita apenas para sistemas sóficos.

Conforme já observamos na Subsecção 2.2.2, na página 61, o semigrupo sintáctico SA+(AZ)
é trivial, enquanto que se A $ B então SB+(AZ) é o monóide U = {0, 1}; e se X não é um
sistema simbólico pleno então SA+(X ) = SB+(X ) para quaisquer alfabetos A e B tais que
X ⊆ AZ e X ⊆ BZ. Logo nesse caso não há qualquer ambiguidade na notação S(X ) e a
definição de semigrupo sintáctico de X não depende do alfabeto. Uma vez que ser-nos-á em
vários momentos conveniente que para qualquer sistema simbólico X o conjunto S(X ) \ {0}
seja diferente do vazio, vamos adoptar neste caṕıtulo a convenção segundo a qual sempre
que temos um sistema simbólico pleno X de AZ então está-se implicitamente a assumir que
X $ AZ. Deste modo também não haverá qualquer ambiguidade na utilização da notação
S(X ) no lugar de SA+(X ) mesmo quando o sistema simbólico é pleno.

6.1 Ordem sintáctica no semigrupo livre e no semigrupo pro-

finito livre

Um semigrupo ordenado é um semigrupo S munido de uma ordem parcial (usualmente
denotada por ≤) que é uma congruência sobre S. Os homomorfismos entre semigrupos
ordenados são os homomorfismos de semigrupos que respeitam a ordem. Um homomorfismo
de semigrupos ordenados ϕ : S → T diz-se fiel se s ≤ t⇔ ϕ(s) ≤ ϕ(t).

Consideremos um semigrupo T e um subconjunto K de T . O semigrupo sintáctico
ordenado de K em T é o semigrupo sintáctico ST (K) munido da seguinte ordem (dita
ordem sintáctica):

δK,T (u) ≤ δK,T (v)⇔ CK,T (v) ⊆ CK,T (u).

Observemos que se K é um subconjunto factorial de T então o zero de ST (K) é máximo
em ST (K), pela Proposição 2.15. Denotamos por U − o semigrupo U = {0, 1} munido da
ordem 1 ≤ 0. De acordo com a convenção adoptada no ińıcio deste caṕıtulo segundo a qual
se X é um sistema simbólico de AZ que é pleno então X $ AZ, o semigrupo ordenado U −

é o semigrupo sintáctico ordenado de um sistema simbólico pleno.
Nesta monografia estamos fundamentalmente interessados em semigrupos sintácticos or-
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denados da forma SA+(L) e SΩAS
(K). Por essa razão, tornam-se convenientes algumas

simplificações de notação. Assim, no lugar de SA+(L), CL,A+(u) e δL,A+(u) temos respecti-
vamente S(L), CL(v) e δL(u); e no lugar de SΩAS

(K), CK,ΩAS
(u) e δK,ΩAS

(u) temos respec-

tivamente S(K), CK(u) e ∆K(u). Algumas desta simplificações já haviam sido introduzidas
na página 34.

O lema seguinte e o subsequente corolário estabelecem uma relação entre S(L) e S(L),
onde L é uma linguagem de A+.

Lema 6.1. Sejam L uma linguagem de A+ e u ∈ A+. Então CL(u) ∩ A∗ × A∗ = CL(u) e
CL(u) = CL(u).

Demonstração. A primeira igualdade do enunciado resulta do facto de que os elementos de
A∗ ×A∗ são pontos isolados de (ΩAS)1 × (ΩAS)1.

Suponhamos que (x, y) ∈ CL(u). Consideremos uma sucessão (xn, yn)n de elementos
de CL(u) convergente para (x, y). Então xnuyn ∈ L, para qualquer n. Logo xuy ∈ L,
ou seja, (x, y) ∈ CL(u). Reciprocamente, suponhamos que (x, y) ∈ CL(u). Então existe
uma sucessão (wn)n de elementos de L convergente para xuy. Pelo Lema 3.5 existem uma
subsucessão (wnk

)k e sucessões (xk)k, (yk)k tais que wnk
= xkuyk para todo k, limxk = x e

lim yk = y. Como (xk, yk) ∈ CL(u) para todo k, conclúımos que (x, y) ∈ CL(u). Portanto
CL(u) = CL(u).

Corolário 6.2. Seja L uma linguagem de A+. Então a função

ΥL : S(L) → S(L)
δL(u) 7→ ∆L(u), u ∈ A+

está bem definida e é um homomorfismo fiel de semigrupos ordenados.

Se L é uma linguagem racional de A+ então podemos considerar o único homomorfismo
cont́ınuo δ̂L : ΩAS → S(L) que estende δL. Surge naturalmente a questão de saber como
se comportam comparativamente δL e ∆L. A próxima proposição dá uma resposta a essa
questão.

Proposição 6.3. Sejam u e v elementos de ΩAS. Se L é uma linguagem racional de A+

então δ̂L(v) ≤ δ̂L(u) se e só se ∆L(v) ≤ ∆L(u).

Demonstração. Sejam (un)n e (vn)n sucessões de elementos de A+ convergentes para u e v
respectivamente. Como S(L) é finito, existe um inteiro p tal que se n ≥ p então δL(un) =
δ̂L(u) e δL(vn) = δ̂L(v). Temos a seguinte equivalência:

δ̂L(v) �L δ̂L(u)⇔
[
∃k : ∀n ≥ k, δL(vn) �L δL(un)

]
.

Queremos portanto mostrar a equivalência da condição

∃k : ∀n ≥ k,∃xn, yn ∈ A
∗ : xnunyn ∈ L ∧ xnvnyn /∈ L (6.1)

com a condição
∃x, y ∈ (ΩAS)1 : xuy ∈ L ∧ xvy /∈ L. (6.2)

Suponhamos que se verifica a condição (6.1), ou seja, que existem sucessões (xn)n≥k e
(yn)n≥k de elementos de A∗ tais que xnunyn ∈ L e xnvnyn /∈ L. Como (ΩAS)1 é compacto, as
sucessões (xn)n≥k e (yn)n≥k têm subsucessões convergentes para elementos x e y de (ΩAS)1,
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respectivamente. É claro que xuy ∈ L. Suponhamos que xvy ∈ L. Como L é uma linguagem
racional, o conjunto L é um aberto de ΩAS, pela Proposição 1.40. Logo existe n tal que
xnvnvn ∈ L. Uma vez que os elementos de A+ são pontos isolados, deduzimos que xnvnvn ∈
L, o que é contraditório. Logo xvy /∈ L, e portanto (6.1) implica (6.2).

Reciprocamente, suponhamos que existem elementos x e y de (ΩAS)1 tais que xuy ∈ L
e xvy /∈ L. Sejam (xn)n e (yn)n sucessões de elementos de A∗ convergentes para x e y,
respectivamente. É claro que existe k1 tal que se n ≥ k1 então xnvnyn /∈ L. Por outro lado,
como L é aberto e L ∩ A+ = L, existe k2 tal que se n ≥ k2 então xnunyn ∈ L. Tomando
k = max{k1, k2} obtemos (6.1).

Corolário 6.4. Se L é uma linguagem racional de A+ então S(L) e S(L) são isomorfos.

Demonstração. Dado w ∈ ΩAS, existe u ∈ A+ tal que δ̂L(w) = δ̂L(u). Logo ∆L(w) = ∆L(u),
pela Proposição 6.3. Portanto S(L) e S(L) são isomorfos pelo Corolário 6.2.

Recordemos uma convenção que já estabelecemos no Caṕıtulo 2: dado um operador O

definido na classe das linguagens, se X é um sistema simbólico então a expressão O(L(X ))
é simplificada pela notação O(X ). Por exemplo, ∆X é uma simplificação de ∆L(X ).

Observação 6.5. Existem sistemas simbólicos X tais que S(X ) e S(X ) não são isomorfos.

Justificação. Se X é um sistema simbólico de AZ então L(X ) é um subconjunto factorial de
ΩAS pela Proposição 3.6. Pela Proposição 2.15 os semigrupos S(X ) e S(X ) possuem um
zero e

δ−1
X
(
S(X ) \ {0}

)
= L(X ), ∆−1

X
(
S(X ) \ {0}

)
= L(X ).

O conjunto L(X ) possui idempotentes (Lema 3.17), logo S(X ) tem idempotentes distintos do
zero. Se S(X )\{0} tem algum idempotente então existe u ∈ A+ tal que δX (un) = δX (un) 6= 0
para qualquer n ≥ 1. Logo un ∈ L(X ) para qualquer n ≥ 1, donde u∞ ∈ X . Tal implica que
X não seja um sistema simbólico minimal com um número finito de elementos. Portanto se
X é um sistema simbólico minimal infinito então S(X ) e S(X ) não são isomorfos porque não
têm o mesmo número de idempotentes (o zero é o único idempotente de S(X )).

6.2 Efeito de uma conjugação no contexto

Dados u ∈ A+, r, v, s ∈ A∗, se u = rvs e |r| = k − 1, |rv| = l então designamos v através de
qualquer de uma das seguintes notações: u[k,l], u]k−1,l], u[k,l+1[.

De acordo com as convenções habituais, dada uma ordem parcial ≤, denotamos por ≥ a
ordem oposta definida por u ≥ v se e só se v ≤ u.

Proposição 6.6. Seja G : X ⊆ AZ → Y ⊆ BZ uma conjugação entre sistemas simbólicos.
Sejam g : A2k+1 → B e h : B2l+1 → A duas funções tais que G = g[−k,k] e G−1 =
h[−l,l]. Sejam u, v ∈ ΩAS. Consideremos elementos e e f de ΩAS \ A<4k+2l tais que euf ∈
M 2k+2l+1(X ). Se ∆X (u) ≥ ∆X (v) então ∆Y ḡ(euf) ≥ ∆Y ḡ(evf).

Demonstração. Suponhamos que (x, y) ∈ CY(ḡ(euf)). Pelo Lema 3.9 existem palavras r e
s de comprimento k + l tais que rxḡ(euf)ys ∈ L(Y). Sejam p = i4k+2l(e) e q = t4k+2l(f), e
sejam ε, φ ∈ (ΩAS)1 tais que e = pε e f = φq. Então

rxḡ(euf)ys = rxḡ(pεuφq)ys

= rxḡ(p[1,4k]) · ḡ(p]2k,4k+2l]εuφq[1,2k+2l]) · ḡ(q]2l,4k+2l])ys.
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Como as palavras ḡ(p]2k,4k+2l]) e ḡ(q[1,2k+2l]) tem comprimento 2l, temos então

h̄
[
rxḡ(euf)ys

]
= h̄

[
rxḡ(p[1,4k])ḡ(p]2k,4k+2l])

]
· h̄ḡ(p]2k,4k+2l]εuφq[1,2k+2l])·

· h̄
[
ḡ(q[1,2k+2l])ḡ(q]2l,4k+2l])ys

]

= h̄
[
rxḡ(p[1,4k+2l])

]
· h̄ḡ(p]2k,4k+2l]εuφq[1,2k+2l]) · h̄

[
ḡ(q[1,4k+2l])ys

]
.

Por hipótese, p]2k,4k+2l]εuφq[1,2k+2l] ∈ M 2k+2l+1(X ). Logo deduzimos a seguinte igualdade
do Corolário 3.32:

h̄
[
rxḡ(euf)ys

]
= h̄

[
rxḡ(p[1,4k+2l])

]
· p]3k+l,4k+2l]ε · u · φq[1,k+l] · h̄

[
ḡ(q[1,4k+2l])ys

]
. (6.3)

Seja z a pseudopalavra

h̄
[
rxḡ(p[1,4k+2l])

]
· p]3k+l,4k+2l]ε · v · φq[1,k+l] · h̄

[
ḡ(q[1,4k+2l])ys

]
.

Como rxḡ(euf)ys ∈ L(Y), temos h̄
[
rxḡ(euf)ys

]
∈ L(X ), pelo Lema 3.29. Logo, como

∆X (u) ≥ ∆X (v), de (6.3) deduzimos que z ∈ L(X ), pelo que ḡ(z) ∈ L(Y). Novamente pelo
Corolário 3.32,

h̄ḡ(p[1,4k+2l]) = p]k+l,3k+l], h̄ḡ(q[1,4k+2l]) = q]k+l,3k+l].

Logo o sufixo de comprimento 2k de h̄
[
rxḡ(p[1,4k+2l])

]
é p]k+l,3k+l], e o prefixo de comprimento

2k de h̄
[
ḡ(q[1,4k+2l])ys

]
é q]k+l,3k+l]. Portanto,

ḡ(z) = ḡh̄
[
rxḡ(p[1,4k+2l])

]
· ḡ(p]k+l,4k+2l]εvφq[1,3k+l]) · ḡh̄

[
ḡ(q[1,4k+2l])ys

]
. (6.4)

As pseudopalavras rxḡ(p[1,4k+2l]) e ḡ(q[1,4k+2l])ys são elementos de L(X ), pois são factores
de rxḡ(euf)ys e L(X ) é factorial (pelo Proposição 3.6). Por outro lado, para π ∈ {p, q}
temos ḡ(π[1,4k+2l]) = ḡ(π[1,3k+l])ḡ(π]k+l,4k+2l]), e o comprimento de cada uma das palavras r,
s, ḡ(p]k+l,4k+2l]) e ḡ(q[1,3k+l]) é k+ l. Então, aplicando o Corolário 3.32 aos factores extremos
do lado direito da igualdade (6.4), podemos efectuar a seguinte simplificação:

ḡ(z) = xḡ(p[1,3k+l]) · ḡ(p]k+l,4k+2l]εvφq[1,3k+l]) · ḡ(q]k+l,4k+2l])y

= xḡ(p[1,4k+2l]εvφq[1,4k+2l])y

= xḡ(evf)y.

Portanto xḡ(evf)y ∈ L(Y). Isto mostra que CY(ḡ(euf)) ⊆ CY(ḡ(evf)), ou equivalente-
mente, ∆Y ḡ(euf) ≥ ∆Y ḡ(evf).

Teorema 6.7. Seja G = g[−k,k] : X ⊆ AZ → Y ⊆ BZ uma conjugação entre sistemas
simbólicos. Sejam e e f idempotentes de ΩAS. Sejam u e v elementos de M (X ) tais que
u = euf e v = evf . As seguintes condições são equivalentes:

1. ∆X (u) ≥ ∆X (v),

2. ∆Y ḡ(u) ≥ ∆Y ḡ(v),

3. ∆Y ḡ[tk(e)u ik(f)] ≥ ∆Y ḡ[tk(e)v ik(f)].
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Demonstração. A implicação (1)⇒(2) segue imediatamente da Proposição 6.6. Suponhamos
que ∆Y ḡ(u) ≥ ∆Y ḡ(v). Então,

∆Y ḡ[tk(e)u ik(f)] = ∆Y ḡ[tk(e) i2k(e)] ·∆Y ḡ(u) ·∆Y ḡ[t2k(f) ik(f)]

≥ ∆Y ḡ[(tk(e) i2k(e)] ·∆Y ḡ(v) ·∆Y ḡ[t2k(f) ik(f)]

= ∆Y ḡ[tk(e)v ik(f)]. (6.5)

Fica assim provada a implicação (2)⇒(3). Suponhamos que se verifica a condição (3). Para
w ∈ {u, v} denotemos por w0 a pseudopalavra tk(e)w ik(f). Pelo Lema 1.62, a pseudopalavra
w0 é J -equivalente a w. Portanto ḡ(w0) ∈ M (Y). As pseudopalavras ε = ḡ[tk(e)e ik(e)] e
φ = ḡ[tk(f)f ik(f)] são idempotentes tais que εḡ(w0)φ = ḡ(w0). Portanto, se H = h[−l,l] é a
conjugação inversa de G, então pela Proposição 6.6 temos:

∆X [h̄ḡ(u0)] ≥ ∆X [h̄ḡ(v0)]. (6.6)

Pelo Corolário 3.31 temos w0 = ik+l(w0)h̄ḡ(w0) tk+l(w0), ou seja

tk(e)w ik(f) = tk(e)il(e)h̄ḡ(w0) tl(f)ik(f).

Logo w = il(e)h̄ḡ(w0) tl(f), pela Proposição 1.60. Sejam r = e il(e) e s = tl(f)f . Então
rh̄ḡ(w0)s = ewf = w. Multiplicando por ∆X (r) à esquerda de ambos os membros de (6.6),
e por ∆X (s) à sua direita, obtemos portanto ∆X (u) ≥ ∆X (v), ficando assim provada a
implicação (3)⇒(1).

6.3 O conjunto W(X )

Nesta secção vamos encontrar um conjunto de pseudopalavras suficientemente pequeno
para que se possa contornar o facto de que nem sempre S(X ) e S(X ) são iguais, mas
suficientemente grande para que se possam aproveitar certas propriedades, como a existência
de pseudopalavras idempotentes.

Lema 6.8. Seja L uma linguagem de A+. Suponhamos que u é um elemento de A+ tal que
δL(u) é idempotente. Se v ∈ u+ então CL(v) = CL(u).

Demonstração. Seja (x, y) ∈ CL(v). Então existe uma sucessão (wn)n de elementos de L
convergente para xvy. Pelo Lema 3.5 existe uma subsucessão (wnk

)k e sucessões (xk)k, (vk)k
e (yk)k tais que wnk

= xkvkyk para todo k e limk→+∞(xk, vk, yk) = (x, v, y). O conjunto u+

é racional, pelo que u+ é uma vizinhança aberta de v. Logo existe N tal que se k ≥ N então
vk ∈ u

+. Como δL(u) é idempotente, se k ≥ N então δL(vk) = δL(u), donde xkuyk ∈ L.
Portanto xuy ∈ L. Logo CL(v) ⊆ CL(u).

Seja (x, y) ∈ CL(u). Seja k um inteiro positivo. Como δL(u) = δL(uk), temos xuky ∈ L.
Logo xvy ∈ xu+y ⊆ L. Portanto CL(u) ⊆ CL(v). É claro que se K é fechado então CK(v)

é fechado. Logo CL(u) ⊆ CL(v). Ou seja, CL(u) ⊆ CL(v), pelo Lema 6.1.

Se L é uma linguagem deA+, denotamos por I(L) o conjunto {u ∈ L | δL(u) é idempotente}.

Lema 6.9. Seja G = g[−k,k] : X ⊆ AZ → Y ⊆ BZ uma conjugação entre sistemas simbólicos.
Se u ∈ I(X ) então existe um inteiro N tal que se n ≥ N então ḡ(tk(u

k)unik(u
k)) ∈ I(Y).
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Demonstração. Para qualquer inteiro positivo r temos δX (u) = δX (ur), pelo que u+ ⊆ L(X )
e

δX [tk(u
k)ur ik(u

k)] = δX [tk(u
k)u ik(u

k)], ∀r ≥ 1. (6.7)

Suponhamos que G−1 tem memória e antecipação l. Sejam e = tk(u
k)u3k+2l e f =

u3k+2lik(u
k). Seja N = 2(3k + 2l). Se n > N então tk(u

k)unik(u
k) = eun−Nf . O

comprimento de e e de f é igual a 4k + 2l. Além disso, eun−Nf é um factor de uma
potência de u, pelo que pertence a L(X ). Deste modo, se n,m > N então, invocando o
Corolário 6.2 e aplicando duas vezes a Proposição 6.6 à igualdade δX (un−N ) = δX (um−N ),
conclúımos que δY ḡ(eun−Nf) = δY ḡ(eum−Nf). Ou seja,

n,m > N ⇒ δY ḡ[tk(u
k)unik(u

k)] = δY ḡ[tk(u
k)umik(u

k)].

Em particular,

n > N ⇒ δY ḡ[tk(u
k)unik(u

k)] = δY ḡ[tk(u
k)u2nik(u

k)]. (6.8)

Sendo n > k, temos ḡ[tk(u
k)u2n ik(u

k)] = ḡ[tk(u
k)un ik(u

k)]2. Logo, se n > N então
δY ḡ[tk(uk)un ik(u

k)] é um idempotente, por (6.8). Além disso, conforme já foi assinalado,
tk(u

k)un ik(u
k) ∈ L(X ), donde ḡ[tk(u

k)un ik(u
k)] ∈ L(Y). Portanto, se n > N então

ḡ[tk(u
k)un ik(u

k)] ∈ I(Y).

Dada uma linguagem L de A+, denotemos por W (L) o subsemigrupo de ΩAS gerado pelo
conjunto

A+ ∪

( ⋃

u∈I(L)

u+

)
.

No próximo lema retomamos a função ΥL definida no Corolário 6.2.

Lema 6.10. Seja L uma linguagem de A+. Então ∆L(W (L)) = ImΥL.

Demonstração. Como W (L) é gerado por A+ ∪

(⋃
u∈I(L) u

+

)
e a igualdade ∆L(A+) =

Im ΥX é trivial, apenas temos que mostrar que se v ∈ u+ para algum u ∈ I(L) então
v ∈ Im ΥL. Ora, pelo Lema 6.8, temos ∆L(v) = ∆L(u) = ΥL(δL(u)).

De acordo com o Corolário 6.2, a função

S(L) → Im ΥL

δL(u) 7→ ∆L(u), u ∈ A+

é um isomorfismo de semigrupos ordenados. Por este facto e pelo Lema 6.10 se u ∈ W (L)
então a função

δW
L : W (L) → S(L)

u 7→ o único elemento de Υ−1
L (∆L(u)),

está bem definida e é um homomorfismo de semigrupos.

Proposição 6.11. Seja G = g[−k,k] : X ⊆ AZ → Y ⊆ BZ uma conjugação entre sistemas
simbólicos. Então ḡ(W (X )) ⊆ W (Y) ∪ {1}.
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Demonstração. Os elementos de W (X ) são da forma

w = u0v
ν1
1 u1v

ν1
2 u2 · · · v

νl−1

l−1 ul−1v
νl

l ul, l ≥ 0, ui ∈ A
+, vi ∈ I(X ), xνi ∈ Ω1S.

Vamos mostrar por indução sobre l que ḡ(w) ∈ W (Y) ∪ {1}. Se l = 0 então ḡ(w) ∈ B∗ ⊆
W (Y)∪{1}. Suponhamos que l > 1. Seja w′ = u0v

ν1
1 u1v

ν1
2 u2 . . . v

νl−1

l−1 ul−1. Suponhamos que
ḡ(w′) ∈ W (Y) ∪ {1}. Então

ḡ(w) = ḡ(w′vνl

l ul)

= ḡ(w′) · ḡ[t2k(w
′) vνl

l ul]

= ḡ(w′) · ḡ[t2k(w
′) vkl · v

νl−2k
l · vkl ul]

= ḡ(w′) · ḡ[t2k(w
′) vkl ik(v

k
l )] · ḡ[tk(v

k
l ) v

νl−2k
l ik(v

k
l )] · ḡ[tk(v

k
l ) v

k
l ul]. (6.9)

Seja (cn)n uma sucessão de inteiros positivos tais que vcnl converge para vνl−2k
l . Pelo Lema 6.9

existe um inteiro i maior do que k tal que ḡ[ik(v
k
l ) v

i
l ik(v

k
l )] ∈ I(Y). Para cada n, sejam

qn, rn os inteiros tais que cn = iqn + rn e 0 ≤ rn < i. Então

ḡ[tk(v
k
l ) v

cn
l ik(v

k
n)] = ḡ[tk(v

k
l ) v

iqn
l · vrnl ik(v

k
l )]

= ḡ[tk(v
k
l ) v

iqn
l ik(v

rn
l ik(v

k
l ))] · ḡ[tk(tk(v

k
l ) v

iqn
l )vrnl ik(v

k
l )]

= ḡ[tk(v
k
l ) (vil )

qn ik(v
k
l )] · ḡ[tk(v

k
l ) v

rn
l ik(v

k
l )]. (6.10)

Como i > k, temos
ḡ[tk(v

k
l ) (vil )

qn ik(v
k
l )] = ḡ[tk(v

k
l ) v

i
l ik(v

k
l )]

qn .

Seja z um ponto de acumulação da sucessão (ḡ[tk(v
k
l ) v

i
l ik(v

k
l )]

qn)n. Então z ∈ W (Y), pois
ḡ[ik(v

k
l ) v

i
l ik(v

k
l )] ∈ I(Y). Por (6.10) temos

ḡ[tk(v
k
l ) v

νl−2k
l ik(v

k
l )] ∈ zB

∗. (6.11)

Como ḡ(w′) ∈ W (Y) ∪ {1}, de (6.11) e de (6.9) deduzimos que ḡ(w) ∈ W (Y).

Graças à Proposição 6.11, torna-se claro que o Teorema 6.7 admite a seguinte variação:

Teorema 6.12. Seja G = g[−k,k] : X ⊆ AZ → Y ⊆ BZ uma conjugação entre sistemas
simbólicos. Sejam e e f idempotentes de W (X ). Consideremos elementos u e v de M (X )∩
W (X ) tais que u = euf e v = evf . Então δW

X (u) ≥ δW
X (v) se e só se δW

Y ḡ(u) ≥ δW
Y ḡ(v), se

e só se δW
Y ḡ[tk(e)u ik(f)] ≥ δW

Y ḡ[tk(e)v ik(f)].

Por vezes apenas necessitaremos do seguinte corolário do Teorema 6.12:

Corolário 6.13. Seja G = g[−k,k] : X ⊆ AZ → Y ⊆ BZ uma conjugação entre sistemas
simbólicos. Consideremos idempotentes e e f de W (X ). Sejam u e v elementos de M (X )∩
W (X ) tais que u = euf e v = evf . Então δW

X (u) = δW
X (v) se e só se δW

Y ḡ(u) = δW
Y ḡ(v).

Lema 6.14. Consideremos uma linguagem L de A+. Suponhamos que w ∈ W (L) e que
p ∈ A+, t ∈ ΩAS são tais que w = pt ou w = tp. Então t ∈ W (L).

Demonstração. Vamos considerar o caso w = pt (o caso w = tp é análogo). A pseudopalavra
w admite uma factorização da seguinte forma:

w = u0v
ν1
1 u1v

ν1
2 u2 . . . v

νl−1

l−1 ul−1v
νl

l ul, l ≥ 0, ui ∈ A
+, vi ∈ I(L), xνi ∈ Ω1S.

Seja w′ = v
ν1−|p|
1 u1v

ν1
2 u2 . . . v

νl−1

l−1 ul−1v
νl

l ul. Observemos que w′ ∈ W (X ). Então w =

u0v
|p|
1 w′. Pela Proposição 1.60, como |u0v

|p|
1 | > |p| temos t = zw′ para algum z ∈ A+.
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O Lema 6.14 permite-nos fazer a seguinte adaptação do Lema 1.61:

Lema 6.15. Consideremos uma linguagem L de A+. Seja π um elemento de W (L) limitado
por idempotentes de W (L). Seja ρ um elemento de ΩAV tal que π = xρy para algumas
palavras x, y de A∗. Então π e ρ são elementos de W (L) pertencentes à mesma J -classe do
semigrupo W (L).

Demonstração. Observemos desde logo que ρ ∈ W (L), pelo Lema 6.14. Queremos mostrar
que π é um factor de ρ em W (L). Consideremos idempotentes e e f de W (L) tais que
π = eπf . Como eπf = xρy, temos i|x|(e) = x e t|y|(f) = y. Logo existem elementos e0 e f0

de ΩAV tais que e = xe0 e f = f0y. Por outro lado, xe0πf0y = xρy. Logo e0πf0 = ρ, pela
Proposição 1.60. Como, de acordo com o Lema 6.14, temos e0, f0 ∈ W (L), isto mostra que
π e ρ são elementos de W (L) pertencentes à mesma J -classe do semigrupo W (L).

6.4 Um CPO invariante

Consideremos um sistema simbólico X . Como L(X ) e L(X ) são factoriais (Proposição 3.6),
pela Proposição 2.15 os semigrupos S(X ) e S(X ) têm um zero e verificam-se as seguintes
igualdades:

δ−1
X δX

(
L(X )

)
= L(X ), ∆−1

X ∆X
(
L(X )

)
= L(X ). (6.12)

Mais precisamente

δ−1
X
(
S(X ) \ {0}

)
= L(X ), ∆−1

X
(
S(X ) \ {0}

)
= L(X ).

Note-se que δX (L(X )) é uma união de J -classes. O CPO etiquetado δX (L(X ))†× é designado
pelo acrónimo CECLIIS de cpo etiquetado das J -classes contendo elementos limitados por
idempotentes na imagem sintáctica de X . Note-se que a linguagem L no Exemplo 1.29 é
factorial e prolongável, e que o semigrupo sintáctico de L possui uma J -classe que contêm
elementos limitados por idempotentes e elementos que não são limitados por idempotentes.

Lema 6.16. Seja X um sistema simbólico de AZ. Se ε é um idempotente de S(X ) diferente
de 0 então existe um idempotente e de W (X ) tal que δW

X (e) = ε. Se s é um elemento de
S(X ) diferente de 0 limitado pelos idempotentes ε1 e ε2 então existem um elemento t de
W (X ) e idempotentes e1 e e2 de W (X ) tais que δW

X (ei) = εi e t = e1te2.

Demonstração. Existe u ∈ L(X ) tal que δW
X (u) = ε. Então uω ∈ W (X ) δW

X (uω) = ε, pelo
Lema 6.8.

Seja v ∈ L(X ) tal que δW
X (v) = s. Conforme vimos, existem idempotentes e1, e2 de W (X )

tais que δW
X (ei) = εi. Seja t = e1ve2. Então t ∈ W (X ), t = e1te2 e δW

X (t) = e1se2 = s.

Dado um sistema simbólico X de AZ, vamos considerar o conjunto

B(X ) = {euf |u, e, f ∈ W (X ) ∩ L(X ); e, f são idempotentes}.

Seja J uma J -classe limitada por idempotentes contida em δX (L(X )). Então (δW
X )

−1
(J) ⊆

L(X ), por (6.12). Então, pelo Lema 6.16, existe w ∈ B(X ) tal que [δW
X (w)]J = J . Deste

modo, dada uma conjugação de sistemas simbólicos G = g[−k,k] : X ⊆ AZ → Y ⊆ BZ, somos
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levados a considerar a correspondência definida da seguinte forma ( note-se que δW
Y ḡ(w) é

limitado por idempotentes sempre que w ∈ B(X ), pelo Lema 1.56):

Gs : δX (L(X ))† → δY(L(Y))†

[δW
X (w)]J 7→ [δW

Y ḡ(w)]J , w ∈ B(X )

Proposição 6.17. Seja G = g[−k,k] : X ⊆ AZ → Y ⊆ BZ uma conjugação de sistemas
simbólicos. A correspondência Gs é uma função que preserva a ordem.

Demonstração. Suponhamos que w1, w2 ∈ B(X ) são tais que δW
X (w1) ≤J δW

X (w2). Então
existem u, v ∈ A∗ tais que δW

X (w1) = δW
X (uw2v). Sejam e, f ∈ W (X ) idempotentes tais que

w1 = ew1f . Então δW
X (w1) = δW

X (euw2vf). De (6.12) resulta que euw2vf ∈ L(X ). Então
δW
Y ḡ(w1) = δW

Y ḡ(euw2vf), pelo Corolário 6.13. Logo

δW
Y ḡ(w1) = δW

Y ḡ[eu i2k(w2)] · δ
W
Y ḡ(w2) · δ

W
Y ḡ[t2k(w2)vf ].

pelo que δW
Y ḡ(w1) ≤J δW

Y ḡ(w2), o que mostra que a correspondência Gs preserva a ordem.
Além do mais, se [δW

X (w1)]J = [δW
X (w2)]J então [δW

Y ḡ(w1)]J = [δW
Y ḡ(w2)]J , o que mostra

que Gs é uma função.

Lema 6.18. A função Gs não depende da escolha da função de blocos de G.

Demonstração. Suponhamos que G = g
[−k,k]
1 = g

[−l,l]
2 e que k ≥ l. Seja u um elemento de

B(X ). Pela Proposição 6.11, podemos considerar as restrições ḡ1 : W (X ) → W (Y)1 e ḡ2 :
W (X )→ W (Y)1. Então, pelo Lema 1.56, a pseudopalavra ḡ2(u) é limitada por idempotentes
de W (Y). Por outro lado, pelo Lema 3.30, existem palavras r e s de comprimento k− l tais
que ḡ2(u) = rḡ1(u)s. Pelo Lema 6.15, as pseudopalavras ḡ1(u) e ḡ2(u) estão na mesma
J -classe de W (Y). Logo δW

Y ḡ1(u) e δW
Y g2(u) são J -equivalentes.

Proposição 6.19. Sejam G : X → Y e H : Y → Z conjugações de sistemas simbólicos.
Então Hs ◦Gs = (H ◦G)s. Além disso, (IdX )s = IdδX (L(X ))† .

Demonstração. Inteiramente análoga à demonstração da Proposição 3.35.

Corolário 6.20. O CPO δX (L(X ))† é um invariante de conjugação de sistemas simbólicos.

Proposição 6.21. Seja G : X ⊆ AZ → Y ⊆ BZ uma conjugação de sistemas simbólicos. Se
K é uma J -classe de δX (L(X )) então K é regular se e só se Gs(K) é regular.

Demonstração. Suponhamos que K é uma J -classe regular de δX (L(X )). Pelo Lema 6.16,
existe um idempotente e em W (X ) tal que δW

X (e) ∈ K. A pseudopalavra ḡ(e) é um elemento
regular do semigrupo W (Y), pelo Lema 1.56. Como δW

Y ḡ(e) ∈ G
s(K), deduzimos que Gs(K)

é regular. Do mesmo modo, (G−1)
s

envia J -classes regulares em J -classes regulares. Ora
(G−1)

s
= (Gs)−1, pela Proposição 6.19. Logo Gs envia J -classes não regulares em J -classes

não regulares.

Proposição 6.22. Seja G : X ⊆ AZ → Y ⊆ BZ uma conjugação entre sistemas simbó-
licos. Se K é uma J -classe de δX (L(X )) limitada por idempotentes então os grupos de
Schützenberger de K e de Gs(K) são isomorfos.

151



Demonstração. As Proposições 2.8 e 6.19 reduzem-nos ao caso em que G é uma codificação
unitária. Suponhamos que g é uma função de blocos de G com memória e antecipação zero.
Convém sublinhar que a restrição de ḡ a W (X ) é um homomorfismo de W (X ) em W (Y).
Seja U uma H-classe de K que contém elementos limitados por idempotentes. Pelo Lema
6.16 existe um elemento u de W (X ) limitado por alguns idempotentes e e f de W (X ) e tal
que δW

X (u) ∈ U . Note-se que, sendo U uma H-classe, todos os elementos de U são limitados
pelos idempotentes δW

X (e) e δW
X (f). Consideremos o conjunto

P = {z ∈ W (X ) : z = fzf e δW
X (z) ∈ T (U)}.

Pela definição de Gs temos δW
Y ḡ(u) ∈ G

s(K). Seja V a H-classe de δW
Y ḡ(u). Cada elemento

de U é da forma δW
X (uz) para algum z ∈ P . Consideremos a seguinte correspondência:

η : U → S(Y)

δW
X (uz) 7→ δW

Y ḡ(uz), z ∈ P.

Sejam z1 e z2 elementos de P . Como δW
X (uzi) ∈ U ⊆ δW

X
(
L(X )

)
, temos uzi ∈ L(X ),

por (6.12). E como uzi = euzif , pelo Corolário 6.13 temos δW
X (uz1) = δW

X (uz2) se e só se
δW
Y ḡ(uz1) = δW

Y ḡ(uz2). Isto mostra que η é uma função bem definida e injectiva.
Seja z ∈ P . Como δW

X (u) e δW
X (uz) são H-equivalentes, existem z0, z1, z2 ∈ W (X ) tais

que:

δW
X (uz) = δW

X (z0u), z0 = ez0,

δW
X (u) = δW

X (uzz1), z1 = z1f,

δW
X (u) = δW

X (z2uz), z2 = ez2.

Se π é qualquer um dos elementos de {u, uz, z0u, uzz1, z2uz} então π = eπf e π ∈ L(X ).
Assim, pelo Corolário 6.13 temos

δW
Y ḡ(uz) = δW

Y ḡ(z0u), δW
Y ḡ(u) = δW

Y ḡ(uzz1), δW
Y ḡ(u) = δW

Y ḡ(z2uz).

Logo δW
Y ḡ(uz) é H-equivalente a δW

Y ḡ(u). Conclúımos assim que η(U) ⊆ V .
Consideremos os idempotentes ε = ḡ(e) e φ = ḡ(f) de W (Y). Como u = euf , todos

os elementos de V são limitados pelos idempotentes δW
Y (ε) e δW

Y (φ). Seja v um qualquer
elemento de V . Como v e δW

Y ḡ(u) estão ambos na H-classe V , existem s1, s2, p1, p2 ∈ W (Y)
tais que:

v = δW
Y [ḡ(u)s1], s1 = φs1φ (6.13)

v = δW
Y [p1ḡ(u)], p1 = εp1ε, (6.14)

δW
Y ḡ(u) = v · δW

Y (s2), s2 = φs2φ, (6.15)

δW
Y ḡ(u) = δW

Y (p2) · v, p2 = εp2ε. (6.16)

Como v 6= 0 e δW
Y ḡ(u) 6= 0, também temos δW

Y (si) 6= 0 e δW
Y (pi) 6= 0. Logo si, pi ∈ L(Y).

Então pelo Lema 3.33 existem ti, qi ∈ M (X ) ∩ W (X ) tais que ḡ(ti) = si e ti = ftif , e
ḡ(qi) = pi e qi = eqie. Logo, de (6.13) e (6.14) resultam as seguintes igualdades:

v = δW
Y ḡ(ut1) = δW

Y ḡ(q1u) (6.17)
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Aplicando a primeira igualdade de (6.17), deduzimos de (6.15) e de (6.16) a seguinte cadeia
de igualdades:

δW
Y ḡ(u) = δW

Y ḡ(ut1t2) = δW
Y ḡ(q2ut1). (6.18)

Consideremos o conjunto C = {u, ut1, q1u, ut1t2, q2ut1}. Se π ∈ C então π = eπf . Além
disso, pelo Corolário 1.50 temos C ⊆ M (X ). Então podemos aplicar o Corolário 6.13 nas
igualdades (6.17) e (6.18), obtendo

δW
X (ut1) = δW

X (q1u),

δW
X (u) = δW

X (ut1t2) = δW
X (q2ut1).

Logo δW
X (ut1) é H-equivalente a δW

X (u), pelo que t1 ∈ P . Assim η[δW
X (ut1)] = δW

Y ḡ(ut1), ou
seja, η[δW

X (ut1)] = v (por (6.17)). Deste modo conclúımos que η(U) = V .
Cada elemento elemento de Γ(U) é da forma ξU [δW

X (z)] para algum z ∈ P . Sejam z1, z2 ∈
P . Então

ξU [δW
X (z1)] = ξU [δW

X (z2)]⇔ δW
X (uz1) = δW

X (uz2).

Além disso, δW
Y (ḡ(z1)) e δW

Y (ḡ(z2)) pertencem a T (V ) e

ξV [δW
Y (ḡ(z1))] = ξV [δW

Y (ḡ(z2))]⇔ η[δW
X (uz1)] = η[δW

X (uz2)].

Portanto, como η é uma função injectiva, a correspondência

Ψ : ξU [δW
X (z)] 7→ ξV [δW

Y ḡ(z)], z ∈ P,

é um homomorfismo bem definido e injectivo de Γ(U) em Γ(V ). Por outro lado, se w ∈ T (V )
então, como V = η(U), existe z ∈ P tal que

(δW
Y ḡ(u)) · w = η[δW

X (uz)] = (δW
Y ḡ(u)) · (δ

W
Y ḡ(z)).

Logo ξV (w) = ξV [δW
Y ḡ(z)], donde Ψ(Γ(U)) = Γ(V ), pelo que Γ(U) e Γ(V ) são isomorfos.

Juntando o Corolário 6.20 e as Proposições 6.21 e 6.22, obtemos o seguinte teorema:

Teorema 6.23. O CECLIIS de um sistema simbólico é um invariante de conjugação.

O autor já havia demonstrado em [Cos06] a versão do Teorema 6.23 restrita aos sistemas
simbólicos sóficos. A demonstração aqui apresentada resulta do refinamento dos métodos
introduzidos em [Cos06], refinamento esse que consiste essencialmente na consideração do
semigrupo S(X ) e nas ideias que aparecem na Secção 6.3.

Exemplo 6.24. Retomemos os sistemas simbólicos sóficos X e Y do Exemplo 2.29:

X :
b

a

b

b

c

c

Y:
b

a

b

b

a

a

Já verificámos que X e Y não são conjugados porque as respectivas coberturas de Krieger têm
formas de Jordan não nulas distintas. Uma justificação alternativa é a de que os CECLIIS
de X e de Y não são isomorfos (ver Figura 6.1, onde Zn denota o grupo ćıclico de ordem n).
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(1,Z3) (1,Z2)

(1,Z1)

(1,Z3) (1,Z2)

(0,Z1)

(1,Z1)

Figura 6.1: Os CECLIIS dos sistemas simbólicos do Exemplo 6.24.

Exemplo 6.25. Consideremos as apresentações de dois sistemas simbólicos sóficos irredut́ı-
veis X e Y dadas na Figura 6.2. Essas apresentações são as apresentações direitas de Fischer
de X e de Y. Podemos verificar que X e Y são de tipo quase finito. Se eliminarmos as
arestas a tracejado então obtemos o sistema simbólico de multiplicidade da cobertura direita
de Fischer.
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a1a1

a4

a7

a4

a8

a2a2 a3a3

a5

a9
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a3

a3a1

a1
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a5

a7

a6

a8

a2a2 a3a3

a4

a9

a10

a4

a12

a13 a3
a3

a3a1

a1

a14

a11

Figura 6.2: Apresentações de Fischer de dois sistemas simbólicos sóficos.

Os sistemas simbólicos X e Y não são conjugados, uma vez que os respectivos CECLIIS
não são isomorfos (Figura 6.3).

Vejamos o que se passa com outros invariantes. Os sistemas simbólicos X e Y têm a mesma
função zeta. As apresentações direitas de Krieger de X e de Y obtêm-se acrescentando
aos respectivos grafos da Figura 6.2 as arestas dos correspondentes grafos da Figura 6.4
(os vértices adicionais 12, 13 e 14 estão representados por um quadrado). Note-se que
as coberturas de Krieger e de Fischer de X têm respectivamente o mesmo domı́nio das
coberturas de Krieger e de Fischer de Y. As coberturas direitas de Fischer de X e de Y
têm o mesmo sistema simbólico de multiplicidade. As imagens das respectivas coberturas
de multiplicidade têm a mesma função zeta, cobertura de Krieger com o mesmo domı́nio, e
cobertura de multiplicidade com o mesmo domı́nio e a mesma imagem. As mesmas situações
ocorrem com as apresentações esquerdas de Krieger e de Fischer. Em comparação com os
exemplos de [BFP06] e o exemplo 6.24, a detecção do facto de que os sistemas simbólicos X
e Y não são conjugados falha para um leque significativamente mais abrangente de invariantes
de conjugação.
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(1,Z2) (1,Z2)

(1,Z3)(0,Z2)

(1,Z1)

(1,Z2) (1,Z3)

(1,Z2)(0,Z2)

(1,Z1)

Figura 6.3: Os CECLIIS de X e de Y
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Figura 6.4: Arestas adicionais para se obterem as respectivas coberturas direitas de Krieger
dos sistemas simbólicos da Figura 6.2.

Nos dois exemplos anteriores, o CECCLIIS tem um elemento mı́nimo etiquetado (1,Z1).
Os sistemas simbólicos sóficos em que tal acontece são precisamente os sistemas sóficos irre-
dut́ıveis, de acordo com as Proposições 2.18 e 2.21. Mais geralmente, para qualquer sistema
sófico, os elementos minimais do CECLIIS são etiquetados pelo grupo Z1 (cf. Proposição
2.21). Para um exemplo em que o sistema simbólico não é irredut́ıvel, veja-se o sistema da
Figura 2.2 (em que todas as J -classes do respectivo semigrupo sintáctico são limitadas por
idempotentes, pelo que de certa forma o próprio diagrama de Green na Figura 2.2 representa
o CECLIIS).

A próxima proposição surge em [BFP06] sob uma forma ligeiramente diferente. Inclúımos
aqui a sua demonstração por se tratar de uma aplicação do Teorema 6.23.

Proposição 6.26. Um sistema simbólico sófico é irredut́ıvel e de tipo finito se e só se o seu
CECLIIS é um CPO etiquetado com um único elemento.

Demonstração. Suponhamos que X é um sistema simbólico irredut́ıvel de tipo finito. Então
pela Proposição 2.9. existe um grafo G fortemente conexo com n vértices tal que X e XG são
conjugados. Como o CECLIIS é um invariante de conjugação, o CECLIIS de X é igual ao
de XG, o qual pela Observação 2.23 é igual ao CPO etiquetado singular cujo único elemento
tem a etiqueta (1,Z1).

Reciprocamente, suponhamos que X é um sistema simbólico de AZ diferente de AZ e tal
que S(X ) \ {0} contém uma única J -classe K limitada por idempotentes. Então existem
idempotentes diferentes de zero, pelo que K é regular. Por outro lado, pela Proposição 2.18,
K é uma J -classe 0-mińıma e X é irredut́ıvel.

Seja u ∈ A+ tal que δX (u) ∈ K. De acordo com a Proposição 2.21 existe v ∈ A∗ tal que
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δX (uv) é um elemento de rank 1. Como K é 0-mı́nima, temos δX (uv) ∈ K, e portanto K
tem rank 1. Pela Proposição 1.42, se w é um elemento de L(X ) com comprimento maior do
que o cardinal de S(X ) então δX (w) tem algum idempotente como factor. Como δX (w) 6= 0
e K é a única J -classe regular e é 0-mı́nima, temos δX (w) ∈ K. Logo X é de tipo finito,
pela Proposição 2.21.

Resulta das Proposições 2.18 e 6.26, que o CECLIIS não serve para detectar pares não con-
jugados de sistemas simbólicos irredut́ıveis de tipo finito: em tais casos o CECLIIS reduz-se
a um único elemento etiquetado (1,Z1). Por outro lado, ambos os sistemas simbólicos do
Exemplo 6.24 são de tipo quase finito.

6.5 O rank nas apresentações de Krieger e de Fischer

Seja X um sistema simbólico sófico de AZ. Vamos identificar as funções ∆L com δ̂L, o
que, sendo X sófico, nos é permitido pela Proposição 6.3. Seja u ∈ ΩAS. Vamos denotar
por ImK(X ) u (respectivamente ImF(X ) u) a imagem em K(X ) (respectivamente F(X )) da

função parcial δ̂X (u). Dada uma J -classe K de S(X ), vamos denotar por rankK(X )K
(respectivamente rankF(X )K) o rank deK considerando S(X ) como o semigrupo de transição
de K(X ) (respectivamente F(X )).

Vimos na Subsecção 2.2.2 que K(X ) pode ser considerado como sendo o autómato fut(X ).
Sublinhemos em particular que se x ∈ AZ

−
então f(x) é um vértice de fut(X ) se e só se

f(x) 6= ∅, se e só se x[−n,−1] ∈ L(X ) para qualquer inteiro positivo n. Estas observações
são-nos convenientes para a demonstração da proposição seguinte.

Proposição 6.27. Sejam X e Y sistemas simbólicos sóficos de AZ e de BZ, respectivamente.
Suponhamos que temos uma conjugação G : X → Y. Seja K é uma J -classe limitada por
idempotentes contida em δX (L(X )). Então rankK(X )K = rankK(Y)G

s(K). Se X e Y são
irredut́ıveis então rankF(X )K = rankF(Y)G

s(K).

Demonstração. Uma vez provada a desigualdade rankK(X )K ≤ rankK(Y)G
s(K), basta-nos

então aplicá-la a G−1 para obtermos a desigualdade contrária:

rankK(Y)G
s(K) ≤ rankK(X )(G

−1)sGs(K) = rankK(X )K.

Suponhamos que G = g[−k,k] e que G−1 = h[−l,l]. De acordo com o Lema 6.16, existem
u ∈ A+ e e, f ∈ ΩAS tais que e e f são idempotentes e δ̂X (euf) ∈ K. A continuidade de δ̂X ,
de δ̂Y ḡ, de t2k e de i2k, garante-nos que existem elementos e0 e f0 de A+ (que vão funcionar
como aproximações de e e de f) com comprimento maior do que 2k + 2l e tais que

δX (e0) = δX (e), δY ḡ(e0) = δY ḡ(e), t2k(f) = t2k(f0),

δX (f0) = δX (f), δY ḡ(f0) = δY ḡ(f), i2k(e) = i2k(e0).

Então

δY ḡ(e0uf0) = δY
[
ḡ(e0) · ḡ(t2k(e0)u i2k(f0)) · ḡ(f0)

]

= δ̂Y
[
ḡ(e) · ḡ(t2k(e)u i2k(f)) · ḡ(f)

]

= δ̂Y ḡ(euf).
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Para x ∈ AZ
−
, seja ḡ(x) = (g(xi−k,i+k))i<−k ∈ AZ

−
; e para x ∈ AZ

+
0 , seja ḡ(x) =

(g(xi−k,i+k))i≥k ∈ AZ
+
0 . Consideremos uma famı́lia F = (vq)q∈ImK(X) e0uf0 de elementos

de AZ
−

tais que q = f(vq) · e0uf0. Consideremos a seguinte função:

ψF : ImK(X ) e0uf0 → ImK(Y) ḡ(e0uf0)

q 7→ f[ḡ(vqe0uf0)].

A função ψF está bem definida, pois f[ḡ(vqe0uf0)] = f[ḡ(vq i2k(e0uf0))] · ḡ(e0uf0). Uma

vez que δY ḡ(e0uf0) = δ̂Y ḡ(euf) ∈ Gs(K), a demonstração da desigualdade rankK(X )K ≤
rankK(Y)G

s(K) ficará portanto conclúıda assim que mostrarmos que ψF é injectiva. Supo-
nhamos que q e r são elementos distintos de ImK(X )K. Então, sem perda de generalidade,

podemos supor que existe s ∈ AZ
+

verificando as seguintes condições:

vqe0uf0.s ∈ X , vre0uf0.s /∈ X . (6.19)

Logo
ḡ(vqe0uf0).ḡ(t2k(vqe0uf0)s) ∈ Y. (6.20)

Queremos provar o seguinte:

ḡ(vre0uf0).ḡ(t2k(vqe0uf0)s) /∈ Y. (6.21)

Suponhamos o contrário. Então para todo o i ≥ 1 temos

ḡ
(
(vr)[−i−k−l,−1]e0uf0s[0,i+1+k+l]

)
∈ L(Y). (6.22)

Notemos que (vr)[−i−k−l,−1]e0uf0 ∈ L(X ) (pois f(vre0uf0) = r 6= ∅) e que f0s[0,i+1+k+l] ∈
L(X ) (pois vqe0uf0.s ∈ X ). Logo, como f0 tem comprimento maior do que 2k + 2l, temos
(vr)[−i−k−l,−1]e0uf0s[0,i+1+k+l] ∈M 2k+2l+1(X ). Do Corolário 3.32 deduzimos que

(vr)[−i,−1]e0uf0s[0,i+1] = h̄ḡ
(
(vr)[−i−k−l,−1]e0uf0s[0,i+1+k+l]

)
.

Portanto (vr)[−i,−1]e0uf0s[0,i+1] ∈ L(X ), por (6.22). Uma vez que i pode ser tomado
arbitrariamente grande, isto implica vre0uf0.s ∈ X , o que contradiz (6.19). Logo a condição
(6.21) é verdadeira. Comparando (6.20) e (6.21), conclúımos que ψF (q) 6= ψF (r). Logo ψF
é injectiva. Conforme já observámos, fica assim provado que rankK(X )K = rankK(Y)G

s(K).
Daqui se conclui que ψF é de facto bijectiva.

Novamente, para provarmos que rankF(X )K = rankF(Y)G
s(K) basta-nos provar a de-

sigualdade rankF(X )K ≤ rankF(Y)G
s(K). Seja r um vértice de F(Y). Como F(Y) é

fortemente conexo, existe z ∈ B+ tal que r · z = r, o que implica r · zω = r e zω ∈
L(Y). Seja z′ = ik+l(z

ω) zω tk+l(z
ω). Pelo Lema 1.62, as pseudopalavras zω e z′ são J -

equivalentes, logo z′ é limitado por idempotentes. Por outro lado, pela Proposição 3.6 o
conjunto L(Y) é factorial, pelo que z′ ∈ L(Y). Logo h̄(z′) é um elemento de L(X ) limitado
por idempotentes e ḡh̄(z′) = zω, pelo Corolário 3.32. Podemos portanto considerar uma
função ψG : ImK(X ) h̄(z

′)→ ImK(Y) z
ω para alguma famı́lia G. Como ψG é sobrejectiva, temos

r = f[ḡ(x)] para algum elemento x de AZ
−

tal que f(x) 6= ∅. Para cada q ∈ ImF(X ) e0uf0,

seja vq ∈ AZ
−

tal que f(vq) é um vértice de F(X ) e q = f(vq) · e0uf0. Como F(X ) é a única
componente terminal fortemente conexa de K(X ), existe wq ∈ A

+ tal que f(vq) = f(x) ·wq =
f(xwq). Já mostrámos que a função

ϕ : ImF(X ) e0uf0 → ImK(Y) ḡ(e0uf0)

q 7→ f[ḡ(xwqe0uf0)].
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é injectiva. Por outro lado, ϕ(q) = f[ḡ(x)] · ḡ(t2k(x)wqe0uf0)) e f[ḡ(x)] é um vértice de
F(Y). Como F(Y) é um subgrafo etiquetado terminal de K(Y), isto mostra que ϕ(q) ∈
ImF(Y) ḡ(e0uf0).

As Proposições 2.19 e 2.22 fornecem-nos condições suficientes para que rankK(X )K (e
rankF(X )K se X é irredut́ıvel) seja igual a 1; tal acontece nomeadamente quando K é uma
J -classe 0-minimal de S(X ).

Seja X um sistema simbólico sófico. Consideremos uma J -classe J contida em δX (L(X ))
limitada por idempotentes. Vamos acrescentar à etiqueta (ǫJ ,GJ ) de J no CECLIIS de
X um terceiro elemento, o rank de J em K(X ). Ao CPO etiquetado resultante vamos
chamar CECLIIS de Krieger de X . Se X é irredut́ıvel, então acrescentamos uma quarta
coordenada, o rank de J em F(X ), e denominamos de CECLIIS de Fischer o CPO resultante.
A invariância do CECLIIS e a Proposição 6.27 estão resumidas no seguinte teorema:

Teorema 6.28. O CECLIIS de Krieger é um invariante de conjugação de sistemas simbó-
licos sóficos, e o CECLIIS de Fischer é um invariante de conjugação de sistemas simbólicos
sóficos irredut́ıveis.

É claro que se eliminarmos as J -classes não regulares nos CECLIIS de Krieger e de Fischer
ainda temos um invariante de conjugação. A existência destes invariantes mais fracos foi
provada em [BFP06]. Com eles não é posśıvel mostrar que os sistemas simbólicos do Exemplo
6.24 não são conjugados. Os autores de [BFP06] usaram uma abordagem substancialmente
diferente, baseada no Teorema de Classificação de Nasu (Teorema B.8). A nossa abordagem
também permitiu de uma forma unificada obter um resultado — o Teorema 6.23 — válido
para sistemas simbólicos arbitrários, isto é, não necessariamente sóficos.

Exemplo 6.29. Vamos considerar um par de susbshifts presente num exemplo de [Jon98].
Consideremos os sistemas simbólicos sóficos X e Y com as seguintes respectivas apresentações
(o sistema simbólico X é o da Figura 2.2):

a c
b

b

a
b

b

c

a
b

b

a c
b

b

c

A seguir estão representadas as apresentações de Krieger de X e de Y.
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a c
b

b

b

b

a

b

b

c

a

c

c

a

a

cb

a

c

a

b

b

b

b

c c

a

c

a

b b
c

a

c

a

Os semigrupos sintácticos de X e de Y têm o mesmo diagrama de Green, o qual aparece
na Figura 2.2, na página 62. O rank de b na apresentação de Krieger de X é sete, e na de
Y é seis. Como (a classe sintáctica de) b é um elemento regular J -máximo de ambos os
semigrupos sintácticos, conclúımos que X e Y não são conjugados.

Parece ser dif́ıcil encontrar exemplos em que o CECLIIS de Krieger ou o de Fischer permite
a detecção de pares de sistemas simbólicos não conjugados com o mesmo CECLIIS ou com
a mesma função zeta. O par do Exemplo 6.29 encontra-se nessa situação, mas em [Jon98],
de onde ele provém, é utilizado um outro invariante, que não distingue sistemas simbólicos
irredut́ıveis não conjugados.

6.6 Conjugação ulterior

Consideremos um sistema simbólico de AZ. Dado u ∈ A+, o elemento δX (u) de S(X ) foi
definido como sendo a classe de equivalência de u em A+ para a congruência sintáctica de
L(X ). Consideremos um inteiro l ≥ 1. Podemos naturalmente mergulhar (Al)+ em A+.
Facilmente se verifica que se u ∈ (Al)+ então δX l(u) = δX (u)∩ (Al)+, pelo que a função que
envia δX l(u) em δX (u) está bem definida e é um homomorfismo injectivo de S(X l) em S(X ).
Por essa razão podemos considerar S(X l) como sendo um subsemigrupo de S(X ).

O lema seguinte isola e generaliza um argumento que se encontra na demonstração do
último teorema de [BFP06].

Lema 6.30. Seja X um sistema simbólico sófico de AZ e consideremos um inteiro positivo l.
Seja E o conjunto dos idempotentes de S(X ). Para cada e em E seja we um elemento de
A+ tal que δX (we) = e. Consideremos o inteiro l′ = l ×

∏
e∈E |we|+ 1. Seja s um elemento

de S(X ) para o qual existe um idempotente f tal que s = sf ou fs = s. Então s ∈ S(X l
′
).

Demonstração. Suponhamos que s = sf (o outro caso é análogo). Seja v ∈ A+ tal que

δX (v) = s. Seja k = |v| (l
′−1)
|wf | . Consideremos a palavra u = v(wf )

k. Então |u| = |v| × l′ e

δX (u) = δX (v)δX (wf )
k = sf = s.
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Proposição 6.31. Seja X um sistema simbólico sófico. Dado um inteiro positivo l, seja l′

como no Lema 6.30. Então X e X l
′
têm o mesmo CECLIIS.

Demonstração. Sejam P = S(X ) e Q = S(X l
′
). Pelo Lema 6.30, o conjunto dos elementos de

P que são limitados por idempotentes iguala o conjunto dos elementos de Q que são limitados
por idempotentes. Denotamos este conjunto por B. Para K ∈ {J ,R,L,H} designemos por
KS a relação de Green K num certo semigrupo S. Sejam u, v ∈ B. É claro que se u ≤LQ

v
então u ≤LP

v. Vamos mostrar o rećıproco. Suponhamos que u ≤LP
v. Então u = xv para

algum x ∈ P 1. Uma vez que v é limitado por idempotentes, existe um idempotente f em P
tal que v = fv. O elemento xf de P pertence a Q, pelo Lema 6.30. Então u ≤LQ

v, uma
vez que u = (xf)v. Analogamente, u ≤RQ

v se e só se u ≤RP
v. Portanto, as relações de

Green KP e KQ coincidem em B. Em particular P † = Q†.
Seja U uma H-classe contida em B. A demonstração ficará completa assim que mostrar-

mos que o grupo de Schützenberger ΓP de U em P é isomorfo ao grupo de Schützenberger
ΓQ de U em Q. Para R ∈ {P,Q}, seja TR o estabilizador direito de U em R, e seja ξR o
homomorfismo quociente TR → ΓR. Suponhamos que U está L-abaixo do idempotente f
de P . O conjunto Z = {s ∈ TP : s = fs} é um subsemigrupo de P . Se s ∈ TP então fs ∈ Z
e ξP (s) = ξP (fs), pelo que ΓP = ξP (Z). Pelo Lema 6.30 temos Z ⊆ Q, donde Z ⊆ TQ.
Podemos portanto definir a seguinte função:

ϕ : ΓP → ΓQ

ξP (s) 7→ ξQ(s), s ∈ Z.

A função ϕ é claramente um homomorfismo injectivo. E como ΓP e ΓQ têm o mesmo cardinal
que H, a função ϕ é de facto um isomorfismo.

Seja G um grafo etiquetado sobre o alfabeto A e com homomorfismo de transição τ .
Dado um inteiro l ≥ 1, denotemos por Gl o grafo etiquetado com o mesmo conjunto de
vértices de G, com alfabeto Al e cujo homomorfismo de transição é a restrição de τ a (Al)+.
Reparemos que se u ∈ (Al)+ então τ(u) tem o mesmo rank em G e em Gl. Não é dif́ıcil
verificar que se X é um sistema simbólico sófico então K(X l) = K(X )l e que, no caso de X
ser irredut́ıvel, F(X l) = F(X )l. A partir deste facto, da Proposição 6.31 e do Teorema 6.28,
deduzimos o seguinte teorema:

Teorema 6.32. O CECLIIS de Krieger é um invariante de conjugação ulterior de sistemas
simbólicos sóficos, e o mesmo se passa com o CECLIIS de Fischer no caso dos sistemas
simbólicos sóficos irredut́ıveis.

O resultado análogo foi provado em [BFP06] para os invariantes que se obtêm do CECLIIS
de Krieger e de Fischer pela remoção das J -classes não regulares.
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Caṕıtulo 7

Um invariante de equivalência fraca

A noção de equivalência fraca foi introduzida por M.-P. Béal e D. Perrin em [BP02]. Trata-se
de um enfraquecimento da relação de conjugação. O adjectivo fraca justifica-se por dois siste-
mas simbólicos irredut́ıveis de tipo finito poderem ser fracamente equivalentes sob condições
bastante gerais, como por exemplo terem um ponto fixo, podendo por isso até nem terem a
mesma entropia. No entanto não se conhece nenhum algoritmo que decida se dois sistemas
simbólicos irredut́ıveis de tipo finito são fracamente equivalentes ou não. Em [BP02] dá-se
uma prova construtiva da existência de um tal algoritmo para a classe muito restrita dos
sistemas simbólicos de arestas de autómatos de pétalas.

Este caṕıtulo baseia-se em partes do artigo do autor [Cos07] e do artigo [CC06] produzido
em colaboração com L. Chaubard. Em [Cos07] apenas foram consideradas as relações de
conjugação e de conjugação ulterior. Os resultados sobre equivalência fraca presentes na tese
de Mestrado [Cha03] forneceram a motivação adicional para o artigo [CC06].

7.1 Equivalência fraca

Para cada alfabeto A, seja $ um śımbolo que não pertence a A. Denotamos por A$ o alfabeto
A ∪ {$}. Dizemos que um sistema simbólico X de AZ divide um sistema simbólico Y de BZ

se existe uma codificação G : AZ → B$
Z tal que X = G−1(Y); também dizemos que X é um

divisor de Y. A divisão entre sistemas simbólicos é uma relação reflexiva e transitiva. Os
sistemas simbólicos X e Y dizem-se fracamente equivalentes se X e Y se dividem mutuamente.

A necessidade da letra adicional $ para a definição de divisão de sistemas simbólicos deve-
-se a que de outro modo haveria uma dependência em relação ao alfabeto que conduziria a
que sistemas simbólicos conjugados pudessem não ser fracamente equivalentes. Vejamos um
exemplo do que acabamos de afirmar. Seja A o alfabeto de três letras A = {a, b, c} e seja
B = {a, b}. Consideremos um qualquer sistema simbólico X de BZ que contenha a∞ e b∞.
Seja G uma codificação de AZ em BZ. Então G(c∞) ∈ {a∞, b∞}, pelo que X 6= G−1(X ).
Portanto, uma definição de divisão sem o śımbolo adicional $ implicaria que X como um
sistema simbólico de AZ não dividiria X como um sistema simbólico de BZ.

Em contrapartida, a definição de divisão que apresentámos é adequada na medida em que
o próximo teorema é verdadeiro. A sua demonstração é devida a M.-P. Béal (comunicação
pessoal a L. Chaubard [Cha03]).

Teorema 7.1. Se dois sistemas simbólicos são conjugados então são fracamente equivalen-
tes.
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Demonstração. Sejam X ⊆ AZ e Y ⊆ BZ dois sistemas simbólicos conjugados e seja G :
X → Y uma conjugação. Claramente, existe uma codificação Ĝ : AZ → BZ que estende G:
basta considerar a mesma função de blocos, memória e antecipação de G, apenas mudando
o domı́nio. Pela Proposição 2.1, existem subconjuntos W (X ) e W (Y) de A+ e de B+,
respectivamente, tais que

L(X ) = A+ \ A∗W (X )A∗ e L(Y) = A+ \A∗W (Y)A∗.

Para cada inteiro positivo n, seja Wn(X ) o conjunto W (X ) ∩ A≤n, e denotemos por Xn o
sistema simbólico de tipo finito dado por L(X ) = A+ \ A∗Wn(X )A∗. Note-se que X ⊆ Xn.

Afirmamos que existe uma infinidade de inteiros positivos n tais que a restrição de Ĝ a
Xn é injectiva. Suponhamos o contrário. Então existe uma sucessão estritamente crescente
de inteiros positivos (mn)n≥1 tal que para cada n existe um par (x(n), y(n)) de elementos
distintos de Xmn tais que Ĝ(x(n)) = Ĝ(y(n)). Uma vez que os conjuntos da forma Xm
contêm as órbitas dos seus elementos, podemos escolher x(n) e y(n) com coordenadas em
zero distintas. Então d(x(n), y(n)) = 1, onde d é a métrica definida em (1.6.2) (Subseccção
1.6.2). Como AZ é compacto, as sucessões (x(n))n e (y(n))n têm subsucessões convergindo
para alguns elementos x e y de AZ, respectivamente. Seja en o maior número par menor
do que mn. O factor central (x(n))[−en/2,en/2] de comprimento en + 1 pertence a L(X ),

uma vez que x(n) ∈ Xmn e en + 1 ≤ mn. Portanto existe em X um elemento x̃(n) tal
que d(x̃(n), x(n)) < 2−en/2. Como X é compacto, considerando subsucessões se necessário,
podemos supor que x̃(n) converge para um elemento x̃ de X . Como a métrica d é cont́ınua,
temos

d(x̃, x) = lim
n→+∞

d(x̃(n), x(n)) ≤ lim
n→+∞

2−en/2 = 0,

donde x̃ = x. Logo x ∈ X , e analogamente y ∈ X . Como Ĝ(x(n)) = Ĝ(y(n)) para qualquer
n, pela continuidade de Ĝ temos G(x) = G(y). Por outro lado, uma vez que d(x(n), y(n)) = 1
para qualquer n, também temos d(x, y) = 1, donde x 6= y. Isto contradiz a hipótese de que
G é uma conjugação, o que prova a afirmação que inicia este parágrafo.

Suponhamos que G tem janela k. Consideremos um inteiro positivo N maior do que k
tal que a restrição de Ĝ a XN é injectiva. Como N > k, a codificação G tem uma função
de blocos g : AN → B. Sejam r e s as respectivas memória e antecipação. Consideremos a
seguinte função:

h : AN → B$

u 7→

{
h(u) = g(u) se u 6∈WN (X ),

h(u) = $ se u ∈WN (X ).

SejaH a codificação AZ → B$
Z tendo h como função de blocos, com memória r antecipação s.

Afirmamos que X = H−1(Y). Claramente, H(X ) = Ĝ(X ) = Y, donde X ⊆ H−1(Y).
Reciprocamente, seja x ∈ H−1(Y). Uma vez que $ /∈ L(Y), todos os factores de x com
comprimento N não pertencem a WN (X ), pelo que x ∈ XN . Logo H(x) = Ĝ(x). Por outro
lado, como Y = Ĝ(X ), existe x′ ∈ X tal que Ĝ(x) = Ĝ(x′). Como a restrição de Ĝ a XN é
injectiva, temos x = x′. Portanto X = H−1(Y), pelo que X é um divisor de Y. Por simetria,
conclúımos que X e Y são fracamente equivalentes.

Consideremos os seguintes sistemas simbólicos de tipo finito:
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X : Y :

a a b

Sejam A = {a} e B = {a, b}. Consideremos as funções g : A→ B$ e h : B2 → A$ definidas
por

g(a) = a, h(aa) = h(bb) = a, h(ab) = h(ba) = $.

Sejam G : A$ → B$ e H : B$ → A$ as codificações G = g[0,0] e H = h[0,1]. Então
X = G−1(Y) e Y = H−1(X ). Logo X e Y são fracamente equivalentes. No entanto, X é
irredut́ıvel e Y não, e as entropias de X e de Y são distintas. Logo a equivalência fraca
merece o seu nome, na medida em que podemos dizer que é um invariante de conjugação
muito grosseiro. A proposição seguinte também justifica esta afirmação.

Proposição 7.2 ([BP02]). Seja X um sistema simbólico irredut́ıvel de tipo finito com um
elemento de peŕıodo n tal que todos os peŕıodos de elementos periódicos de X são múltiplos
de n. Seja u uma palavra primitiva de comprimento n. Então X e O(u∞) são sistemas
simbólicos fracamente equivalentes.

Em particular, os sistemas simbólicos irredut́ıveis de tipo finito com um ponto fixo — isto
é, um elemento x do sistema simbólico tal que σ(x) = x — são fracamente equivalentes entre
si.

Convém dizer que a relação de divisão entre sistemas simbólicos não pode ser reduzida a
uma relação similar entre as correspondentes linguagens de factores. Sejamos mais precisos.
Sejam X e Y sistemas simbólicos de AZ e BZ, respectivamente. Escrevamos X ⊳ Y se existe
um inteiro n e uma função f : An → B$ tal que L(X ) \ A<n = f̄−1(L(Y)). Então temos o
seguinte resultado:

Proposição 7.3. Sejam X e Y os seguintes sistemas simbólicos sóficos irredut́ıveis:

X : Y :

c d

a

b

e

b

b c

a

c d

a

b

b

b

b c

a

Então X e Y são conjugados mas não é verdade que X ⊳ Y.

Demonstração. Sejam A = {a, b, c, d, e} e B = A \ {e}. Consideremos a função h : A → B
que envia e em b e deixa as restantes letras inalteradas. Seja H a codificação de X em Y
que tem h como função de blocos com memória e antecipação zero. Vamos mostrar que H
é uma conjugação. É claro que H é sobrejectiva. Suponhamos que não é injectiva. Então
existem z, t ∈ X tais que z0 6= t0 e H(z) = H(t). Ora h(z0) = h(t0) e z0 6= t0 implica que
{z0, t0} seja igual a {b, e}. Suponhamos sem perda de generalidade que z0 = b e t0 = e. A
única palavra de L(X ) de comprimento quatro que tem e como primeira letra é ebcd, pelo
que t[0,3] = ebcd. Então,

H(z) = H(t)⇒ h̄(z[0,3]) = h̄(t[0,3])⇒ h̄(z[0,3]) = bbcd⇒ z[0,3] ∈ {bbcd, becd}.

Mas {bbcd, becd} ∩ L(X ) = ∅. Logo H é uma conjugação.
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Suponhamos que existem n ≥ 1 e f : An → B$ tais que L(X ) \ A<n = f̄−1(L(Y)).
Consideremos as letras α = f̄(abn−1), γ = f̄(bn−1c) e β = f̄(bn). Então f̄(b2n) = βn+1.
Como b2n ∈ L(X ), temos βn+1 ∈ L(Y). Isto implica que β = b.

Seja N > n. Então αb = f̄(abn), bγ = f̄(bnc) e f̄(abN c) = αbN−(n−1)γ. Uma vez que
abn, bnc ∈ L(X ), temos αb, bγ ∈ L(Y), o que implica que α ∈ {a, b} e γ ∈ {b, c}. Então
αbiγ ∈ L(Y) para qualquer i ≥ 2, e portanto abNc ∈ f̄−1(L(Y)) para qualquer N > n.
Como f̄−1(L(Y)) ⊆ L(X ), chegamos à conclusão absurda de que existe um inteiro ı́mpar N
tal que abNc ∈ L(X ).

7.2 Pseudovariedades de semigrupos ordenados

Dizemos que um semigrupo ordenado S é um divisor do semigrupo ordenado T se existir
um subsemigrupo ordenado R de T para o qual existe um homomorfismo de semigrupos
ordenados sobrejectivo ϕ : R→ S.

Uma pseudovariedade de semigrupos ordenados é uma classe não vazia de semigrupos
ordenados finitos que contém os divisores e os produtos directos finitos dos seus elementos,
onde a ordem é definida componente a componente [Pin97]. Tendo em conta a convenção
de que consideramos os semigrupos como sendo semigrupos ordenados cuja ordem é a igual-
dade, as pseudovariedades de semigrupos são pseudovariedades de semigrupos ordenados. A
teoria das pseudovariedades de semigrupos ordenados tem muitos paralelismos em relação
às correspondentes estruturas não ordenadas. Várias definições são inteiramente análogas, e
podem ser desde já admitidas de forma impĺıcita, como é o caso da noção de pseudovariedade
de semigrupos ordenados gerada por uma classe de semigrupos ordenados.

A versão da próxima proposição para pseudovariedades de monóides surge na literatura
sobre semigrupos ordenados [Pin97, Secção 5], mas o autor desconhece qualquer referência
ao caso dos semigrupos. Por isso a sua demonstração é aqui inclúıda.

Proposição 7.4. A pseudovariedade de semigrupos ordenados gerada por U − é a pseudo-
variedade Sl ∩ [[x ≤ xy]].

Demonstração. Por cálculo directo, é claro que U − pertence a Sl ∩ [[x ≤ xy]]. Logo a
proposição ficará demonstrada assim que provarmos que qualquer elemento de Sl∩ [[x ≤ xy]]
é um divisor de uma potência finita de U −.

Seja S um elemento de Sl∩ [[x ≤ xy]], e seja ϕ : A→ S uma função geradora de S em que
A é finito (por exemplo, A = S e ϕ é a identidade em S). Vamos munir o semi-reticulado
P ′(A) da ordem de inclusão. Uma vez que S é um semigrupo comutativo, a função

ϕ′ : P ′(A) → S
B 7→

∏
a∈B ϕ(b)

está bem definida. E como todos os elementos de S são idempotentes, ϕ é um homomor-
fismo sobrejectivo de semigrupos. Como S satisfaz a condição x ≤ xy, se B ⊆ C então
ϕ(B) ≤ ϕ(C). Logo S é um divisor de P ′(A).

Facilmente se verifica que a função

ψ : P ′(A) → U A

B 7→ χA\B ,

é um homomorfismo de semigrupos. Temos a seguinte cadeia de equivalências:

B ⊆ C ⇔ [χB(a) = 1⇒ χC(a) = 1]⇔ [χA\B(a) = 0⇒ χA\C(a) = 0].
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Como 1 ≤ 0, conclúımos que

B ⊆ C ⇔ [χA\B(a) ≤ χA\C(a), para qualquer a ∈ A]⇔ ψ(B) ≤ ψ(C).

Portanto ψ é um homomorfismo fiel de semigrupos ordenados. Logo P ′(A) é um divisor de
U A, e portanto S também é um divisor de U A.

Alterações na noção de pseudovariedade reflectem-se naturalmente na noção de variedade.
Uma variedade positiva de linguagens é uma correspondência W que associa a cada alfabeto
finito A um conjunto WA+ de linguagens racionais de A+ com as seguintes propriedades,
para quaisquer alfabetos finitos:

1. o conjunto WA+ contém A+ e o conjunto vazio e a união e a intersecção de uma
qualquer famı́lia finita não vazia dos seus elementos;

2. se L ∈ WA+ e a ∈ A então as linguagens {w ∈ A+ : aw ∈ L} e {w ∈ A+ : wa ∈ L}
pertencem a WA+;

3. se ϕ : A+ → B+ é um homomorfismo e se L ∈ WB+ então ϕ−1(L) ∈ WA+.

As condições 2 e 3 coincidem com a noção de variedade de linguagens introduzida na
Secção 1.5. Uma variedade positiva de linguagens V é uma variedade de linguagens se e
só se o conjunto VA+ contém o complemento em A+ de cada um dos seus elementos.

Dada uma pseudovariedade de semigrupos ordenados V, seja V a correspondência A →
VA+ tal que VA+ é o conjunto das linguagens de A+ cujo semigrupo sintáctico ordenado
pertence a V, onde A é um alfabeto finito. O Teorema de Eilenberg (Teorema 1.32) admite
a seguinte generalização, considerando as ordens parciais óbvias para pseudovariedades de
semigrupos ordenados e variedades positivas de linguagens:

Teorema 7.5 ([Pin95]). Para qualquer pseudovariedade V de semigrupos ordenados a classe V
é uma variedade positiva de linguagens. A correspondência V → V é um isomorfismo
de classes parcialmente ordenadas. Uma pseudovariedade de semigrupos ordenados é uma
pseudovariedade de semigrupos se e só se a correspondente variedade positiva de linguagens
é uma variedade de linguagens.

O produto em coroa S ◦T entre os dois semigrupos ordenados S e T é o produto em coroa
de S e T enquanto semigrupos (sem ordem) munido da seguinte ordem parcial:

(f1, t1) ≤ (f2, t2)⇔

{
f1 ≤ f2,

t1 ≤ t2,

onde naturalmente f1 ≤ f2 se e só se f1(t) ≤ f2(t) para qualquer t ∈ T 1.
Sejam V e W pseudovariedades de semigrupos ordenados. De forma semelhante ao caso

não ordenado, o produto semidirecto de V e W é a classe V ∗W dos divisores dos semigrupos
ordenados da forma S ◦ T com S ∈ V e T ∈ W. A classe V ∗W é uma pseudovariedade
de semigrupos ordenados. Mais geralmente, as propriedades enunciadas na Subsecção 1.7.1
também são válidas neste contexto, com as óbvias alterações.

Teorema 7.6 ([PW02]). Seja V uma pseudovariedade de semigrupos ordenados tal que
V * L I. Denotemos por V e por Wk as variedades positivas de linguagens que correspondem
a V e V ∗ Dk, respectivamente. Uma linguagem L de A+ pertence a WkA

+ se e só é uma
união finita de linguagens da forma {u} com u ∈ A<k, ou da forma pA∗ ∩ Φ−1

k (K) ∩ A∗s,
onde K ∈ V(Ak+1)+ e p, s ∈ Ak.
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J.-E. Pin e P. Weil demonstraram em [PW02] uma versão do Teorema 1.33 para semigrupos
ordenados. Uma linguagem de A+ diz-se localmente e negativamente testável se puder ser
exprimida através de um número finito de intersecções e de uniões de linguagens da forma
A+ \ A∗wA∗, A+ \ wA∗, A+ \ A∗w e A+ \ {w}, com w ∈ A+.

Teorema 7.7 ([PW02]). A variedade positiva de linguagens correspondente a L Sl− é a
classe das linguagens localmente e negativamente testáveis.

Os ingredientes principais na demonstração do Teorema 7.7 consistem no Teorema 7.6 e
na igualdade L Sl− = Sl− ∗D [PPW02].

Consideremos um alfabeto. Uma pseudoinequação sobre um alfabeto A é uma fórmula
da forma u ≤ v em que u, v ∈ ΩAS. Uma pseudoinequação u ≤ v sobre o alfabeto A
é satisfeita por um semigrupo ordenado S se para qualquer função ϕ : A → S tivermos
ϕ̂(u) ≤ ϕ̂(v), onde ϕ̂ é o único homomorfismo cont́ınuo de semigrupos de ΩAS em S cuja
restrição a A coincide com ϕ. Uma pseudoidentidade u = v pode ser encarada como o
conjunto {u ≤ v, v ≤ u}, na medida em que um semigrupo ordenado satisfaz u = v se e só
se satisfaz u ≤ v e v ≤ u.

O Teorema de Reiterman (Teorema 1.43) admite a seguinte generalização para semigrupos
ordenados, onde [[Σ]] denota a classe dos semigrupos ordenados que satisfazem todas as
pseudoinequações de Σ:

Teorema 7.8 ([PW96b, Mol95]). Para qualquer conjunto Σ de pseudoinequações, a classe
[[Σ]] é uma pseudovariedade de semigrupos ordenados, e todas as pseudovariedades de semi-
grupos ordenados são desta forma.

7.3 Classes de sistemas simbólicos sóficos definidas por pseu-

dovariedades de semigrupos ordenados

O teorema seguinte é uma instância particular de um resultado mais geral sobre as chamadas
funções sequenciais [Eil76, Caṕıtulo IX, Proposição 1.1].

Teorema 7.9. Dados dois alfabetos A e B e um inteiro positivo k, consideremos uma função
g : Ak → B. Se Y é uma linguagem racional de B+ então o semigrupo S(ḡ−1(Y )) divide o
semigrupo S(Y ).

Vamos em seguida demonstrar o análogo do Teorema 7.9 para a imagem rećıproca de um
sistema simbólico por uma codificação. Note-se que não é posśıvel uma redução imediata ao
Teorema 7.9, em virtude da Proposição 7.3.

Por convenção ΩAD0 é o semigrupo trivial. Note-se ainda que se considerarmos ΩADn

como semigrupo ordenado então a ordem que lhe atribúımos é a igualdade.

Teorema 7.10. Consideremos uma codificação G : AZ → BZ e um sistema simbólico Y
de BZ. Se G tem janela k então o semigrupo ordenado SA+(G−1(Y)) divide o semigrupo
ordenado SB+(Y) ◦ ΩADk−1.

A demonstração do Teorema 7.10 será feita com recurso a uma caracterização muito útil
da noção de divisão entre semigrupos sintácticos (ordenados), que mencionamos de seguida.
Um morfismo relacional de semigrupos τ : S ⊸ T é uma divisão de semigrupos ordenados
se S e T forem semigrupos ordenados e se, para quaisquer s1, s2 ∈ S, tivermos s1 ≤ s2
sempre que existam t1 ∈ τ(s1) e t2 ∈ τ(s2) tais que t1 ≤ t2. Facilmente se prova que um
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semigrupo ordenado S é um divisor do semigrupo ordenado T se e só se existe uma divisão
S ⊸ T [PPW02].

Demonstração do Teorema 7.10. Recordemos a identificação que fizemos entre ΩADk−1 e o
conjunto dos elementos de A+ de comprimento menor ou igual a k − 1.

Vamos denotar por X o sistema simbólico G−1(Y). Seja g uma função de blocos de G
com janela k. Consideremos a seguinte função:

θ : SA+(X ) → P(SB+(Y) ◦ΩADk−1)

s 7→
{
(f, tk−1(u)) : u ∈ A+, s = δX (u) e w ∈ Ak−1 ⇒ f(w) = δY ḡ(wu)

}
.

Vamos mostrar que θ é uma divisão entre SA+(X ) e SB+(Y) ◦ΩADk−1.
Comecemos por verificar que θ é um morfismo relacional. É claro que θ(s) 6= ∅ para

qualquer s ∈ SA+(X ). Dados s1, s2 ∈ SA+(X ), sejam (f1, v1) ∈ θ(s1) e (f2, v2) ∈ θ(s2).
Então existem u1, u2 ∈ A

+ tais que δX (ui) = si e tk−1(ui) = vi. Temos

(f1, v1) · (f2, v2) = (f1 ·
u1f2, tk−1(v1v2)).

Ora tk−1(u1u2) = tk−1(v1v2), δX (u1u2) = s1s2 e para qualquer w ∈ Ak−1, temos

(f1 ·
u1f2)(w) = f1(w) · u1f2(w)

= f1(w) · f2(tk−1(wu1))

= δY ḡ(wu1) · δY ḡ(tk−1(wu1)u2)

= δY ḡ(wu1u2).

Logo (f1, v1) · (f2, v2) ∈ θ(s1s2), pelo que θ é efectivamente um morfismo relacional.
Suponhamos agora que (f1, v1) ≤ (f2, v2). Então f1 ≤ f2 e v1 = v2, pelo que

w ∈ Ak−1 ⇒ δY ḡ(wu1) ≤ δY ḡ(wu2), (7.1)

tk−1(u1) = tk−1(u2). (7.2)

Queremos mostrar que s1 ≤ s2. Suponhamos que x, y ∈ A∗ são tais que xu2y ∈ L(X ). Então

existem p ∈ AZ
−
, q ∈ AZ

+
0 tais que px.u2yq ∈ X . Logo G(px.u2yq) ∈ Y. Portanto

G(px.u2yq)[−(n+|x|),|u2y|+n] ∈ L(Y)

para todo o inteiro positivo n. Temos a seguinte factorização:

G(px.u2yq)[−(n+|x|),|u2y|+n] = ḡ(p[−n,−1]x) · ḡ(tk−1(p[−n,−1]x)u2) · ḡ(tk−1(p[−n,−1]xu2)yq[0,n]).

Se n ≥ k − 1 então |tk−1(p[−n,−1]x)| = k − 1, pelo que invocando as condições (7.1) e (7.2)
conclúımos que se n ≥ k − 1 então

ḡ(p[−n,−1]x) · ḡ(tk−1(p[−n,−1]x)u1) · ḡ(tk−1(p[−n,−1]xu1)yq[0,n]) ∈ L(Y),

isto é, G(px.u1yq)[−(n+|x|),|u2y|+n] ∈ L(Y). Ou seja, G(p.xu1yq) ∈ Y. Então p.xu1yq ∈ X ,
pelo que xu1q ∈ L(X ). Logo s1 ≤ s2. Portanto θ é efectivamente uma divisão de semigrupos
ordenados.
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Antes de avançarmos é conveniente recordar algumas observações que já fizemos, nome-
adamente na Subsecção 2.2.2, na página 61. Se X é um sistema simbólico de AZ então
SA+(X ) denota o semigrupo sintáctico ordenado de L(X ) enquanto linguagem de A+. Se
X não é um sistema simbólico pleno então o alfabeto A é irrelevante, o que justifica que se
defina S(X ) como sendo SA+(X ). Mas se X é um sistema simbólico pleno então SA+(X ) é
o semigrupo trivial ou é U −, conforme se tenha X = AZ ou X $ AZ, respectivamente. Por
razões que serão apresentadas mais tarde, neste caṕıtulo vamos adoptar a convenção de que
o semigrupo sintáctico ordenado S(X ) de um sistema simbólico pleno X é trivial.

No enunciado do Teorema 7.10 é de facto preciso que se tenha SB+(Y) no lugar de S(Y),
para salvaguardar o caso em que Y é pleno. Com efeito, um sistema simbólico pleno pode ser
conjugado com um sistema simbólico que não é pleno (por exemplo, se C for um alfabeto com

duas letras então (CZ)
[0,1]

não é pleno e é conjugado de (CZ)). Logo, pelo Teorema 7.1, existe
alguma codificação G : AZ → B$

Z de janela k e um sistema simbólico pleno Y contido em BZ

tal que G−1(Y) não é pleno e é conjugado de Y. Ora, se é verdade que SA+(G−1(Y)) divide
S(B$)+(Y) ◦ΩADk−1, por outro lado já não é verdade que S(G−1(Y)) divide S(Y) ◦ΩADk−1.
Com efeito S(Y) ◦ ΩADk−1 = ΩADk−1, porque S(Y) é trivial, logo se S(G−1(Y)) divide
ΩADk−1 então S(G−1(Y)) ∈ D ou seja, todos os idempotentes de S(G−1(Y)) são zeros à
direita, pelo que 0 é o único idempotente de S(G−1(Y)) (pois 0 = 0f = f para qualquer
idempotente f); mas tal contradiz a Proposição 2.17.

O Teorema 7.10 está demonstrado em [CC06] para o caso em que Y é sófico. A abor-
dagem áı usada consistiu em considerar certos ζ-semigrupos (uma generalização dos ω-
semigrupos [PP04]) como estruturas de reconhecimento de sistemas simbólicos sóficos. Por
razões combinatórias, para se aplicar essa abordagem torna-se necessário considerar sistemas
simbólicos sóficos. A demonstração do Teorema 7.10 que aqui apresentamos além de ser mais
abrangente é mais simples e directa. De agora em diante vamos restringir-nos ao âmbito dos
sistemas simbólicos sóficos, por termos mais exemplos sugestivos neste caso. Para o caso
geral podeŕıamos recorrer à teoria das variedades de semigrupos (as quais são uma forma
algébrica de classificar classes de semigrupos não necessariamente finitos) e que serve de
inspiração à teoria das pseudovariedades de semigrupos [Alm95].

Dada uma pseudovariedade de semigrupos ordenados V, denotamos por S(V) a classe
constitúıda pelos sistemas simbólicos X cujo semigrupo sintáctico ordenado S(X ) pertence
a V.

Teorema 7.11. Se V é uma pseudovariedade de semigrupos ordenados que contém U −

então a classe S(V ∗ D) contém os divisores dos seus elementos.

Demonstração. Seja Y ∈ S(V ∗ D). Se Y não é um sistema simbólico pleno então S(Y) =
S(B$)+(Y), caso contrário S(B$)+(Y) = U −. Em qualquer dos casos, como U − ∈ V, o
semigrupo S(B$)+(Y) pertence a V ∗ D. Pelo Teorema 7.10, se X é um sistema simbólico
divisor de Y então S(X ) divide S(B$)+(Y) ◦ ΩADn, para algum inteiro positivo n. Ora
S(B$)+(Y) ◦ ΩADn ∈ (V ∗ D) ∗Dn = V ∗ D, pelo que X ∈ S(V ∗ D).

Portanto, se V é uma pseudovariedade de semigrupos ordenados que contém U − então a
classe S(V ∗D) define um invariante algébrico para a equivalência fraca. Um outro corolário
imediato do Teorema 7.11 é que a classe dos sistemas simbólicos sóficos é fechada para
tomarmos os seus divisores.

Para qualquer pseudovariedade de semigrupos ordenados, tem-se L V = (L V) ∗ D, pelo
que se U −∈ V então S(L V) contém os divisores dos seus elementos.
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Exemplo 7.12. As classes S(L Sl), S(Com∗D) e S(L Com) são fechadas para tomarmos di-
visores. Verifiquemos que são todas distintas. Consideremos os seguintes sistemas simbólicos
sóficos:

X : Y :

a a bb a b ba

c ced ed

É posśıvel decidir se um sistema simbólico pertence a Com ∗D, uma vez que Thérien e Weiss
mostraram que Com ∗ D = [[yωx1z

ωx2y
ωx3z

ω = yωx3z
ωx2y

ωx1z
ω]] [TW85]. Efectuando

alguns cálculos, conclúımos que X ∈ S(L Com)\S(Com∗D) e que Y ∈ S(Com∗D)\S(L Sl).
Em particular X não é um divisor de Y.

Uma versão mais fraca do Teorema 7.11 foi demonstrada em [Cos07]: no lugar da equi-
valência fraca, estava a conjugação. Essa versão serviu como uma das motivação para o
artigo [CC06], onde se mostrou o Teorema 7.11. A abordagem utilizada foi [Cos07] diferente
das utilizadas em [CC06] ou nesta monografia: recorreu-se à descrição de uma base de
pseudoidentidades para V ∗D.

7.3.1 Comparação com outros invariantes de conjugação

Consideremos os sistemas simbólicos sóficos irredut́ıveis Y1 e Y2 cujas apresentações direitas
de Fischer são respectivamente os seguintes grafos etiquetados, onde e/ε significa que a aresta
e tem a etiqueta ε:

x7/a x3/a

x5/a

x1/a

x8/c

x4/bx6/c

x2/b

x9/d x7/a x3/a

x5/a

x1/a

x8/c

x4/cx6/b

x2/b

x9/d

Os sistemas simbólicos Y1 e Y2 são misturados e de tipo quase finito (cf. Teorema 2.30).
Têm a mesma função zeta. Os domı́nios das coberturas direitas e esquerdas de Krie-
ger/Fischer são respectivamente iguais. O próximo invariante a ser testado é a cobertura de
multiplicidade. Os sistemas simbólicos de multiplicidade de Y1 e de Y2 são iguais ao seguinte
sistema simbólico X :

x1 x3x7 x5 x3x7

x2x8 x4x6

Denotemos por πi a cobertura de Fischer de Yi. Vamos provar que as codificações π1|X e
π2|X não são conjugadas. Para isso vamos utilizar o seguinte lema:

Lema 7.13 ([BK88, Lema 2.3]). Suponhamos que as codificações ϕ : X → Y e ψ : X → Z
têm o mesmo domı́nio. Então ϕ e ψ são conjugadas se e só se existe um automorfismo F
de X tal que ψ ◦ F e ϕ têm o mesmo núcleo.

Seja F um automorfismo de X , com função de blocos f e janela n. Uma vez que F
permuta sequências constantes, existe i ∈ {1, 3, 5, 7} tal que F (x∞i ) = x∞1 . Suponhamos que
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i 6= 1. Então existem k, j tais que k 6= i e x−∞
k .xjx

+∞
i ∈ X . Uma vez que f(xni ) = x1,

temos F (x−∞
k .xjx

+∞
i ) ∼σ y.x

+∞
1 para algum y ∈ AZ

−
. Como xlx1 ∈ L(X ) implica l = 1,

temos F (x−∞
k .xjx

+∞
i ) = x∞1 = F (x∞i ), o que contradiz a injectividade de F . Logo F (x∞1 ) =

x∞1 . Analogamente, F (x∞5 ) = x∞5 , pelo que {F (x∞3 ), F (x∞7 )} = {x∞3 , x
∞
7 }. Sejam z =

x−∞
1 .x2x

+∞
3 e t = x−∞

3 .x4x
+∞
5 . Então z, t ∈ X e π1(z) = π1(t) = a−∞.ba+∞. Suponhamos

que F (x∞3 ) = x∞7 e que F (x∞7 ) = x∞3 . Então F (z) ∼σ x
−∞
1 .x8x

+∞
7 e F (t) ∼σ x

−∞
7 .x6x

+∞
5 ,

pelo que π2(F (z)) ∼σ a
−∞.ca+∞ e π2(F (t)) ∼σ a

−∞.ba+∞. Logo π2(F (z)) 6= π2(F (t)), e a
mesma conclusão é válida se F (x∞3 ) = x∞3 e F (x∞7 ) = x∞7 . Portanto as codificações π1|X
e π2|X não são conjugadas, pelo Lema 7.13. Logo as codificações π1 e π2 também não são
conjugadas. Portanto Y1 e Y2 não são conjugados, pelo Teorema 2.28.

Os argumentos anteriores para provar que Y1 e Y2 não são conjugados são algo ad-
hoc, e dependem do conhecimento do grupo de automorfismos de um sistema simbólico,
o que é um problema muito dif́ıcil em geral [LM96, Caṕıtulo 13]. Por outro lado, se
V for a pseudovariedade [[x3 = x2]] então Y1 /∈ S(L V) (uma vez que δY1(aba)

3 = 0 6=
δY1(aba)

2 e δY1(a)S(Y1) δY1(a) é um monóide local de S(Y1)) e Y2 ∈ S(L V). Deduzimos
do Teorema 7.11 que Y1 e Y2 não são fracamente equivalentes. Logo o Teorema 7.11 fornece
uma forma expedita de mostrar não só que Y1 e Y2 não são conjugados, mas também que
estão longe de o ser, no sentido em que a equivalência fraca é considerada um invariante de
conjugação muito fraco.

7.4 Determinação das classes invariantes para a conjugação

Dizemos que uma classe K de sistemas simbólicos é um invariante de conjugação se contiver
os sistemas simbólicos conjugados dos seus elementos. Convenção análoga se pode fazer
a respeito de outras relações, como a conjugação ulterior e a equivalência fraca. Nesta
subsecção vamos determinar todos os invariantes de conjugação da forma S(V), onde V é
uma pseudovariedade de semigrupos ordenados.

Proposição 7.14. Suponhamos que V é uma variedade positiva de linguagens. Se V contém
todas as linguagens da forma A∗wA∗ onde w ∈ A+ e A é um alfabeto finito, então V também
contém as linguagens da forma wA∗, A∗w ou {w}.

Demonstração. Seja V a pseudovariedade de semigrupos ordenados que corresponde a V.
Se Σ é uma base de pseudoinequações para V, então V =

⋂
(π≤ρ)∈Σ[[π ≤ ρ]]. Basta-nos

portanto supor que V = [[π ≤ ρ]] para algumas pseudopalavras π, ρ sobre um alfabeto
X = {x1, . . . , xn}. Seja b uma letra que não pertence a X, e seja B = X∪{b}. Consideremos
a linguagem L = B∗b ik(ρ)B

∗. Então L ∈ VB+. Logo o semigrupo sintáctico de L satisfaz
a pseudoidentidade π ≤ ρ. Em particular, δ̂L(π) ≤ δ̂L(ρ). Logo δ̂L(bπ) ≤ δ̂L(bρ). Como
bρ ∈ L, resulta da Proposição 6.3 que bπ ∈ L. Então existem z, t ∈ (ΩBS)1 tais que
bπ = zb ik(ρ)t. Suponhamos que z 6= 1. Então existe z′ ∈ (ΩBS)1 tal que bπ = bz′ bik(ρ)t.
Logo π = z′ bik(ρ)t, pela Proposição 1.60. Mas tal é imposśıvel, uma vez que b não é um factor
de π. Portanto z = 1 e bπ = bik(ρ)t, pelo que ik(π) = ik(ρ). Analogamente, tk(π) = tk(ρ).
Como k é arbitrário, deduzimos que π = ρ, ou que π e ρ são ambas pseudopalavras infinitas.

Dado um alfabeto A e um elemento w de A+, seja K uma das linguagens {w}, wA∗ ou
A∗w. O fecho de K em ΩAS é respectivamente igual a {w}, w(ΩAS)1 ou (ΩAS)1w. Sejam
z1, . . . , zn ∈ A

+ e x, y ∈ (ΩAS)1. Sejam u = xπ(z1, . . . , zn)y e v = xρ(z1, . . . , zn)y. Então
u = v ou u e v são ambas pseudopalavras infinitas tais que ik(u) = ik(v) e tk(u) = tk(v)
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para qualquer k ≥ 1. Portanto u ∈ K se e só se v ∈ K. Então, pela Proposição 6.3,

δK(π(z1, . . . , zn)) = δK(ρ(z1, . . . , zn)),

ou seja,
π(δ̂K(z1), . . . , δ̂K(zn)) = ρ(δ̂K(z1), . . . , δ̂K(zn)).

Como as palavras zi são arbitrárias, isto significa que o semigrupo sintáctico de K satisfaz
a pseudoidentidade π = ρ, e portanto K ∈ V.

A restrição da Proposição 7.14 às variedades de linguagens foi demonstrada em [Cos00],
com argumentos que dependem do facto de que tais variedades positivas são fechadas para
a operação de tomar o complemento.

Consideremos no semigrupo Bn a ordem em que o zero é máximo e os restantes elementos
não são comparáveis entre si quando são distintos. Denotamos por B−

n o semigrupo ordenado
assim definido.

Observação 7.15. Seja n um inteiro. Se G é um grafo fortemente conexo com n vértices
então o semigrupo sintáctico ordenado de XG é B−

n .

Justificação. De acordo com a Observação 2.23, o semigrupo sintáctico de L(XG) é Bn.
Sejam p, q ∈ L(XG) tais que δXG

(q) ≤ δXG
(p). Existem arestas x e y de XG tais que xpy

é um caminho de XG. Como CXG
(p) ⊆ CXG

(q), a sequência xqy também é um caminho
de XG. Logo p e q são caminhos co-terminais. Tal implica CXG

(p) = CXG
(q), ou seja,

δXG
(p) = δXG

(q).

Proposição 7.16. Seja V uma pseudovariedade de semigrupos ordenados. Se S(V) é um
invariante de conjugação então L Sl− ⊆ V. Adicionalmente, se V é uma pseudovariedade de
semigrupos então L Sl ⊆ V.

Demonstração. Seja V a variedade positiva de linguagens que corresponde a V. Pelo Teo-
rema 7.7 e pelo dual da Proposição 7.14, para mostrar que L Sl− ⊆ V é suficiente mostrar
que as linguagens da forma A+ \ A∗wA∗ pertencem a VA+.

Seja C = {c, d} um alfabeto com duas letras. Consideremos o alfabeto D das palavras de
comprimento dois sobre C. Seja Y o sistema simbólico de DZ com a seguinte apresentação:

cc dd

cd

dc

Então Y = (CZ)
[0,1]

. Em particular Y é conjugado de CZ. Como os sistemas simbólicos
plenos pertencem a S(V) — pois por convenção os seus semigrupos sintácticos são triviais
— e S(V) contém os conjugados dos seus elementos, conclúımos que o semigrupo sintáctico
ordenado de Y pertence a V. Ora esse semigrupo é B−

2 , de acordo com a Observação 7.15.
Seja n um inteiro positivo. Tal como é observado em [PPW02], não é dif́ıcil mostrar que B−

n

é um divisor de um produto de um número finito de cópias de B−
2 . Logo B−

n ∈ V.
Um sistema simbólico irredut́ıvel de tipo finito é um conjugado de um sistema simbólico

das arestas de um grafo fortemente conexo, pela Proposição 2.9. De acordo com a Obser-
vação 7.15, o semigrupo sintáctico ordenado de um tal sistema simbólico de arestas é B−

n .
Portanto S(V) contém todos os sistemas simbólicos irredut́ıveis de tipo finito.
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Consideremos um alfabeto finito A e um elemento w de A+. Seja b uma letra que não
pertence a A. Consideremos o alfabeto B = A ∪ {b}. Denotemos por ϕ o homomorfismo de
inclusão A+ → B+. A linguagem L = B+ \ B∗wB∗ é claramente factorial, e é prolongável
uma vez que se u ∈ L então bub ∈ L. Além do mais, se u e v são elementos de L então
ubv ∈ L. Logo L define um sistema simbólico irredut́ıvel de tipo finito, pelo que L ∈ V. Uma
vez que A+ \ A∗wA∗ = ϕ−1(L), temos A+ \ A∗wA∗ ∈ V. Portanto L Sl− ⊆ V, de acordo
com a observação feita no primeiro parágrafo desta demonstração.

As variedades de linguagens são fechadas para a complementação. Resulta então dos
Teoremas 1.33 e 7.7 que se uma pseudovariedade de semigrupos contém L Sl− então também
contém L Sl.

Lema 7.17. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos ordenados V que contém
L Sl−. Seja k um inteiro positivo. Se L pertence à variedade positiva de linguagens definida
por V ∗ Dk então Φk(L) \ {1} pertence à variedade positiva de linguagens definida por V.

Demonstração. Seja V a variedade positiva de linguagens definida por V.

L \A≤k = L ∩

(
⋂

u∈A≤k

A+ \ {u}

)
.

Os conjuntos da forma A+ \ {u} são localmente e negativamente testáveis, e portanto L \
A≤k pertence à variedade positiva de linguagens definida por V ∗ Dk. Pelo Teorema 7.6, a
linguagem L \ A≤k é a união de uma famiĺıa finita (Ri)i∈I de linguagens da forma Ri =
piA

∗ ∩ A∗si ∩ Φ−1
k (Ki), com pi, si ∈ A

k+1 e Ki ∈ V(Ak+1)+. Podemos verificar facilmente
que

Φk(L) \ {1} =
⋃

i∈I

[
(Φk(A

+) \ {1}) ∩ pi(A
k+1)∗ ∩ (Ak+1)∗si ∩Ki

]
.

A linguagem Φk(A
+) \ {1} é localmente e negativamente testável, pois se W = (Ak+1)2 \

{Φk(A
2)} então

Φk(A
+) \ {1} = (Ak+1)+ \ (Ak+1)∗W (Ak+1)∗.

Os conjuntos pi(A
k+1)∗ e (Ak+1)∗si também são linguagens localmente e negativamente tes-

tatáveis de (Ak+1)+. Portanto as linguagens Φk(A
+) \ {1}, pi(A

k+1)∗, (Ak+1)∗si pertencem
a V(Ak+1)+. Logo Φk(L) \ {1} ∈ V(Ak+1)+, uma vez que Ki ∈ V(Ak+1)+ e V(Ak+1)+ é
fechado para uniões e intersecções finitas.

Teorema 7.18. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos ordenados V. Então
S(V) é um invariante de conjugação se e só se V contém L Sl− e S(V) = S(V ∗D).

Demonstração. Suponhamos que S(V) é um invariante de conjugação. Então V contém
L Sl−, pela Proposição 7.16. Suponhamos que X é um sistema simbólico de AZ pertencente
a S(V ∗ D). Como V ∗ D =

⋃
k≥1 V ∗ Dk, existe k ≥ 1 tal que X ∈ S(V ∗ Dk). O conjunto

Φk(L(X )) \ {1} é a linguagem de um sistema simbólico Y de (Ak+1)Z conjugado com X .
Pelo Lema 7.17 temos Y ∈ S(V). Logo X ∈ S(V), uma vez que S(V) é um invariante de
conjugação. Portanto S(V ∗D) ⊆ S(V). É claro que S(V) ⊆ S(V ∗D).

A implicação rećıproca é uma consequência imediata dos Teoremas 7.1 e 7.11.

Se não defińıssemos o semigrupo sintáctico de um sistema simbólico pleno como sendo o
semigrupo trivial então por exemplo S(I) e S(D) seriam vazios, pelo que o Teorema 7.18
seria falso.
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7.5 Bestiário de classes de sistemas sóficos com caracteriza-

ções sintácticas

As linguagens de sistemas simbólicos de tipo finito são localmente negativamente testáveis.
Portanto, da Proposição 7.16 deduz-se que não é posśıvel usar um invariante da forma S(V)
para detectar pares de sistemas simbólicos de tipo finito não conjugados, onde V é uma
pseudovariedade de semigrupos ordenados.

A classe dos sistemas simbólicos de tipo finito está estritamente contida em S(L Sl−).
Com efeito, se A for o alfabeto de duas letras {a, b} então a linguagem L = (A+ \A∗abA∗)∪
(A+ \A∗baA∗) é factorial e prolongável, pelo que existe um único sistema simbólico X de AZ

tal que L(X ) = L. A linguagem L(X ) é localmente testável, donde X ∈ S(L Sl−). Por outro
lado, para qualquer inteiro positivo n temos abn ∈ L(X ), bna ∈ L(X ) mas abna /∈ L(X ),
pelo que X não é de tipo finito, pela Proposição 2.5.

Uma questão que decorre naturalmente da Proposição 7.16 é a de sabermos qual é a relação
entre as classes S(L Sl−) e S(L Sl). Pela Proposição 7.4 temos L Sl− = L Sl ∩L [[x ≤ xy]],
pelo que S(L Sl−) = S(L Sl) ∩ S(L [[x ≤ xy]]).

Proposição 7.19. As classes S(L Sl−), S(L Sl) e S(L [[x ≤ xy]]) são distintas.

Demonstração. Está demonstrado em [PW97] que o semigrupo sintáctico ordenado de uma
linguagem L de A+ pertence a L [[x ≤ xy]] se e só se L é a intersecção finita de linguagens
da forma A+ \ u0A

∗u1A
∗ · · · uk−1A

∗uk, onde k ≥ 0 e ui ∈ A
∗. Portanto, se A é o alfabeto

de duas letras {a, b} então o sistema simbólico X de AZ definido pela linguagem factorial
prolongável A+ \ A∗abA∗a2bA∗ pertence a S(L [[x ≤ xy]]). Como para quaisquer v,w ∈ A∗

temos vbw ∈ A∗abA∗a2bA∗ se e só se vb2w ∈ A∗abA∗a2bA∗, sabemos que δX (b) = δX (b)2.
Uma vez que ba2ba2b /∈ L(X ) e ba2b ∈ L(X ), temos δX (b)ωδX (a2)δX (b)ωδX (a2)δX (b)ω 6=
δX (b)ωδX (a2)δX (b)ω, pelo que X /∈ S(L Sl).

Por outro lado, seja Y o sistema simbólico com a seguinte apresentação:

d e

a a

b b

b

b

c c

Temos cabac ∈ L(Y) e cac /∈ L(Y), pelo que δY(a) � δY(aba). Como δY(a) = δY(a)2,
deduzimos que Y /∈ S(L [[x ≤ xy]]). Por outro lado Y ∈ S(L Sl), por cálculo directo.

Uma consequência das Proposições 7.16 e 7.19 é que não existe uma pseudovariedade de
semigrupos V tal que S(L Sl−) = S(V).

Dada uma pseudovariedade de semigrupos ordenados V, seja SI(V) a classe dos sistemas
simbólicos irredut́ıveis pertencentes a S(V). Se Sl− ⊆ V então SI(L V) é uma classe fechada
para tomarmos divisores irredut́ıveis, pelo Teorema 7.11. Existe uma infinidade de tais
classes.

Exemplo 7.20. Consideremos a sequência (Xn)n≥1 de sistemas simbólicos sóficos irredut́ı-
veis com as seguintes apresentações:
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· · ·Xn : (n b’s)

a a a a a

b b b b b

c

Então Xn ∈ SI(L [[xn+2 = xn+1]]) \SI(L [[xn+1 = xn]], pelo que

SI(L [[x2 = x]]) $ SI(L [[x3 = x2]]) $ SI(L [[x4 = x3]]) $ · · · .

Vamos proceder à descrição de algumas classes relevantes de sistemas simbólicos sóficos
da forma SI(V).

Proposição 7.21. A classe dos sistemas simbólicos irredut́ıveis de tipo finito é a classe
SI(L Com).

Demonstração. Qualquer sistema simbólico de tipo finito pertence a S(L Sl−), logo pertence
a S(L Com). Reciprocamente, suponhamos que X é um sistema simbólico de AZ pertence
a SI(L Com). Consideremos elementos u, v,w de A+ tais que uv, vw ∈ L(X ) e v tem
comprimento maior do que o cardinal de S(X ). Pela Proposição 1.42 existem v1, e, v2 ∈ A

+

tais que v = v1ev2 e δX (e) é um idempotente. Como e, uv1e, ev2w ∈ L(X ) e X é irredut́ıvel,
existem x, y ∈ A+ tais que ev2w·x·e·y·uv1e ∈ L(X ). Isto significa que δX (ev2wxeyuv1e) 6= 0.
Como o submonóide local δX (e)S(X ) δX (e) é comutativo, temos

δX (eyuvwxe) = δX (eyuv1e)δX (ev2wxe) = δX (ev2wxe)δX (eyuv1e) 6= 0.

Portanto eyuvwxe ∈ L(X ), donde uvw ∈ L(X ). Graças à Proposição 2.5 conclúımos que X
é um sistema simbólico irredut́ıvel de tipo finito.

Seja Inv a pseudovariedade gerada pelos semigrupos de transformações parciais injectivas
em conjuntos finitos. Ash mostrou que Inv = [[xωyω = yωxω]] [Ash87].

Teorema 7.22. A classe dos sistemas simbólicos de tipo quase finito é a classe SI(L Inv).

Demonstração. Suponhamos que X é um sistema simbólico de AZ de tipo quase finito. Então
X é conjugado de um sistema simbólico Y de BZ com uma apresentação (G, λ) bi-resolvente,
para algum alfabeto B (cf. Teorema 2.24). É claro que os elementos do semigrupo de
transição de qualquer grafo etiquetado bi-resolvente são funções parciais injectivas. Portanto
o semigrupo de transição de (G, λ) pertence a Inv. Logo Y ∈ S(Inv), pela Proposição 1.15.
Como U − ∈ Inv ⊆ L Inv, aplicando o Teorema 7.11 conclúımos que X ∈ S(L Inv).

Reciprocamente, suponhamos que X ∈ SI(L Inv) e que X não é de tipo quase finito.
Então a sua apresentação direita de Fischer F(X ) não é co-fechante (cf. Teorema 2.24), pelo
que nela existem caminhos etiquetados de acordo com a seguinte disposição:

p u //

z

��
r quoo

z

��
p, q, r estados, p 6= q, u, z ∈ A+.

Como F(X ) é fortemente conexo, existem caminhos r → p e r → q etiquetados v e w. Então
p · (zωuvzω)ω(zωuwzω)ω = q e p · (zωuwzω)ω(zωuvzω)ω = p. O monóide local de S(X ) em
δ̂X (z)ω pertence a Inv = [[xωyω = yωxω]], logo (zωuvzω)ω(zωuwzω)ω e (zωuwzω)ω(zωuvzω)ω

têm a mesma acção nos estados de F(X ). Deduz-se então que p = q, o que é contraditório.
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O facto de que a classe dos sistemas simbólicos de tipo quase finito está contida em
SI(L Inv) foi provado em [BFP05], usando outras ideias. A inclusão oposta foi demonstrada
em [Cos07]. Está provado em [Béa93, Proposição 4.1] que a classe dos sistemas simbólicos
de tipo quase finito é fechada para a conjugação. Esse facto é agora um corolário do seguinte
resultado, que se deduz imediatamente dos Teoremas 7.11 e 7.22:

Teorema 7.23. A classe dos sistemas simbólicos de tipo quase finito é fechada para tomar-
mos divisores irredut́ıveis.

Uma codificação G : X → Y diz-se aperiódica se para qualquer x ∈ X se verifica a condição

{n ∈ Z+ : σn(x) = x} 6= ∅ ⇒ min{n ∈ Z+ : σn(x) = x} = min{n ∈ Z+ : σn(G(x)) = G(x)}.

Um sistema simbólico aperiódico é um sistema simbólico que é a imagem de um sistema sim-
bólico de tipo finito através de uma codificação aperiódica. A classe SI(A) foi caracterizada
em [BFP06] como sendo a classe dos sistemas simbólicos aperiódicos. Também foi provado
em [BFP06] que SI(A) é um invariante de conjugação, usando uma versão mais fraca do
Teorema 6.23. Mas como A = L A, aplicando o Teorema 7.11 obtemos um resultado melhor:

Teorema 7.24. A classe dos sistemas simbólicos aperiódicos é fechada para tomarmos
divisores irredut́ıveis.

7.6 Conjugação ulterior

Para que se compreenda a necessidade desta secção, é preciso que se diga que não sabemos
se é verdade que quaisquer dois sistemas simbólicos (sóficos) ulteriormente conjugados são
fracamente equivalentes.

Um semigrupóide ordenado é um semigrupóide S munido de uma ordem parcial (usual-
-mente denotada por ≤) definida no conjunto das arestas de S e que é uma congruência
sobre S. Os homomorfismos entre semigrupóides ordenados são os homomorfismos de semi-
grupóides que respeitam a ordem. Dizemos que um semigrupóide ordenado S é um divisor do
semigrupóide ordenado T se existir um subsemigrupóide ordenado R de T para o qual existe
um homomorfismo quociente de semigrupóides ordenados ϕ : R→ S. Uma pseudovariedade
de semigrupóides ordenados é uma classe não vazia de semigrupóides ordenados finitos
que contém os divisores e os produtos directos finitos dos seus elementos, onde a ordem
é definida componente a componente. Note-se que as pseudovariedades de semigrupóides
são pseudovariedades de semigrupóides ordenados. Tal como no caso em que não se supõe a
existência de uma ordem, o global de uma pseudovariedade V de semigrupos ordenados
define-se como a menor pseudovariedade de semigrupóides ordenados que contém V, e
denota-se por gV. Todos estes conceitos são introduzidos em [PPW02].

Dado um semigrupo ordenado S, a categoria dos idempotentes de S é a categoria ordenada
denotada por SE definida do seguinte modo:

• os vértices de SE são os idempotentes de S;
• dados dois idempotentes e e f de S, as arestas de SE que começam em e e acabam em
f são os triplos (e, s, f) tais que s ∈ S e s = esf ;

• a composição de duas arestas consecutivas (e, s, f) e (f, t, g) é a aresta (e, st, g);
• dadas duas arestas co-terminais (e, s, f) e (e, t, f), temos (e, s, f) ≤ (e, t, f) se e só se
s ≤ t.
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Teorema 7.25 (Teorema do Atraso). Consideremos uma pseudovariedade V de semigrupos
ordenados que contém algum monóide não trivial. Seja S um semigrupo ordenado finito.
Então S ∈ V ∗ D se e só se SE ∈ gV.

O Teorema 7.25 está demonstrado em [PPW02].1 Trata-se de uma adaptação da versão
“não ordenada” que apareceu em [Til87, Teorema 17.1] como uma reformulação de um
resultado de [Str85].

Teorema 7.26. Suponhamos que V é uma pseudovariedade de semigrupos ordenados. Se
S(V) é um invariante de conjugação então também é um invariante de conjugação ulterior.

Demonstração. Pelo Teorema 7.18, temos S(V) = S(V ∗D), e V contém algum monóide não
trivial. Pelo Teorema do Atraso temos

S(V ∗D) = {Z : Z é sófico e S(Z)E ∈ gV}.

Suponhamos que X e Y são sistemas simbólicos ulteriormente conjugados. Consideremos
um inteiro l tal que X l e Y l são conjugados. Seja l′ como no Lema 6.30. Como l′ > l, os
sistemas simbólicos X l

′
e Y l

′
são conjugados. Portanto

S(X l
′

)E ∈ gV ⇔ S(Y l
′

)E ∈ gV.

Ora S(X )E = S(X l
′
)E e S(Y)E = S(Y l

′
)E .

1De facto em [PPW02] o Teorema do Atraso está enunciado para pseudovariedades de monóides ordenados,
mas mutatis mutandis a demonstração é a mesma para pseudovariedades de semigrupos ordenados.
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Apêndice A

Entropia de pseudopalavras

Este caṕıtulo em apêndice é constitúıdo por uma selecção de material de [AV06] sobre a
entropia de pseudopalavras. Os resultados aqui exibidos não serão todos provados, mas
podemos dizer que são todos de demonstração deveras curta e elegante, com excepção da
parte relativa à iteração de endomorfismos cont́ınuos.

Consideremos uma pseudovariedade V de semigrupos que contém L Sl.
Se (tn)n é uma sequência de números reais não negativos tal que tr+s ≤ tr + ts, então a

sucessão ( tnn )n é convergente [LM96, Lema 4.1.7]. Seja w um elemento de ΩAV \ A+, onde
A é um alfabeto com mais do que uma letra. Como Fr+s(w) ⊆ Fr(w)Fs(w), temos

log|A| |Fr+s(w)| ≤ log|A|(|Fr(w)| · |Fs(w)|) = log|A| |Fr(w)| + log|A| |Fs(w)|.

Logo existe o seguinte limite

hA(w) = lim
n→∞

log|A| |Fn(X )|

n
,

o qual se designa por entropia de w.
Ao contrário do que acontece com os sistemas simbólicos, a definição de entropia de uma

pseudopalavra depende do alfabeto que se está a considerar. Se A ⊆ B, em geral hA(w) >
hB(w). A escolha da base é uma mera convenção. Estamos a seguir a definição de [AV06].

Por convenção, os elementos de A+ têm entropia zero.
Existem outros elementos de entropia zero. Por exemplo, se u ∈ A+ então Fn(u

ω) ≤ |u|,
pelo que hA(uω) = 0. Mais geralmente, se xν ∈ Ω1S então hA(uω) = hA(u) para qualquer
u ∈ ΩAV.

Como |Fn(w)| ≤ |A|n, temos hA(w) ≤ 1. O ideal mı́nimo de ΩAV é denotado por KA.

Proposição A.1. Um elemento de ΩAV tem entropia 1 se e só se pertence a KA.

Se X é um sistema simbólico irredut́ıvel de AZ, então para qualquer elemento u de J(X )

temos hA(u) = h(X )
ln |A| . Ainda sob a condição |A| > 1, D. Damanik e B. Solomyak [DS02]

mostraram que para qualquer ε > 0 existe um sistema simbólico minimal Xε tal que
h(Xε) > ln |A| − ε. Ou seja, de acordo com o Teorema 3.24, para qualquer ε > 0 existe
uma pseudopalavra infinita J -maximal de entropia maior do que 1 − ε. É interessante
confrontar este facto com a Proposição A.1 e o Teorema 3.25.

Teorema A.2. Além de A, consideremos um outro alfabeto B. Seja w′ = w(v1, . . . , v|B|)
onde vi ∈ ΩAV (i ∈ {1, . . . , |B|}) e w ∈ ΩBS. Tem-se

hA(w′) ≤ max{hB(w) log|A| |B|, hA(v1), . . . , hA(v|B|)}.
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Corolário A.3. Para quaisquer u, v ∈ ΩAV, tem-se hA(uv) = max{hA(u), hA(v)}.

Demonstração. É claro que a entropia de uma pseudopalavra é maior ou igual à entropia
de qualquer um dos seus factores. Logo max{hA(u), hA(v)} ≤ hA(uv). Seja X = {x, y} um
alfabeto de duas letras. Então w = xy ∈ ΩXV e uv = w(u, v). Logo, como hX(w) = 0, segue
que hA(uv) ≤ max{hA(u), hA(v)} ≤ hA(uv).

Em particular, ΩAV \KA é um subsemigrupo de ΩAV, graças à Proposição A.1.

Corolário A.4. O semigrupo ΩAV \ KA é fechado para a composição dos seus elementos
com pseudopalavras de ΩBV \KB, se |B| ≤ |A|.

Demonstração. Se w ∈ ΩBV \KA então hB(w) < 1, pela Proposição A.1. Como log|A| |B| ≤
1, o resultado segue imediatamente do Teorema A.2.

Corolário A.5. O semigrupo ΩAV \ KA é fechado para a composição dos seus elementos
com pseudopalavras de ΩBV, se |B| < |A|.

Demonstração. Se w ∈ ΩBV então hB(w) log|A| |B| < 1.

Para que se aprecie o interesse da entropia de pseudopalavras, compare-se a demonstração
do Corolário A.5 com a demonstração do Teorema 12.3.2 de [Alm95], um resultado muito
mais fraco.

Em [Alm05b, Teorema 4.14] foi provado que se S é um semigrupo profinito gerado por um
conjunto finito, então o monóide End(S) dos seus endomorfismos cont́ınuos é um semigrupo
profinito para a topologia da convergência pontual, e a função de avaliação (ϕ, s) 7→ ϕ(s)
de End(S) × S em S é cont́ınua. Assim, por exemplo, se ϕ ∈ End(S) então ϕω(s) =
limn→+∞ ϕn!(s). Pode-se dizer que ϕω, e mais geralmente ϕν com xν ∈ Ω1S, é uma iteração
de ϕ. A exploração da dinâmica destas iterações constitui o paradigma de vários artigos de
J. Almeida, em parte em co-autoria com M. Volkov. Por exemplo, em [Alm02b] e em [AV06]
a iteração de endomorfismos cont́ınuos num semigrupo profinito livre permitiu a definição
de pseudopalavras de um tipo até então não estudado e com as quais foi posśıvel deduzir
propriedades sobre certas classes de pseudovariedades; em [Alm05a] o estudo da dinâmica
dos endomorfismos cont́ınuos do semigrupo profinito livre definidos por substituições (fra-
camente) primitivas permitiu o cálculo do grupo de Schützenberger de várias famı́lias de
J -classes maximais de pseudopalavras infinitas. A iteração de endomorfismos cont́ınuos
também não aumenta a entropia, conforme está enunciado no teorema seguinte.

Teorema A.6. Seja ϕ um endomorfismo cont́ınuo de ΩAV. Para qualquer xν ∈ Ω1S, tem-se

max
a∈A

hA(ϕν(a)) ≤ max
a∈A

hA(ϕ(a)).
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Apêndice B

Matrizes simbólicas

Ao longo deste caṕıtulo em apêndice, vamos poder constatar que as matrizes simbólicas estão
para os sistemas simbólicos sóficos tal como as matrizes numéricas estão para os sistemas
simbólicos de tipo finito.

Seja A um alfabeto. Como é habitual, o anel dos polinómios sobre A de coeficientes
inteiros denota-se por Z[A]. Uma matriz simbólica sobre A é uma matriz M cujas entradas
são elementos de Z[A] de coeficientes não negativos. Se adicionalmente todas as entradas de
M forem polinómios lineares então dizemos que M é uma matriz simbólica linear.

Seja G = (G, λ) um grafo etiquetado com n vértices. Ordenemos os vértices de G de 1
até n. A matriz simbólica de adjacência da apresentação G (ou da cobertura λ∗) é a matriz
n×n simbólica linearMG tal que se E(i, j) designar o conjunto das arestas de G que começam
no i-ésimo vértice e acabam no j-ésimo vértice então (MG)i,j =

∑
x∈E(i,j) λ(x) (se a soma

for vazia então a entrada é 0).

Exemplo B.1. Um grafo etiquetado e a respectiva matriz simbólica de adjacência:

1 2 3 4c b

a

b

b

a

a

c

c




c b a 0
0 0 b 0
b 0 0 a+ c
0 0 a+ c 0




Reciprocamente, uma matriz simbólica linear quadrada M de dimensão n sobre A define
naturalmente um grafo etiquetado GM com n vértices v1 . . . vn: se Mi,j = a1 + a2 + · · · +
ak−1 + ak, então entre vi e vj existem k arestas, sendo a k-ésima aresta etiquetada ai. A
cobertura associada a GM é denotada por πM .

Na Subsecção 2.3.2 vimos como calcular a função zeta de um sistema simbólico de tipo
finito com o recurso a matrizes de inteiros não negativos. Em [LM96, Secção 6.4] encontra-se
uma exposição de uma generalização desse procedimento para sistemas simbólicos sóficos,
recorrendo às matrizes simbólicas, e que de seguida apresentamos resumidamente.

Suponhamos que G é um grafo etiquetado resolvente sobre o alfabeto A e com n vértices
p1, . . . , pn. Denotemos por τ o homomorfismo de transição de G, por τu a imagem por τ de
uma palavra u. O alfabeto −A é o alfabeto disjunto de A constitúıdo pelos monómios de
Z[A] da forma −a, com a ∈ A. Para cada k ∈ {1, . . . , n} seja Gk o grafo etiquetado definido
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do seguinte modo: o conjunto dos vértices é o conjunto dos k-tuplos (pi1, . . . , pik)i1<i2<...<ik ;
para cada a ∈ A, existe uma aresta etiquetada a (respectivamente −a) entre (pi1 , . . . , pik)
e (pj1, . . . , pjk) se e só se (pj1, . . . , pjk) é uma permutação par (respectivamente ı́mpar) de
(τa(pi1), . . . , τa(pik)). Dizemos que Gk é o k-ésimo grafo dos subconjuntos de G. Seja ϕ
o único homomorfismo de anéis entre Z[A] e Z tal que ϕ(a) = 1 para todo a ∈ A. Para
cada k ∈ {1, . . . , n} seja Nk a matriz simbólica de adjacência de Gk. Se Nk for uma matriz
mk×mk, sejaMk a matrizmk×mk tal que (Mk)i,j = ϕ((Nk)i,j), para todo i, j ∈ {1, . . . ,mk}.
Dizemos que Mk é a matriz numérica associada de G.

Teorema B.2 ([LM96, Teorema 6.4.8]). Seja G um grafo etiquetado resolvente com n
vértices. Para cada k ∈ {1, . . . , n} seja Mk a matriz numérica associada a Gk. Então

ζXG
(t) =

n∏

k=1

[det(I − tMk)]
(−1)k

.

Exemplo B.3. Consideremos o sistema simbólico sófico apresentado pelo grafo etiquetado
resolvente G do Exemplo B.1. Então

N1 =




c b a 0
0 0 b 0
b 0 0 a+ c
0 0 a+ c 0


 , M1 =




1 1 1 0
0 0 1 0
1 0 0 2
0 0 2 0


 .

O grafo etiquetado G2 tem a seguinte representação gráfica:

(2, 3) (2, 4) (3, 4)

(1, 2) (1, 3) (1, 4)

−a

−c

−b
b

−b

a −a

c

c

As matrizes correspondentes são

N2 =




0 0 0 b 0 0
−b 0 c 0 0 a

0 c 0 0 0 −a
0 −b 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −a− c




e M2 =




0 0 0 1 0 0
−1 0 1 0 0 1

0 1 0 0 0 −1
0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −2



.

Por fim, N3 = [b] e M3 = [1]. Logo,

ζXG
(t) =

det(I6 − tM2)

det(I4 − tM1) det(I1 − tM3)
=
−1− 2t+ t2 + 3t3 + 2t4

−1 + 2t+ 4t2 − 8t3 + 3t4
.

Note-se que o método de cálculo da função zeta de um sistema simbólico de tipo finito
descrito no Teorema 2.26 é um caso particular do Teorema B.2. Com efeito, se M é uma
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matriz essencial de inteiros não negativos então de entre os grafos dos subconjuntos de GM ,
o próprio GM é o único com arestas, logo é o único que é relevante para o cálculo da função
zeta. Ora a matriz numérica associada a GM é precisamente M .

O cálculo da entropia de um sistema simbólico sófico é em geral mais simples do que o
cálculo da sua função zeta, graças ao próximo teorema. Uma função diz-se finita-para-um
se existir um inteiro M para o qual todos elementos da sua imagem têm no máximo M
pré-imagens. Se (G,λ) é um grafo etiquetado (co-)fechante então λ∗ é finita-para-um.

Teorema B.4 ([LM96, Teorema 8.1.16 e Exerćıcio 8.1.6]). Suponhamos que Y é um sistema
simbólico sófico apresentado por um grafo etiquetado (G,λ) tal que λ∗ é finita-para-um.
Então h(Y) = h(XG).

Duas matrizes quadradas (de dimensões eventualmente diferentes) M e N de inteiros
não negativos são elementarmente equivalentes se existirem matrizes U e V de inteiros não
negativos tais que M = UV e N = V U . O fecho transitivo da relação de equivalência
elementar é uma relação de equivalência denominada equivalência forte para a translação,
ou mais abreviadamente equivalência forte.

Teorema B.5 ([Wil73], [LM96, Teorema 7.2.7] ). Sejam M e N duas matrizes essenciais
de inteiros não negativos. Os sistemas simbólicos XM e XN são conjugados se e só se M e
N são fortemente equivalentes para a translação.

A Proposição 2.9 e o Teorema B.5 transformam o problema da classificação das classes de
conjugação de sistemas simbólicos de tipo finito no problema da classificação das classes de
equivalência forte de matrizes essenciais de inteiros não negativos. Um fenómeno semelhante
ocorre com a conjugação ulterior, como vamos ver de seguida. Duas matrizes quadradas
(de dimensões eventualmente diferentes) M e N de inteiros não negativos são ulteriormente
equivalentes se existirem matrizes U e V de inteiros não negativos e um inteiro positivo l
tais que M l = UV , N l = V U , MU = UN e VM = NV .

Teorema B.6 ([Wil73, KR79]). Sejam M e N duas matrizes essenciais de inteiros não
negativos. Os sistemas simbólicos XM e XN são ulteriormente conjugados se e só se M e
N são ulteriormente equivalentes.

Vamos em seguida exibir teoremas sobre sistemas simbólicos sóficos semelhantes aos
Teoremas B.5 e B.6.

Duas matrizes simbólicas M e N são simbolicamente equivalentes, e escrevemos M ↔ N se
M e N forem iguais módulo uma bijecção entre os monómios que ocorrem nas suas entradas.
Por exemplo, podemos escrever,

[
0 b

b+ c 2a

]
↔

[
0 y

x+ y 2z

]
↔

[
0 bb

bb+ bc 2cb

]
.

Duas matrizes simbólicas M e N são elementarmente equivalentes se existirem matrizes
simbólicas U e V sobre alfabetos disjuntos tais que M ↔ UV e N ↔ V U . A relação
de equivalência entre matrizes simbólicas gerada pela relação de shift equivalência forte
elementar denomina-se equivalência forte para a trasnlação.

Teorema B.7 ([Nas86, HN88]). Sejam M e N matrizes simbólicas. Então πM e πN são
codificações conjugadas se e só se M e N são fortemente shift equivalentes.
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Seja C uma famı́lia de coberturas. Duas matrizes simbólicas M e N são fortemente
equivalentes C se existir uma sequência de matrizes simbólicas de adjacência de elementos
de C

M = M0,M1, . . . ,Mk−1,Mk = N

tal que Mi e Mi+1 são elementarmente equivalentes, para todo i ∈ {0, . . . , k − 1}.

Teorema B.8 ([Nas86, HN88]). Sejam X e Y dois sistemas simbólicos sóficos. Sejam M e
N as matrizes simbólicas de adjacência das suas coberturas direitas de Krieger. Então X e
Y são conjugados se e só se M e N são fortemente equivalentes via coberturas direitas de
Krieger. Suponhamos que X e Y são irredut́ıveis e que C e D são as matrizes simbólicas de
adjacência das suas coberturas direitas de Fischer. Então X e Y são conjugados se e só se
C e D são fortemente equivalentes via coberturas direitas de Fischer.

Duas matrizes simbólicas M e N são ulteriormente equivalentes se existirem matrizes
simbólicas U e V sobre alfabetos disjuntos e um inteiro positivo l tais que M l ↔ UV ,
N l ↔ V U , MU ↔ UN e VM ↔ NV .

Teorema B.9 ([BK88, Teorema 1.9]). Sejam M e N matrizes simbólicas tais que πM e πN
são finitas-para-um. Então πM e πN são codificações ulteriormente conjugadas se e só se M
e N são ulteriormente equivalentes.

Teorema B.10 ([BK88, Proposição 1.10]). Sejam X e Y dois sistemas simbólicos sóficos.
Sejam M e N as matrizes simbólicas de adjacência das suas coberturas direitas de Krieger.
Então X e Y são ulteriormente conjugados se e só se M e N são ulteriormente equivalentes.
Suponhamos que X e Y são irredut́ıveis e que C e D são as matrizes simbólicas de adjacência
das suas coberturas direitas de Fischer. Então X e Y são ulteriormente conjugados se e só
se C e D são ulteriormente equivalentes.
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Apêndice C

As equações V = A©m V e V = V ∗ D

Temos A©m (A©m V) = A©m V, para qualquer pseudovariedade de semigrupos V [Pin86, Exer-
ćıcio 5.10]. Logo as soluções da equação V = A©m V são precisamente as pseudovariedades
da forma A©m V.

Conforme já se escreveu no último parágrafo da Subsecção 1.7.1, também temos V ∗ D =
(V ∗D)∗D para qualquer pseudovariedade de semigrupos V, pelo que as soluções da equação
V = V ∗ D são precisamente as pseudovariedades da forma V ∗ D. Consideremos a sucessão
(Cn)n de pseudovariedades de semigrupos definida recursivamente do seguinte modo:

• C0 = A;

• Cn = A ∗ G ∗ Cn−1 se n ≥ 1.

Uma posśıvel formulação do célebre Teorema de Krohn-Rhodes [KR65] consiste na igualdade
S =

⋃
n≥0 Cn (cf. [Alm95, Secção 10], nomeadamente Teorema 10.5.5). A complexidade de

um semigrupo finito S é o menor inteiro n tal que S ∈ Cn [KR68]. O conhecido problema
ainda em aberto da complexidade de Krohn-Rhodes consiste em saber se existe ou não um
algoritmo que permite calcular a complexidade de um semigrupo finito.

Como A ∗ D = A, as pseudovariedades da forma Cn são soluções da equação V = V ∗ D.
Por outro lado, o Teorema Fundamental da Complexidade afirma que Cn = A©m (G ∗ Cn−1)
([Rho68] e [Eil76, Caṕıtulo XII]). Logo as pseudovariedades da forma Cn são de facto soluções
do seguinte sistema de equações: {

V = A©m V,

V = V ∗D.
(C.1)

Se H é uma pseudovariedade de grupos então a classe dos semigrupos finitos cujos subgru-
pos pertencem a H é uma pseudovariedade de semigrupos. Essa pseudovariedade é denotada
por H. Facilmente se mostra que A = I. As pseudovariedades da forma H são soluções do
seguinte sistema (cf. [Eil76, Proposição 10.6, Caṕıtulo V] e [Pin97, Teorema 7.10]):

{
V = A©m V,

V = L V.
(C.2)

Note-se que as soluções do sistema (C.2) também são soluções do sistema (C.1), uma vez
que L V = (L V) ∗ D para qualquer pseudovariedade de semigrupos V. Por outro lado, se
n ≥ 1 então Cn é uma solução de (C.1) que não é solução de (C.2) [RS06]. Até ao final
deste caṕıtulo em apêndice vamos exibir um exemplo de uma outra solução do sistema C.2
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(Proposição C.7), e de uma solução da equação V = A©m V que não é solução do sistema (C.1)
(Corolário C.4).

Lema C.1. Seja V uma pseudovariedade de semigrupos. Seja u uma pseudopalavra. Se V

satisfaz a pseudoidentidade u2 = u então A©m V satisfaz a pseudoidentidade uω = uω+1.

De facto o Lema C.1 é uma consequência imediata de um resultado muito mais geral
que permite obter bases de pseudoidentidades para produtos de Mal’cev de pseudovarieda-
des [PW96a]. De acordo com esse resultado, o conjunto das pseudoidentidades da forma
uω = uω+1, em que u é uma pseudopalavra tal que V satisfaz a pseudoidentidade u2 = u,
é mesmo uma base de pseudoidentidades de A©m V. Mas não precisaremos de usar este
resultado em toda a sua força, pelo que vamos proceder à demonstração do Lema C.1, que
é muito fácil.

Demonstração do Lema C.1. Suponhamos que u é uma pseudopalavra sobre um alfabeto de
n letras. Seja S um elemento de A©m V. Então existe um morfismo A-relacional θ de S num
elemento T de V. Sejam s1, . . . , sn ∈ S. Para cada i ∈ {1, . . . , n}, seja ti ∈ θ(si). Pela
definição de morfismo relacional de semigrupos, temos

u(t1, . . . , tn) ∈ θ(u(s1, . . . , sn)).

Ora u(t1, . . . , tn) é um idempotente, pois V satisfaz a pseudoidentidade u2 = u. Então, como
θ é A-relacional, o semigrupo θ−1(u(t1, . . . , tn)) é aperiódico. Logo

u(s1, . . . , sn)
ω = u(s1, . . . , sn)

ω+1.

Portanto S satisfaz a pseudoidentidade uω = uω+1. Sendo S um elemento arbitrário de
A©m V, conclúımos que a pseudovariedade A©m V satisfaz a pseudoidentidade uω = uω+1.

Dado um alfabeto X e um conjunto de identidades Σ sobre X, denotamos por 〈X |Σ 〉 o
quociente de X+ pela menor congruência que contém Σ. Dado u ∈ X+, vamos denotar por
u a classe de equivalência de u relativamente a essa congruência. Quando não há perigo de
confusão, u representa-se simplesmente por u.

Seja A = {a, b} um alfabeto de duas letras. Seja n um inteiro positivo. Vamos denotar
por Tn o semigrupo

〈A | a2 = a, b2 = b, ab = (ab)n+1, ba = (ba)n+1〉

Note-se que (ab)n e (ba)n são idempotentes: se s é um elemento de um semigrupo S tal
que sn+1 = s então (sn)2 = s2n = sn+1sn−1 = ssn−1 = sn. O diagrama de Green de T3

encontra-se representado na Figura C.1. Seja

P = {bi(ab)jak ∈ A+ : i, k ∈ {0, 1}, 0 ≤ j ≤ n, i+ j + k 6= n+ 2}.

Se t ∈ Tn então existe uma e uma só palavra u de A+ pertencente a P tal que t = u. Além
disso,

bi1(ab)j1ak1 = bi2(ab)j2ak2 ⇔





i1 = i2,

j1 ≡ j2 (mod n),

k1 = k2,

(C.3)

para quaisquer i1, i2, k1, k2 ∈ {0, 1}, j1, j2 ≥ 0.
A pseudovariedade dos grupos Abelianos de expoente n denota-se por Abn.
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ababa
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ab
abab

*ababab

ba
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*bababa

bab
babab

*bababab

*a *b

Figura C.1: Diagrama de Green do semigrupo T3.

Lema C.2. O semigrupo Tn não pertence a A©m Abn, se n ≥ 2.

Demonstração. A pseudovariedade Abn satisfaz a pseudoidentidade (xnyn)2 = xnyn. Por-
tanto A©m Abn satisfaz a pseudoidentidade (xnyn)ω = (xnyn)ω+1, pelo Lema C.1. Por outro
lado, como em Tn temos

(anbn)ω = (ab)ω = (ab)n 6= (ab)n+1 = (ab)ω+1 = (anbn)ω+1,

o semigrupo Tn não satisfaz a pseudoidentidade (x2y2)ω = (x2y2)ω+1.

Proposição C.3. O semigrupo Tn pertence a (A©m Abn) ∗D, para qualquer n ≥ 1.

Demonstração. Pelo Teorema do Atraso (Teorema 7.25), a proposição é equivalente à con-
dição (Tn)E ∈ g(A©m Abn).

Consideremos o semigrupo

Rn = 〈x, y |x2 = x, xy = y, yx = y, yn+1 = y〉

O diagrama de Green de R3 encontra-se representado na Figura C.2. A H-classe H de y em
Rn é um grupo ćıclico de ordem n.

y
yy

*yyy

*x

Figura C.2: Diagrama de Green do semigrupo R3.

A função
ϕ : Rn → H

x 7→ yn

yi 7→ yi, i ∈ {1, . . . , n},

é um homomorfismo de Rn em H. Ou seja, a seguinte função é um morfismo relacional de
Rn em H:

Rn → P(H)

s 7→ {ϕ(s)}.
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Como ϕ−1(yn) = {x, yn} é um subsemigrupo aperiódico de Rn, conclúımos que Rn ∈
A©m Abn. Portanto, a proposição ficará demonstrada assim que provarmos que (Tn)E é
um divisor de Rn.

Para cada u ∈ A+, vamos denotar por |u|a o número de vezes que a letra a surge em u.
Dado t ∈ Tn, se u ∈ P é tal que u = t, denotamos por |t|a o inteiro |u|a. Dado um inteiro k,
vamos representar por [k]n a classe de k módulo n.

Dados u, v ∈ A+, seja

r(u, v) =

{
1 se u ∈ A∗a e v ∈ aA∗

0 caso contrário.

Por (C.3), temos
[|uv|a]n = [|u|a]n + [|v|a]n − [r(u, v)]n, (C.4)

para quaisquer u, v ∈ P .
Consideremos o seguinte homomorfismo de grafos:

ϕ : (Tn)E → S

(a, a, a) 7→ x,
(b, b, b) 7→ x,

(v, u,w) 7→ yn+|u|a−r(w,w), se u, v,w ∈ P , u 6= a, b.

Sejam (v, u,w) e (w, u′, w′) duas arestas consecutivas de (Tn)E, onde v, u,w, u′, w ∈ P .
Se u = a então v = w = a, pelo que (v, u,w)(w, u′ , w′) = (w, u′, w′) e

ϕ(v, u,w) · ϕ(w, u′, w′) = x · ϕ(w, u′, w′) = ϕ(w, u′, w′) = ϕ((v, u,w) · (w, u′, w′)).

Do mesmo modo, se u = b ou se u′ ∈ {a, b} então

ϕ(v, u,w) · ϕ(w, u′, w′) = ϕ((v, u,w) · (w, u′, w′)).

Suponhamos que u, u′ /∈ {a, b}. Então

ϕ(v, u,w) · ϕ(w, u′, w′) = yn+|u|a−r(w,w)yn+|u′|a−r(w′,w′)

= yn+|u|a−r(w,w)+|u′|a−r(w′,w′)

= yn+|u|a−r(u,u′)+|u′|a−r(w′,w′) (pois u = uw e u′ = wu′)

= yn+|uu′|a−r(w′,w′) (por (C.4))

= ϕ(v, uu′, w′)

= ϕ((v, u,w) · (w, u′, w′)).

Logo ϕ é um homomorfismo de semigrupóides.
Sejam (v, u,w) e (v, u′, w) duas arestas co-terminais de (Tn)E tais que ϕ(v, u,w) =

ϕ(v, u′, w), onde v, u, u′, w ∈ P . Então

yn+|u|a−r(w,w) = yn+|u′|a−r(w,w),

donde |u|a ≡ |u
′|a (mod n). Temos aTn ∩ bTn = Tna ∩Tnb = ∅, por (C.3). Logo, como

u = vuw e u′ = vu′w, necessariamente i1(u) = i1(u
′) e t1(u) = t1(u

′). Então u = u′, por
(C.3). Fica assim provado que ϕ é um homomorfismo fiel. Portanto (Tn)E é um divisor
de Rn.
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Como consequência do Lema C.2 e da Proposição C.3, obtemos o seguinte resultado:

Corolário C.4. A pseudovariedade A©m Abn é diferente de (A©m Abn) ∗D, se n ≥ 2.

Logo A©m Abn é um exemplo de uma solução da equação V = A©m V que não é solução da
equação V = V ∗ D.

De seguida, vamos provar que existem outras soluções do sistema de equações (C.2) além
das pseudovariedades da forma H (em que H é uma pseudovariedade de grupos).

Consideremos a sucessão (Wn,k)k de pseudovariedades de semigrupos definida recursiva-
mente do seguinte modo:

• Wn,1 = Abn;

• Wn,k = L (A©m Wn,k−1) se k > 1.

Lema C.5. Seja ρ a pseudopalavra (zωx)n(zωy)nzω. A pseudovariedade Wn,k satisfaz a
pseudoidentidade ρω = ρω+1.

Demonstração. Vamos demonstrar o lema por indução sobre k. Se S pertence a Abn então
ρ(s1, s2, s3) é o elemento neutro de S, para quaisquer s1, s2, s3 ∈ S. Portanto S satisfaz
ρω = ρω+1. Fica assim demonstrado que Wn,1 satisfaz ρω = ρω+1.

Suponhamos que Wn,k satisfaz ρω = ρω+1. Então Wn,k satisfaz ρω+1 = (ρω+1)2. Logo
A©m Wn,k satisfaz (ρω+1)ω+1 = (ρω+1)ω, pelo Lema C.1. Se s é um elemento de um semigrupo
compacto então (sω+1)ω+1 = sω+1 e (sω+1)ω = sω. Portanto A©m Wn,k satisfaz ρω = ρω+1.
Ou seja,

A©m Wn,k ⊆ [[((zωx)n(zωy)nzω)ω = ((zωx)n(zωy)nzω)ω+1]].

Ora facilmente se verifica que

[[((zωx)n(zωy)nzω)ω = ((zωx)n(zωy)nzω)ω+1]] = L [[(xnyn)ω = (xnyn)ω+1]].

Logo Wn,k+1 = L (A©m Wn,k) ⊆ L (L [[(xnyn)ω = (xnyn)ω+1]]). Ora L (L V) = L V, para
qualquer pseudovariedade V. Portanto

Wn,k+1 ⊆ L [[(xnyn)ω = (xnyn)ω+1]] = [[((zωx)n(zωy)nzω)ω = ((zωx)n(zωy)nzω)ω+1]].

Ou seja, Wn,k+1 satisfaz a pseudoidentidade ρω = ρω+1.

Como Wn,1 ⊆Wn,2 ⊆Wn,3 ⊆Wn,4 ⊆ · · · , a união
⋃
k≥1 Wn,k é uma pseudovariedade, que

denotamos por Wn.

Observação C.6. O monóide (Tn)
1 não pertence a Wn, se n ≥ 2.

Justificação. Basta aplicar o Lema C.5, pois o monóide (Tn)
1 não satisfaz a pseudoidentidade

ρω+1 = ρω. Com efeito, ρ(a, b, 1) = ab, e (ab)ω 6= (ab)ω+1.

Proposição C.7. Tem-se Wn = A©m Wn = L Wn, e não existe nenhuma pseudovariedade
de grupos H tal que Wn = H, se n ≥ 2.

Demonstração. É claro que Wn ⊆ A©m Wn ⊆ L (A©m Wn). Por outro lado,

L (A©m Wn) ⊆ L

( ⋃

k≥1

A©m Wn,k

)
⊆
⋃

k≥1

L (A©m Wn,k) =
⋃

k≥1

Wn,k+1 = Wn.

Logo Wn = A©m Wn = L Wn.
Suponhamos que H é uma pseudovariedade de grupos tal que Wn = H. Então Abn ⊆ H.

É claro que tal implica Abn ⊆ H. O monóide (Tn)
1 pertence a Abn, logo (Tn)

1 pertence a
H. Mas então a igualdade Wn = H contradiz a Observação C.6.
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[TW85] D. Thérien e A. Weiss, Graph congruences and wreath products, J. Pure and
Applied Algebra 36 (1985), 205–215.

194



[Wal82] P. Walters, An Introduction to Ergodic Theory, Grad. Texts in Math., no. 79,
Springer-Verlag, New York, 1982, First softcover print 2000.

[Wei73] B. Weiss, Subshifts of finite type and sofic systems, Monats. Math. 77 (1973),
462–474.

[Wei02] P. Weil, Profinite methods in semigroup theory, Int. J. Algebra Comput. 12

(2002), 137–178.

[Wil70] S. Willard, General Topology, Addison-Wesley, Reading, Mass., 1970.

[Wil73] R. F. Williams, Classification of subshifts of finite type, Ann. of Math. 98 (1973),
120–153, Erratum, Ann. of Math. 99 (1974), 380-381.

[Zal72] Y. Zalcstein, Locally testable languages, J. Comput. Syst. Sci. 6 (1972), 151–167.

[Zal73] , Locally testable semigroups, Semigroup Forum 5 (1973), 216–227.

195



196
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unitária, 55
Complexidade de Krohn-Rhodes, 93, 183

Composição, 94

Comprimento
de uma pseudopalavra, 44
infinito, 44

Concatenação
de linguagens, 32
de palavras, 25

Congruência, 26, 96
de co-terminalidade, 96
de Rees, 27
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das órbitas, 98
de De Bruijn, 57, 104
essencial, 29
etiquetado, 30

bi-fechante, 31
bi-resolvente, 31
co-completo, 31

co-fechante, 31
co-reduzido, 31
co-resolvente, 31

completo, 31
fechante, 31
fiel, 31

reduzido, 31
resolvente, 31

finito, 29

fortemente conexo, 29
funções de incidência de um, 29
parte essencial de um, 57

profinito, 104
reverso de um, 30
v-profinito, 104

Grupo, 23
compacto, 25
de Schützenberger, 37
topológico, 25
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reconhecida por um semigrupo, 32
reconhećıvel, 32
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de monóides, 41
de semigrupóides, 100
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Sistema dinâmico simbólico, 53
Sistema dirigido, 28

quociente, 100
sobrejectivo, 28

Sistema simbólico
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γn, 56
IdQ, 28
ωG, 29
ζX , 64

Outros śımbolos
1, 25
1x, 138
MG, 64
S ⊸ T , 72
T †, 86
[x]R, 26
$, 161
S(V), 168
SI(V), 173
←→π , 48
←−π , 48
o(X), 99
−→π , 48
∼σ, 53
c−∞, 48
h(X ), 64
hA(w), 177
pn(X ), 64
s0, 23
sω, 29
sω−1, 26
u = v, 45
x.y, 48
xω, 26, 44
x[k,+∞[, 46
x[k,k+n], 46
x]−∞,k], 46

Pseudovariedades

A, 40, 76
Com, 40
Dn, 46
D, 40

G, 40
Inv, 174
I, 40

J, 40
Kn, 46
K, 40

L I, 47
L Sl−, 166
L Sl, 41

L V, 40, 42
L, 40
N, 40

R, 40
Sl−, 164
Sl, 40
S, 40

[[Σ]], 45
gI, 100
gS, 101

gV, 100, 175
Cn, 183
H, 183

W©m V, 72

Relações de Green
D, 34
H, 34

J , 34
L, 34
R, 34

≤J , 34
≤L, 34
≤R, 34

Semigrupos

A+, 25
A∗, 25
B2, 63

B−
n , 171

KA, 177
L+, 25

S/I, 27
S ◦ T , 49
S1, 23, 26
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Scd, 101
T (H), 36
U , 23
U −, 143
W (L), 148
Γ(H), 36
Ω1S, 44
ΩAD, 47
ΩAK, 47
ΩAN, 44
ΩAV, 42
ΩAL I, 47
ΩnV, 43
S(L), 34, 144
S(X ), 54
ST (K), 33
Zn, 153
P ′(A), 24
P(A), 23
〈X〉, 24
ΩAV, 43, 45
S(K), 144
lim←−i∈I Si, 28
lim
←−

F , 28
Semigrupóides

SE, 175
⌈X⌉, 97
Γ+, 96
〈X〉, 94
ΩΓV, 102, 106
ΩΓV, 102, 106

Sistemas simbólicos
XM , 64
XG, 57
X n, 56
X [−m,n], 55
Xv, 121
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