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Teoria de Grafos

O texto que se segue é dedicado a teoria de grafos. Nesta primeira versdo demos enfése a Teoria de
Ramsey, por ser um tema que ja apareceu diversas vezes e sob diversas formas nas IMO. A teoria
de grafos é uma area da combinatdria das mais activas da investigacdo matematica. Ela esta presente
nas modelacdes de problemas de optimizacdo (para as ciéncias puras e aplicadas) e € no seu contexto
que se desenrola a solucdo do problema das quatro cores (agora o Teorema das quatro cores). Foi
uma conjectura, desde cerca de 1850, que seria possivel colorir as regides de um mapa qualquer com
apenas 4 cores de forma a que em nenhum par de regides com fronteira comum essas regides tivessem
a mesma cor. A resposta afirmativa a esta pergunta foi dada nos anos 70 do século passado, usando
a teoria de grafos (e um computador); formalizando a questdo da seguinte forma: dado um qualquer
mapa, associamos-lhe um grafo fazendo corresponder a cada regido um vértice e para cada dois vértices
uma aresta se e sO se as duas regides correspondentes tém uma porcao de fronteira em comum.

Para definir um grafo d&-se um conjunto de vértices V' = {vy,va,...,vx} € um
conjunto de pares de vertices A = {{v;,,v;, },...,{vi,,v;, }} onde v; # v, , cujos
elementos de designam arestas.

Repara que o conjunto das arestas A ndo tem de conter todos 0s possiveis pares de vértices. Se um
grafo com n Vértices € tal que o seu conjunto de arestas contém todos os possiveis pares de vértices,
entdo o grafo diz-se completo. Estes grafos denotam-se por K,,. O grafo K5 também se designa por
tridangulo, K, por quadrilatero completo, etc. Embora ndo seja a maneira como se definem grafos, é
util ter uma representacdo geométrica dos grafos. Nesta figura, vemos a esquerda uma representacdo
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Figura 1: Exemplos de grafos

de K. Este grafo é um grafo com 6 vértices, em que quaisquer dois veértices estdo ligados por uma
aresta. No meio da figura, esta um grafo contendo um vértice que ndo tem arestas a incidir. O grafo
da direita € o grafo das fronteiras de 5 paises da Europa. A Alemanha em v3 e nos restantes veértices, a
Austria, a Dinamarca, a Holanda e a Poldnia.
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Seja G um grafo. Um caminho em G é uma sequéncia de arestas de (, digamos
({vis, v by {vs,, 05 1) tal que v, = v;,,,, paratodo 1 < a < r — 1. Um grafo
diz-se conexo se para quaisquer dois vértices existe um caminho que comega num
vértice e termina no outro. Um ciclo de comprimento » € um caminho constituido
por r + 1 veértices, onde ndo ocorre repeticdo de arestas e em que o primeiro vértice
é igual ao Gltimo vértice. Se um grafo ndo tem ciclos entdo diz-se uma arvore.

Na Figura 1 apenas o grafo do meio ndo é conexo. A sequéncia ({vy, v}, {va, v3}) € um caminho em
K¢ e no grafo do meio, onde até faz parte de um ciclo, mas ndo é um caminho no grafo da direita. Este
ultimo grafo ndo contém ciclos, é uma arvore.

EXERCICIOS

(1) Mostra que o grafo completo K, tem (%) arestas.

(2) O numero de arestas que incide num vértice designa-se por grau desse vértice. Mostra que um
grafo com mais do que dois vértices tem pelo menos dois vértices do mesmo grau.

(3) Mostre que num grafo a soma dos graus dos seus vértices € um numero par.

(4) [IMO 1991] Seja G um grafo com £ arestas, conexo. Mostra que € possivel numerar as arestas
de GG de 1 a k de forma a que para cada vértice que pertenca a duas ou mais arestas, 0 maximo
divisor comum entre 0s nimeros das arestas que nele incidem é 1.

Figura 2: Por exemplo...
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