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Ordem de um numero modulo um inteiro

1. Calcula a ordem de

(a) 5 médulo 19; (b) 4 médulo 21; (¢) 3 médulo 200.

2. Mostra que se a tem ordem 2k médulo um primo fmpar p entdo a* = —1 (mod p).

3. Supode que a ordem de a médulo n é h e que a ordem de b médulo n é k. Mostra
que a ordem de ab médulo n divide hk. Conclui que se m.d.c. (h,k) = 1 entao a
ordem de ab é hk.

4. Mostra que se p é um primo, entao p? — 1 tem algum factor primo congruente com

um moédulo p. Generaliza este resultado.

5. Mostra que ¢(2" — 1) é um multiplo de n, para qualquer n > 1. Generaliza este
resultado.

6. Dizemos que a é uma raiz primitiva de n se a tem ordem ¢(n) médulo n. Mostra

que 2 nao é uma raiz primitiva de 17, e que 3 é uma raiz primitiva de 17.

Desafios

1. Um ndmero de Fermat é um inteiro da forma F, = 22" +1, onde n > 0. Se F, é
primo, entao dizemos que F, é um primo de Fermat. Os inteiros Fy = 3, F} = 5,
Fy, =17, F3 = 257 e F, = 65537 sao primos de Fermat. Nao se sabe se ha mais
algum primo de Fermat.

(a) Prova que se m > n > 0 entao F,|(F,, —2). Deduz que (F,,, F,,) = 1sem # n.

(b) Mostra que 2 nao é uma raiz primitiva de F,.

2. Determina todos os inteiros n tais que existem sistemas completos de restos modulo
n da forma (aq,...,a,) e (by,...,b,) para os quais (a; + b1, ..., a, + b,) ainda é um

sistema completo de restos modulo m.

3. Considera a sucessao de Fibonacci

f1:f0:17 fn:fnfl—i_fnf% TLZQ,

Mostra que existe n < 10® + 1 tal que f,, termina com quatro zeros.
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No que se segue, p,, denota o n-ésimo ntimero primo.

Distribuicao dos niimeros primos

1. Um par de primos gémeos é um par de primos da forma p, p + 2. Por exemplo,
11 e 13 sao primos gémeos, 17 e 19 sao primos gémeos, e 23 é um primo que nao é
gémeo. Prova as seguintes propriedades:

(a) O produto de um par de primos gémeos somado de uma unidade é um quadrado
perfeito.
(b) Com uma tnica excepgao, a soma de um par de primos gémeos é um multiplo
de 12.
2. Mostra que se n > 5 entao p, > 2n — 1.
3. Mostra que nenhum dos inteiros P, = p1ps - - - p, + 1 € um quadrado perfeito.
4. Mostra que a soma pi1 + p% 4+ pl—n nunca é um inteiro.
5. (a) A funcdo f(n) = n?+n+41 tem a seguinte propriedade: se n ¢ um inteiro tal
que 0 < n < 39 entdo f(n) é primo. Mostra que f(40) e f(41) nao sdo primos.
(b) Mostra que se f(n) é um polinémio de grau k de coeficientes inteiros, isto é, se

k—1

f(n) = apn® + ap_1n "t + -+ agn® + ain + ag

onde os coeficientes ag, ai, ..., a; sao inteiros e a # 0, entao existem inteiros

m tais que f(m) é um nimero composto.

6. (a) Mostra que se n > 3 entdo n, n + 2 e n + 4 nao sdo todos primos.
(b) Encontra exemplos em que p, p+ 2 e p + 6 sao todos primos.

(c) Aplica o Teorema de Dirichlet para provar que existe uma infinidade de nimeros

primos que nao pertencem a pares de nimeros gémeos.
7. Mostra que p, <p1+p2+ -+ pp_1 e n > 3.

8. Prova que entre n e 2n existem aproximadamente tantos primos como entre 1 e n.

Desafios

1. Mostra que a progressao aritmética 73n + 2011 tem uma infinidade de termos que
sao o produto de 14°™" primos distintos.

2. Mostra que se n é um inteiro maior do que 1 entdao n® 4+ n* + 1 nao é primo.
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