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L) ExpERIENCIAS COM A MATEMATICA Teoria Combinatdéria

EXPERIENCIA IV: Teoria Combinatdria

Objectivo: Nos textos anteriores fizemos ja alusdes ao conceito da cardinalidade, i.e.
nimero de elementos de um conjunto. Nesta seccao vamos primeiro identificar as car-
dinalidades de certos conjuntos finitos que surgem frequentemente em varios ramos da
matematica, e depois provar o principio da inclusao-exclusao com o qual se podem deter-

minar cardinalidades importantes.

1. COMBINATORIA ENUMERATIVA

Tendo em conta as dificuldades, ja mencionadas, em definir um conceito aparentemente
tao inocente como o do préprio numero natural e o seu entrelacamento com a teoria dos
ordinais e cardinais - cuja exposi¢ao pormenorizada convém aqui evitar - faremos as nossas

dedugoes nesta secgao partindo do seguinte axioma (demonstravel com as ditas teorias).

Axioma 1.1. Seja Q um universo finito, entdo existe uma tinica aplicagdo |- | : 2% — Zsg
(chamada cardinal de ...) para a qual se tem o sequinte:

i. Se S CQ € conjunto singular, entao |S| = 1.

it. se M, N sdo subconjuntos disjuntos de ), entao |M U N| = |M|+ |N]|.

O axioma formaliza o que sempre soubemos: se M, N sao subconjuntos finitos disjuntos,
entao o numero dos elementos da uniao destes conjuntos é igual a soma dos nimeros de
elementos em cada um destes conjuntos; ou seja: o numero cardinal (simplesmente ‘a
cardinal’) da unido de dois conjuntos M, N disjuntos é igual a soma das cardinais dos
conjuntos M, N. Notem que a funcao trivial que atribui 0 a todos os conjuntos satisaz
ii. Assim vemos que i é importante. ii implica que |@| = |0 U 0| = |0| + |0]. Esta relacao
implica |}| = 0.

Para dar credibilidade adicional ao axioma, e consolidar os conhecimentos sobre cardi-
nais e ordinais recomenda-se o seguinte exercicio que podem fazer de duas maneiras: i.
invocando apenas o axioma, ii. a medida desenvolvida no capitulo 0, recorrendo a teoria

dos cardinais.

Exercicio 1.1. Sejam X,Y C () conjuntos finitos.
a. Uma aplicagao f : X — Y, é sobrejectiva se, e somente se, |f~'(y)| > 1 para cada
y € Y, e injectiva se, e somente se, |f~(y)| € {0,1} para cada y € Y.

b. |X| = |Y| se, e somente se, existe uma aplicagao bijectiva f: X — Y.

Ao longo do capitulo vamos ainda precisar desta definicao: uma fungao f : X — Y
diz-se k-para-1, (k € Z>1) se para caday € Y se tem |f~!(y)| € {0, k}. Dai que dizer uma

funcao ¢ injectiva é dizer que ela é 1-para-1.
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Problema 1.1. Sejam Ay, ..., Ax conjuntos finitos. Entao
|A1 X AQ X ... X Ak| = |A1HA2’ ‘Ak|
Vamos apresentar duas provas para este problema.

Prova 1. O facto parece tao 6bvio que nao hd nada a provar: o produto cartesiano a

direita é a familia de todos os k-uplos (ai,...,ax) com a; € Aj,as € Ag, ... a1 € Ay.
Ora, podemos escolher a; de |A;| maneiras, as de |As| maneiras, ..., a; de |Aj| maneiras
de modo que obtemos evidentemente o niimero a direita. 0

O argumento que acabamos de dar é rapido. Convém que o leitor satisfeito com ele,
mantenha a sua ‘ingenuidade’ para avancar em matematica. Por outro lado, o argumento
nao satisfaz ‘fundamentalistas’. afinal, uma ‘escolha’ nao é um conceito bem definido,
nao se vé muito bem onde entra o conceito da cardinalidade, etc. Assim a segunda prova

assenta sobre principios mais bem aceites em matematica.

Prova 2. Faz-se uma prova por inducao sobre k. Para k = 1 nao ha nada a provar.
Para k = 2 chamemos aos conjuntos em causa temporariamente A, B. Selecionemos A =
{1,...,a},B = {1,...,b}. Assim |A| = a,|B| = b, a,b € Z>,. Podemos arranjar os
elementos de A x B na forma duma tabela

(1,1) (1L,2) ... (1,
2,1) (2,2) ... (2

(a,1) (a,2) ... (a,b).
Existem a filas, cada uma das quais tem b elementos. Logo vemos na tabela por axioma

ii,b+b+...+b=0-a=a-0belementos. Se A, B forem outros conjuntos quaisquer de
—_————

a,b eleme%tos podemos fazer o mesmo raciocinio substituindo os simbolos 1,...,a;1,...,b
em cima pelos elementos de A, B: isto da uma bijeccao natural, e acaba a demonstragao
para k = 2. Suponhamos o teorema agora ja provado para qualquer produto cartesiano
de k — 1 conjuntos finitos. Ponhamos A := (A; x Ay X ... X Ay_1), e B = A;. Por

Ay X oo X A D (ag, a9, ... ap_1,a) < ((a1,a,...,a51),ar) € AX B

estabelece-se evidentemente uma bijeccao entre os elementos de Ay X. ..x Ay e os elementos
de A x B. Logo por defini¢ao estes dois conjuntos tem a mesma cardinal, e, portanto,

|A; X ... x Ag] = |A x B| def. ‘ig. card.’, ou 1.1
= |Al||B] hip.ind.
= |A; x ... x Ap_1||Ax|  def. A/B
= |A;| ... |Ak—1]] Ak hip. ind.

Isto conclui a prova. 0
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Também nas provas seguintes vamos de forma coerente utilizar os conceitos de relagao,
aplicacao etc., assim mostrando a tutilidade destes conceitos. Sendo verdade que as
técnicalidades tendem a ofuscar por vezes as ideias, exortamos que o leitor faca um esforco
consciente para por as ideias essenciais por tras das provas a nu; tanto mais que estas,

nesta secgao, sao sempre relativamente simples.

Problema 1.2. Sejam M, N conjuntos finitos. Entdo tem-se para a familia N™ das aplicacoes
f:M — N que |[NM| = |N|M

Prova. Pelos argumentos habituais podemos supor sem perda de generalidade que M =
{1,2,...,m}. Por

NM 35 £ (f(1),.... fm) ENx...x N

m

definimos uma aplicacdo injectiva ¢, pois para f # f' € NM existe um i € M tal que
f(@) # f'(i), de modo que teremos ¢(f) # ¢(f’). Ora ¢ também é sobrejectiva, pois dado
(n1,...,ny,) € N™ defina-se f : M — N pondo f(i) = n;, para cada i € M. Entao
o(f) = (n1,...,ny). Sendo assim ¢ bijeccao obtemos pelo problema 1.1 o pretendido. O

A prova atrds mostra que as aplicagoes f : {1,...,m} — N s@o na esséncia os m-uplos
de elementos de N.

Quantos subconjuntos tem um conjunto finito?
Problema 1.3. Um conjunto finito 0 tem 2/ subconjuntos.

Prova. Para A C Q) definimos a fungao caracteristica x4 : © — {0, 1} por

() = 1 sewe A,
XAW =10 sewéd A

Entdao a aplicacdo 2% 3 A — xa € {0,1}% é facilmente vista como bijectiva. Pelo
problema 1.2 obtemos 29| = [{0,1}%] = [{0, 1}/¥) = 21l como tinhamos que provar. O

A seguir determinamos os nimero das aplicagoes injectivas e bijectivas de um conjunto
para outro, em termos das cardinalidades destes ultimos. Para conjuntos finitos M, N

utilizamos as notacoes
Inj(M,N) :={f: M — N : f injectiva}, Bij(M, N) :={f : M — N : f bijectiva}.

Define-se ainda Sym(M) := Bij(M, M), conjunto chamado grupo simétrico de M. Mostra-
se no capitulo sobre algebra que Sym(M) é de facto um grupo, chamado grupo das
permutagoes sobre M. Se M = {1,2,...,m}, utiliza-se ainda a notagao S,,, mas note-
se que quaisquer dois grupos simétricos sobre conjuntos da mesma cardinalidade sao

isomorfos.
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Problema 1.4. Sejam M, N conjuntos finitos, m = |M|,n = |N]|.
a. Entao a cardinalidade do conjunto Inj(M, N) é

| Inj(M,N)|=n-(n—=1)-...-(n—m+1).
b. Este numero é também a cardinalidade da familia
Dy ={(n1,...,nm) :n; € N ei# j=n; #n;}

de todos 0os m—uplos de elementos de N dois a dois distintos.
c. O conjunto Bij(M, N) € nao vazio se e sé se m = n. Neste caso
Bij(M,N) =Inj(M,N) e a cardinalidade destes conjuntos é m!.

d. Em particular o grupo simétrico Sym(M) tem m! elementos.

Prova. a. Aconselha-se, o leitor dé um argumento intuitivo como na primeira prova
do problema 1.1. Uma prova mais bem fundamentada é a seguinte: podemos supor
M| ={1,...,m}. Se m = 1 a afirmacdo é que |Inj({1}, N)| = n. E evidente que é valida.
Agora suponhamos a afirmacao ji provada para o conjunto M’ = {1,...,m— 1} em lugar
de M. Seja

P = familia dos pares (¢,¢) € Inj(M', N) x {1,...,n} com £ & «(M").

Para f € Inj(M,N), temos que f|{1,...,m — 1} € Inj(M’, M). Logo inferimos uma
aplicagao ¢

. ¢
j(M,N) > f = (f{L,...,m =1}, f(m)) € P.
E fécil de ver que ¢ é bijectiva. Logo |Inj(M, N)| = |P].

Como para dado ¢ injectivo, temos |¢(M')| = |M’'| = m —1, entdo existem |N \ ((M')| =
n—m+ 1 pares (¢, () € P. Consequentemente, |P| = | Inj(M', N)|- (n —m+1). Dail com
a hipétese de inducao, |Inj(M,N)| = |Inj(M',N)|-(n—m+1)=n-(n—1)-... - (n—

(m—1)4+1)-(n—m+1).
b. Decorre imediatemente do facto que a aplicagao ¢ utilizada na prova do problema
1.2, quando restrita a Inj(M, N), d4 uma correspondéncia biunivoca entre Inj(M, N) e

D, ; isto é, tem-se com ese, e somente se, ¢ que
Inj(M,N) 3 0+ (u(1), ..., 1(m)) € Dy

¢é aplicacao bijectiva.  c¢. A primeira parte de ¢ decorre da prépria definicao da cardinal
de um conjunto. Supondo agora m = n, obtemos de a, que |Inj(M,N)|=n-(n—1)-...-
(n —n+ 1) = nl. Ora como para cada ¢ € Inj(M, N) nos temos |[((M)| = |M| =m = n,
cada tal ¢ é sobrejectivo. Logo Inj(M,N) C Bij(M, N). Como a inclusao reciproca é
trivial, obtemos c. d. E uma consequencia imediata de c. O

Até agora estabelecemos relagoes entre cardinalidades por meio de bijecgoes. Isto é um

caso (muito) especial do principio da contagem dupla. Grafos bipartitos (X, F,Y") foram
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mostrados na sec¢ao 0.2. O grau do né u € X UY, grau(u), dum tal grafo é o nimero das

arrestas nele incidente.

Teorema (Principio da contagem dupla). Seja (X, E,Y') um grafo bipartito (ou, equivalente,
uma rela¢ao bindria).
a. FEntao tem-se

> grau(z) = [E] =) grau(y).

zeX yey
b. Se a relacao bindria provier de uma aplicacao f : X — Y, entao

X[ =) grau(y).
yey

c. Em particular, se f: X —Y for aplicacio k-para-1 e sobrejectiva, entio | X| = k|Y|.

Prova. a. Para x € X seja B, = {(x,y) : existe um y € Y tal que(z,y) € E}. Como o
grafo em causa ¢ bipartito, temos E = |J,.y F». Aqui unem se conjuntos £, disjuntos

dois a dois. Logo |E| = > _y|E;|. Pela prépria definicaio do grau’ de um né, temos
grau(z) = |E,|. Dai decorre a igualdade a esquerda; a igualdade a direita prova-se de
forma andloga. b. Se o grafo originar de uma aplicagdo, entdao tem-se grau(z) = 1

para todos os x € X, donde decorre o resultado. c¢. Por definicao duma funcao k-para-
1 sobrejaectiva, temos |f~!(y)| = k para todos os y € Y. Como grau(y) = |f*(y)|, o
resultado decorre da parte b. O]

Exemplo . A figura mostra um grafo bipartito com X = {1,2,3,4,5},Y = {a,b,c,d}. A
conservacao da soma dos graus é nela ilustrada pela igualdade 1+14+241+0 = 34+0+1+1.

" 0

 (

vl

FicuraA 1. Grafo Bipartido

Problema 1.5. As sequintes familias de objectos combinatorios tém a mesma cardinalidade

<n) _nen=1-(n=—m+1)

m m!
a. A familia
Con ={(n1,...,ny) :n; inteiro e 1 <ny <ng < ...<ny <n}
dos m-uplos (estritamente) crescentes com entradas em {1,2,...,n}.
b. A familia dos subconjuntos de cardinalidade m de {1,...,n}.

c. A familia dos subconjuntos de cardinalidade n —m de {1,... ,n}.
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Prova. a. E facil de ver que a aplicacao ¢ : D,,,, — Cpn que leva um m-uplo em
D, , para a sua reordenacao crescente (em C,,,) é uma aplicagdo m/!-para-1 : com efeito,
dado (ny,...,ny,) € Chp, tem-se ¢~ 1 (ny,...,ny) = {(n.(1),....,n:(m)) : © € Sy}
A afirmacdo decorre da alinea (d) do principio da contagem dupla, pois |S,,| = m!0.
Da alinea (b) obtemos a afirmagao que |D,,,| = m!|Cy,,|. O problema 1.4.(b) déd o
pretendido.  b. Aproveitando que um conjunto nao muda se permutarmos nele os ele-
mentos, obtemos que cada subconjunto de cardinalidade m de {1,...,n} corresponde a
exactamente uma sucessao em Cy,,.  c¢. A aplicacdo M +— M¢° (¢ significando o com-
plemento em {1,...,n}) define evidentemente uma bijec¢ao (com efeito uma involugao)
entre os conjuntos de cardinalidade m e de cardinalidade n —m de {1,2,...,n}. Portanto

as cardinalidades das familias destes conjuntos sao iguais. O

Notemos que o problema 1.5 nos dé (:1) = ( " )

n—m

Dos problemas 1.5.(b) e 1.3 decorre a seguinte famosa identidade ja nao trivial.

Problema 1.6. Para qualquer inteiro n € Z>, tem-se

()

m=0

Prova. SejaP,,({1,...,n}) :=familia dos subconjuntos de cardinalidade m de {1,2,...,n}.

Entao
Z (:1) = Z‘,Pm({l, coyn}) problema 1.5.(b)

= [HPa({1.....n}) O

= |[P({1,...,n})|
= 2" problema 1.3

Por um multiconjunto entende se ‘um conjunto em que elementos se podem repetir’:
por exemplo {a,a,b,c,c}. Se, como vimos na prova do problema 1.3, subconjuntos dum
universo (2 sao identificaveis com aplicagoes caracteristicas x : © — {0, 1}; multisubcon-
juntos de ) sdo-o, mais geral, com aplicagoes f : Q — Zso, onde o valor f(w) indica o
nimero das vezes que w ocorre na lista. A {a,a,b,c,c} C Q, por exemplo, corresponde a
aplicagao com f(a) = f(c) =2, f(b) =1 e f(w) = 0 para todos os outros w € €.

Problema 1.7. As familias sequintes de objectos combinatorios tém todas a mesma cardi-

)

a. {(ay,...,a,) €Z% a1+ ...+ a, = m}.
b. {(bl,...,bn_l)EZ%OIOSbIS...Sbn_lgm}.

nalidade
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c. A familia dos multisubconjuntos de cardinalidade n — 1 de um conjunto  de cardinal-
tdade m + 1.
d. A familia dos mondmios de grau m em n varidveis.

Prova. Vamos chamar aos conjuntos referidos na alineas a,b, respectivamente, simples-

mente A, B. Um momento de reflexao revela que nos temos uma aplicagao
B> (bl, . 7bn—1) — (bl +1, bs + 2,... 7bn—1 + (TL — 1)) S Cn—l,m—‘rn—l

que é bijectiva. Logo o problema 1.5 da-nos que B tem a cardinalidade afirmada. Mas

também existe uma bijeccao entre os conjuntos A e B; a saber
A>3 (ay,...,a,) — (a1,a1 +as,...,a1+...+a,_1) € B.

(indique porque; qual a inversa desta aplica¢do?). Assim o conjunto |A| tem o valor
afirmado. c¢. Que a referida fami lia tem a dita cardinalidade decorre do facto que um
qualquer multisubconjunto de {0, 1, ..., m} de cardinalidade n — 1 esta por ordenagao dos
seus elementos (de forma andloga a usada na prova do problema 1.5) em correspondéncia

com um elemento da familia B. d. Finalmente, como um monémio de grau m em

Zi,..., Ty, ¢ uma expressao do tipo z{*x5* ... 2% com ay,...,a, > 0,ea;+...+a, =m,
é claro que esta familia tem a cardinalidade do conjunto referido em (a). O

Uma parti¢ao ordenada do tipo (ki,...,k,) do conjunto K é um n-uplo (K, ..., K,)
de subconjuntos dois a dois disjuntos e uniao K tal que |K;| = k;, parai=1,...,n.

Problema 1.8. Sejam (Ki,. .., K,) particao ordenada de K, e (K7,...,K]) particio or-
denada de K'; ambas do tipo (ki,...,k,). Entao existem
kilko! .. k! aplicagoes bijectivas f : K — K' com f(K;) = K.

Prova. Seja S a familia das permutagoes m € Sym(K) que deixam todos os blocos K;
invariantes (i.e. as permutagoes 7 que satisfazem 7(K;) = K;). Entao a aplicagao

San (n|Ky,...,7|K,) € Sym(K;) x ... x Sym(K,)

é facilmente vista como bijectiva (qual a sua inversa?). Logo obtemos dos problemas 1.1
e 1.4.(d), que |S| = |Sym(K)| - ... [Sym(K,)| = ki!...k,!. Sejam agora fi, fo: K — K’
duas aplicagoes bijectivas com f1(K;) = K|, fo(K;) = K|, para i = 1,...,n. Entao
7= f;'e fo é aplicacdo bijectiva com a propriedade 7(K;) = K; parai = 1,...,n. Logo
TeSe fo = fiom. Como fi, fo foram arbitrariamente escolhidas, isto mostra: qualquer
bijeccao do tipo referido no enunciado obtem-se escolhendo uma tal bijeccao fixa f (por
exemplo f1) e compondo-a com todos os possiveis 1 € S. O conjunto de bijecgdes é
portanto B = {f. 7 : 7w € §}. Como a aplicacdto S 3 m — f. 7 € B é facilmente vista

como bijectiva, obtemos o pretendido resultado. O

Problema 1.9. a. Seja k =k + ...+ k., ki € Z>(. Entao existem
k!
kilko! .. k!
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particoes ordenadas do tipo (ki, ..., ky) de {1,... k}.

b. Este é também o nimero das aplicagoes f:{1,....k} — {1,....,m} com |f71(i)] =
ki, parat=1,...,m.
Prova. Definamos uma parti¢ao ‘standard’ (Si,...,Sy,) do tipo (ki, ..., k,) do conjunto

{1,2,...,k}, pelos conjuntos

i—1 i—1 i
Si={14> k,2+ Y k....> k}.
=1 =1 =1
Repartindo o conjunto Sym({1,...,k}) segundo os blocos levados para .S; temos

Sym({1,...,k}) = ] {r:7(K;) = S;}.
(Ki1,...,Km)
do tipo (k1,...,km)

Tomando cardinalidades e usando o problema 1.4.(d) obtemos

. S lrins) =S}
(K1y..., Km)
do tipo (k1,...,km)

119 > kol k)

(Ki,...,Km)
do tipo (k1,...,km)

= kilko!. . kp!- [{parti. ord. tipo (ki,..., kn)}|

Disto decorre a afirmacao. 0

Problema 1.10. a. (Lei da distributividade geral) Sejam a;;, i =1,....,m, j =1,...,n,
elementos de um anel comutativo. Entao tem-se

n;
| | E Q5 = E A15,A255 -+ - Amy,, -

=1 j=1 1<ji <m

b. Em particular tem-se para elementos x; dum tal anel o teorema multinomial

m)!

(14 4 x,)" = > mn,

mi,...,my >0
mi+...+my,=m

—a" .z
mi!...my!

Prova. a. Para m = 1 a afirmacao degenera para a seguinte evidentemente vélida:

a11+...+a1n1 = E A4, -

1<jism
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Suponhamos a afirmacao provada para todos os m’ < m em lugar do m. Entao temos
m m—1

H(ail + ... —f- ami) = H(ail —|— e + ami)(aml —f- e —|— amnm)

i=1 i=1

= ( Z aljl CLQJ'2 Ce am,l’jnkl )(am1 + ...+ amnm)

1<ji<m

1< jm—1 <nm—1

'm

DU D a0, G, )

=1 1<ji<m

[[e

1<jm-1<nm-1
3
= soma afirmada

C 1 ., . . 2 e .
Aqui utilizamos em ‘=" a hipotese da inducgao, em ‘=’ a distributividade simples, e em
3 s .
‘=" 0 modo de uso do somatorio.
b. Ponhamos na lei da distributividade generalizada n; = n, = ... = n,, = n e,

independente dos ¢, também a;; = x;. Entao obtemos

m

(t1+...+z,)" = H(a:1+...+:1:n)

=1

= E : LjyLjg « -+ L

I1<jis<n

1<jm<n

= > THOTIE) - - Tfm)
f{1,...m}—{1,...n}

i mi ,,m2 m
= E:le,...,mnxl To© o X,

onde
Cmy....m, = Dimero das aplicagdes f : {1,...,m} — {1,...,n} com |f~'(j)] = m;.
Dai a afirmacao decorre do problema 1.9. O

Seja m € Z>q. Entao definem-se os coeficientes multinomiais por

|

m ——— SeMy,...., My EL>gemi~+...+m, =m

— mil-...mp! =
mi, ..., My 0 nos outros casos

Os coeficientes multinomiais sao uma generalizacao dos coeficientes binomiais: (") =

k
(nfk) = (k,nfk)'

Uma particao nao ordenada de um conjunto {1,...,n} em k blocos é uma familia
{By,..., By} de subconjuntos B; de {1,...,n} tal que

i. B;#0, ii. B;NB; =0 parai#j, iii. |J,B;={L,...,n}
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O ndmero S(n, k) =ndmero de parti¢ges nao ordenadas de {1,...,n} em k blocos.
diz-se nimero de Stirling de 2* ordem.

Problema 1.11. Os nuimeros S(n, k) satisfazem a recorrencia sequinte:
S(n,k)=Sn—1,k—1)+kS(n—1,k).

Prova. Sejam S(n,k),S(n — 1,k — 1), e S(n — 1, k) as familias de partigdes subjacentes
com as cardinalidades mencionadas.
Submeta-se uma parti¢ao {Bj, ..., Br} € S(n, k) ao processo seguinte:
- afaste-se n do (unico) bloco B; em que esta;
- se este B; foi transformado em {} apague-se o.

Este processo define evidentemente uma aplicagao natural
S k) L Sh—1,k—1)US(n—1,k).

(Para o caso n = 5,k = 3, temos, por exemplo, {{1,2},{3,4},{5}} 2 {{1,2},{3,4}},
mas {{1,2}, {3,5}, {41} % {1,2}, {3}, {4}}.
Pensemos no grafo desta aplicacao no sentido da contagem dupla. Um né em
{B{,....,B;,_;}eS(n—1,k—1)

tem grau 1, pois a imagem inversa deste n6 é { B}, ..., B},_;,{n}}. Tal um né tem portanto
grau 1. Por outro lado o n6 {Bj,...,B,_;,B;} € S(n — 1,k) é ‘acertado’ exactamente
quando ¢ é aplicado a uma das k parti¢des { B!, ..., BiU{n},...,B.},i=1,...,n. Talum
né tem portanto grau k. Segundo o principio da contagem dupla obtemos o pretendido. [

Agora podemos determinar o numero das fungoes sobrejectivas de um conjunto finito

para outro.

Problema 1.12. Dados m > n € Zs, tem-se

|Sobj({1,...,m},{1,...,n})| =nlS(m,n).

Prova. Uma aplicacao f : {1,...,m} — {1,...,n} é sobrejectiva se, e somente se,
|f7Y(i)] > 1 para i = 1,...,n. Portanto cada tal aplicagao define uma partigio em n
blocos nao vazios de {1,...,m}. Seja m € S,, permutagao qualquer. Entao

{7, )y = T EQ), L T ()Y
= {(m- H7'D),- o (e )TN}
Assim as n! aplicacoes wo f associadas a f por escolhas diferentes de m € S,, definem a
mesma particao. Logo a aplicacao
Sobj({1,....m}{1,...,n}) > f—={f'(1),...,f'(n)} € S(m,n)

é uma aplicacao n!-para-1 sobrejectiva. A partir do principio da contagem dupla temos o

que queriamos provar. U
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Uma particao de um inteiro k é um m-uplo ky > ky > ... > k,, > 1 com k; +
...+ k,, = k Costuma escrever-se (ki,ks,...,ky) F k. Aqui, m é o nimero das partes
da partigao. Utilizando a notagao 1, = (1,1,...,1) (com ¢ uns ‘1’), de modo que
31, = (3,3,3,3), etc., podemos indicar repetigoes de forma conveniente. Por exem-
plo temos (4,4,2,2,2,1) = (415,213,1) - 15; Numa notacgao (ki1;,,...,ks1;,) podemos
supor que os k; sao estritamente decrescentes: k; > ko > ... > k,. Diz-se de uma
partigdo nao-ordenada { By, ..., B,} de um conjunto que ela é do tipo (ki11;,,...,ks1;,),
se ky > ... > ks > 0 e se ela tiver [; blocos de tamanho k; parat=1,...,s. Por exemplo,
{{1,3,17},{2},{9,13,14},{4,11,15,16}, {5,6,8},{7, 12}, {10} }, é particao nao ordenada
do tipo (4,313,2,15) de {1,...,17}.

Problema 1.13. Seja k = (ki1,,,...,ks1;) F k com ky > ... > k,. Entdo o nimero das
particoes nao-ordenadas do tipo k do conjunto {1,... k} €
k!
A A R N N

Prova. Sejam O, N respectivamente as particoes ordenadas e nao-ordenadas do tipo k.
Entao cada uma das particoes em O e N tem n = Iy + Iy + ... + [, blocos. Examinemos
a aplicacao ¢ : O — N definida por

O>(B,...,By) "5 {By,...,B,} €N.

Seja (L1, Lo, ..., Ls) a particao standard do conjunto {1,...,n}, definida por L; =
{1,...,4},Ls = {li + 1,...,11 + I3}, etc. Do problema 1.8, o conjunto B = {f €
Sym({1,...,n}) : f(L;) = L;yi = 1,...,s} tem cardinalidade |B| = [;!l5!...[;!. Ora,
as particoes (Byq),...,Bsm)), [ € B, estao todas em O (porque?) mas sao todas difer-
entes, e portanto, em nimero, [1!l5!...[,!; enquanto as associadas particoes nao-ordenadas
{Bfay,-- ., Bfm)} sao todas iguais por concfundlc-2. Se uma particao (B1,...,B,) € O
for diferente a todos os (Bfq), ..., Byw)), [ € B, entdo um dos blocos B; difere de todos
os blocos em {Bjy, ..., B,} (em particular dos do mesmo tamanho), logo ¢(By, ..., B,) #
¢(By,...,B.). Isto mostra que ¢ é aplicacao [1!ly!... [ !-para-1. Do principio da con-
tagem dupla obtemos N = |O|/l1!l5! .. .1,!, enquanto que o problema 1.9 nos dé |O] =
k!/lﬁ!ll -+ kg% Dai obtemos a afirmacao. O

2. Di1scussAo E CONCLUSAO

Nesta seccao familiarizamos o leitor com algumas das mais fundamentais definicoes,
conceitos, ideias, e factos da andlise combinatéria enumerativa. Determinamos cardinal-
idades de conjuntos de objectos mais béasicos em combinatéria: produtos cartesianos no
problema 1.1, aplicagoes de um conjunto para outro: sem restricoes nos problemas 1.2,
injectivas e bijectivas em 1.4, sobrejectivas no problema 1.12; as cardinalidades da familia
de subconjuntos de um dado conjunto €2 foi determinada no problema 1.3, com restri¢ao

a dada cardinalidade de subconjuntos no problema 1.5. Determindmos também o ntimero
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das solugoes de equagoes diofantinas lineares nao negativas no problema 1.7 e os niimeros
de particoes ordenadas de determinado tipo no problema 1.8 e nao ordenadas no prob-
lema 1.11. Importantes identidades para coeficientes binomiais e multinomiais sao dadas
nos problemas 1.6 e 1.10. Muitas das demonstracoes foram feitas partindo do axioma da
p.analcombl e aplicando uns poucos principios de forma coerente: inducao, exibicao de
bijeccoes explicitas, e o principio da contagem dupla.

Ao longo do caminho pudemos ver que certos objectos sao essencialmente iguais (para
fins combinatdrios pelo menos): certas sucessoes finitas sao aplicagoes ou palavras (ver em
baixo) ou intimamente ligadas a multiconjuntos, ver problemas 1.5 ou 1.7. Importante
foi também ver uma aplicacdo nao apenas ‘para a frente’ mas também como caso especial
duma relacao e considerar a sua inversa f~! sempre de novo uma relacao, mas aplicacao
sO se for bijectiva.

A andlise combinatéria enumerativa nao para aqui; muito longe disso, como veremos
(sobretudo também nos exercicios), mas é penoso avangar sem ter presente os poucos mas
importantes resultados basicos atras apresentados.

Antes de concluirmos esta seccao 1.1 queremos ainda reflectir sobre uma eventual critica
a nossa abordagem. Pode aparecer como ‘demasiado pesada’. J& dissemos alguma coisa
sobre isto aquando das duas provas do problema 1.1, paginas analcomb2,3. Consideremos
para a discussao o problema seguinte.

Problema 2.1. Quantas palavras sem 4 s consecutivos podemos formar das letras de mis-

sissippi ?

A seguir vamos dar trés solugoes para este problema e discutir as suas respectivas

vantagens e desvantagens.

Solucao 1. Seja P o conjunto de todas as palavras que podemos formar das letras exis-
tentes, por exemplo mississippi, sissspipimi, ispssimpisi, mssssiipiip, etc. Cada tal
palavra permite permutar os 4 s entre si, os 4 ¢ entre si e os 2 p, i.é. permite 2!14!4!
permutacoes de letras sem ser mudada. Como existem 11! permutacoes ao todo, obtemos
214141 x | P| = 11!, donde se calcula |P| = 34650. Ora as palavras do tipo *... x $§8s * ...k
nao sao admitidas. Existem 7! permutagoes das letras nos lugares dos *. Um argumento
semelhante ao anterior d& para cada um destes 8 tipos 7!/2!4! = 105 palavras. Logo

obtemos o nimero procurado de palavras é 34650 — 8 - 105 = 33810. 0

Esta solugao representa o arquetipo duma solugao ‘classica’ ao problema. Em linguagem
pouco técnica encontramos o numero correcto. A linguagem é ad hoc, i.é. introduzida
para o objectivo imediato em vista. O leitor deve acreditar (ou ‘ver’ com os seus ‘olhos
mentais’) que as coisas sdo como afirmadas; do mesmo modo o autor espera do leitor que
este associe aquando da leitura os conceitos que ele teve em mente. Admitidamente neste

simples problema nao é improvavel que autor e leitor ficam ‘em fase’ .
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Vejamos agora duas solugoes mais ‘pesadas’. Eles assentam em teoremas que provamos
no texto onde introduzimos também defini¢oes exactas e (mais) universalmente aceites.
Assim o problema é inserido numa teoria - visto como um dos (muitos) casos em que
coeficientes multinomiais desempenham um papel. O leitor precisa de menos ‘intuicao’
(nao se trabalha com coisas algo vagas como ‘palavras do tipo *...xssss*...x", etc.) de modo
que, deste que o leitor siga com atencao, o perigo de interpretacao errada é diminuida.
Também diminuida é a probabilidade de erro por se ter gerado confusao nos conceitos.
Tal perigo (no actual problema simples reduzido) aumenta substancialmente sobretudo em
problemas mais complicados. Se se utilizar linguagem demasiado ‘simples’ ou ‘ingénua’
corre-se o risco de nao distinguir devidamente entre conceitos afins mas distintos; em
geral a nao-referéncia a teoremas bem estabelecidos aumenta a probabilidade de ‘lapsos’

ocasionais no raciocinio.

Solucao 2. As palavras que podemos formar das 11 letras de mississippi estdo em cor-
respondéncia com as parti¢oes ordenadas (K, K, K;, K,) do tipo (1,2,4,4) do con-

junto Q = {1,...11}. Aqui K, é o conjunto das posi¢des onde nos encontramos p,

11!
1121414!

estao em correspondéncia com as particoes em que para um dos ¢ = 1,...8, se tem
Ky ={i,i+1,i+2,i+ 3}. Escolhido K existem % = 105 escolhas para (K,,, K,, K;).
Logo existem 8 - 105 = 840 palavras proibidas e portanto 34650-840=33810 palavras ad-

mitidas. O

etc. Do problema 1.9 existem = 34650 tais particoes. As palavras proibidas

Solugdo 3. As palavras que podemos formar das 11 letras de mississippi ‘sao’ as aplicagoes

foAL..., 11} — {i,m,p, s} com a propriedade [f~'(i)| = 4,[f~ (m)| = L,[f~'(»)| =
2,1f7!(s)] = 4. Logo existem pelo problema 1.9 22— = 34650 tais palavras. Ora destas
estao proibidas as aplicagoes que levam um dos 8 subconjuntos K; = {i,i+ 1,7+ 2,i+ 3}
(i = 1,...8) de quatro ntimeros consecutivos para s, isto é, os f com f~!(s) = K, para

um 7. Estes s@o exactamente os f cuja imagem inversa define uma partigao do tipo (1,2, 4)

sobre um dos conjuntos © \ K; (que todos tém 7 elementos). Logo 8 - ﬁ:g, = 840 das
aplicacoes originais devem ser descartadas e 34650-840=33810 ¢é o nuimero das palavras
admitidas. 0

Nem tudo é bem com estas ultimas duas solugoes contudo. Por tras da giria algo técnica
perde-se facilmente o fio condutor: a ‘ideia essencial’.

A favor da nossa abordagem reconhecidamente um pouco pesada, podemos, no minimo,
aduzir que os resultados sao coerentemente expostos; sem saltos e raciocinios vago. Em
abordagens tradicionais do teorema multinomial, por exemplo, o leitor nao vai encontrar
problema 1.10.(a), ficando assim privado do importante “insight” que o primeiro é con-
sequéncia da tultima, que também noutras circunstancias (como veremos) é util. Mais,

estamos a utilizar sem excepcoes conceitos que todo o matematico precisa no seu dia a
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dia, também em campos completamente diferentes, mostrando assim a flexibilidade dos
mesmos e ensinando como escrever demonstragoes compreensiveis utilizando-os.

Em suma aconselhamos: tentar resolver em primeiro lugar um problema pelo préprio
esforco. Se tal parece custar demasiado tempo, procurar na literatura a solucao de prob-
lemas semelhantes. Re-tentar ... re-ler ... até encontrar uma ideia. Na exposicao final
progredir segundo gosto, ‘maturidade’ e conhecimentos, duma linguagem ad hoc para uma
que utilize conceitos/ideias/métodos mais universalmente aceites. Mas: como tal pode
custar bastante tempo, nao aconselhamos exagero no ambito deste projecto; nao é preciso

que escrevam ja provas como as atras (que custaram muitas horas por pagina).

3. PRINCIPIO DA INCLUSAO-EXCLUSAO

Na p.analcomblc6 introduzimos um postulado que em juncao com o facto que dois
conjuntos tém a mesma cardinalidade se, e somente se, existir uma bijeccao entre eles
(p.analcomblc-1) serviu bem para determinar as cardinalidades de certos conjuntos de
construcao elementar. Demais avangos podem ser obtidos por uma vasta generalizacao
do postulado.

Primeiro um exercicio que se faz segundo os padroes ensinados na p.concfund3c?.

Exercicio 3.1. Sejam A, B subconjuntos nao necessariamente disjuntos dum universo (2.

Entao tem-se as seguintes decomposigoes:

AUB=AW(B\(ANDB)); e B=(ANB)YW(B\(ANB).

FI1GURA 2. Principio da Inclusao-Exclusao

Utilizando este resultado obtemos entao pelo postulado,
Bl = [ANB[+[B\ (AN B)],
logo |[AUB| = |A|+|B\ (AN B)|
= |A|+|B|—-|ANBDB|.
Este facto também ainda pode obter-se intuitivamente, examinando a figura 2. Como
|A| + |B| ‘conta’ AN B uma vez em |A| e uma vez em |B|, temos que subtrair |A N B|

para obter |A U B|. No entanto, o seguinte principio da inclusao-exclusio ja excede o que

se pode fazer sem formalismo.
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Teorema (Principio de inclusdo-exclusdo). Sejam Ay, ..., Ay subconjuntos de um universo

Q finito. Entdo tem-se para a cardinalidade da uniao destes conjuntos a formula sequinte:

Jal=> 070 Y 1A

i=1 i=1 I1C{1,... Kk}, i€l
1| =

Antes de fazermos uma demonstracao formal, aproveitamos para explicar como ‘descod-
ificar’ tal monstro de férmula; de resto ter-se-a até o fim da demonstracao uma excelente
oportunidade de ver como se trabalha com somatérios e outras simbologias de ‘indexacoes’
complicadas; vejam-se também as notas finais desta seccao.

A férmula deixa de nos assustar, se a examinarmos primeiro para casos especiais. Es-
colhemos o parametro k£ pequeno. Para k = 2, por exemplo, a esquerda da a expressao

|A1 U Ayl; a direita, a soma exterior degenera para dois termos, a saber, entendendo por

I para ja um subconjunto de {1, ..., k},
(DY A+ D Y )AL
LlI|=1 i€l I|I|=2 i€l

Ora, a soma Z[M:i .... que aqui ocorre, exorta-nos formar para cada subconjunto I C
{1,2,...,k} de cardinalidade 7 a interseccao [,.; A;, tomar a sua cardinalidade, e somar
as cardinalidades assim obtidas. Para o caso k = 2 ocorrem apenas valores i =1 e i = 2.
Os subconjuntos I de cardinalidade 1 de {1,2} sao {1} e {2}, e de cardinalidade 2 existe
apenas o conjunto {1,2}. Ora uma expressao [;.; A;, degenera no caso |I| = 1 para o
tinico conjuntos A; com i € I. Para I = {1} a expressao € (,c;y Ai = Ay; para I = {2}
e I = {1,2} respectivamente, as expressoes obtidas sdo Ay e A; N A, respectivamente.
Assim a soma referida é (—1)°(JAy| + |As]) + (= 1) (A1 N Ag) = |Ay| + |Ag| — |A1 N Agl; e
a afirmacao diz portanto |A; U Ag| = |A1] + |As| — | A1 N As|, facto que ja sabemos.

Para k = 3, os conjuntos I sdo ‘tirados’ do conjunto {1, 2, 3}; existem neste trés sub-
conjuntos singulares, ({1}, {2}, {3}), trés de cardinalidade 2 ({1,2}, {1,3},{2,3}), e um
de cardinalidade 3: o conjunto {1,2,3} mesmo. A férmula a provar é neste caso

Ay UAUAsl = DIl = D0 1N AT+ D] I)Ad

L|I|=1 i€l I|I|=2 i€l I|I|=3 iel
= |A1] + |Aa] + |As| — (JA1 N Ag| + |A1 N As| + |Aa N As))
+|A; N Ay N As.
Provemo-la: Temos
|Aj U A U Az] = [(A1U Ay) U As]

= (|Au] +[A2] = [Ar N Ag|) + [As| — (A1 N A3) U (Ax N As3)|
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e portanto

AU Ay U As| = ([Ai] + [Ao] — [A1 N Asl) + [As]
—(JA1 N As| + |A2 N As] — [(A1 N Az) N (A N Az)l)
= JA1] 4 |Ag| + |As| — |A1 N Ag| — |A1 N Ag| — [As N A3
+|A; N Ay N Ay,

como queriamos mostrar. Aplicdmos aqui varias vezes o principio da inclusao-exclusao
para o caso de dois conjuntos.

Nos vemos um padrao emergente. Tais sao os padroes que levam a descobertas - no
caso presente alias atribuido ao portugués Daniel da Silva.

Agora vamos coroar os nossos esforcos com uma prova formal do teorema.

Demonstracdao do principio da inclusdo-exclusdo. A demonstracao desse, teorema faz-se
por inducgao sobre o nimero dos conjuntos em causa. Para k = 1 sai a trivialidade
|Ay| = |A4], para k = 2, e k = 3 a anélise anterior ji nos convenceu da vélidade do
principio.

Agora seja k > 2. Definamos as familias disjuntas Z e Z’ de subconjuntos de
{1,...,k,k+ 1} por

T={l:k+1¢I}, e T ={I:k+1el},

respectivamente. Podemos escrever

k+1 k
|UA1| = | (U&) U Aga
i=1

i=1

k k
[ Al + 1Ak — | (U Az‘) N A
i=1

([~

=1
k k
2
= | UAz'\ + | Apa| — | U(Ai N Apy1)]
=1 =1
k
3 i—
= D =07 Al Akl
i=1 I€T|I|=i iel
k .
= =0T T (AN A,
i=1 I€T|T|=i i€l

Em = utilizdmos a hipdtese da indugao para dois conjuntos, em 2 a distributividade (ver
p.concfund4cl), e em 2 utilizdmos hipétese da inducao para k conjuntos.
Ora, se I € T entao (\;c;(Ai N Akt1) = Niesuqrr1y Ai- Se I percorrer todos os conjuntos

de Z com cardinalidade i, entao I U {k + 1} percorre todos os conjuntos de Z’' com
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cardinalidade ¢ + 1. Logo podemos erescrever a segunda soma interior na forma

Z ‘m(AiﬂAkHﬂ: Z !ﬂAZ|

I€T,|I|=i i€l Ter i€l
I =i+1
Dediquemo-nos a primeira soma. Esta podemos decompor na parcela correspondente
a i = 1, e nas restantes. Repara que se |I| = 1, entao a intersecgéo Nic; Ai dé o tnico
conjunto referido em /. Mais usaremos a férmula ) 7, ¢; = ZZ ) " $ii1, que 6 valida para
quaisquer objectos ¢; associados aos i e somaveis. Assim

k
2T N4l = ) !ﬂAHZ py
i=1 IeT | I|=i i€l IeT |I|=1 i€l IeT | I|=i
k
= Z\AiHZ(—l)H >
i=1 i=2 IeT |I|=i

= Yl Y Y INAl

IET |I|=i+1 <€l
Finalmente, juntando os resultados obtidos,

k+1

yUAi| = Z|Ai!+2(—1)i > 1N A

I€T,|I|=i+1 i€l

k
S EDT ST N Ad+ Al
i=1 IeT i€l
Il=i+1
k+1 k—1 A
éZMHZ Y () ()R
k+1 .
:Z|A|+Z Z o Z L)+ ()R
IeT | I|=i+1 I€T |I|=i+1
k+1
:ZMHZ D o O L
IeIwT
I =i+1
k+1

— Z|Ay+z > L)+ ()R

1g{1,...,k+1}

I =4+1
k+1
= 2.0 > N4l
=1 Ic{l,....,k+1} <<l

1] =i
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. 1, , , . , . y , .
Aqui, em =, ‘engolimos’ |Agy1| no primeiro somatdério, deixdmos o segundo somatério

exterior inalterado, e decompusemos o tergeiro somatério exterior segundo
k k—1

k

- E (=) tcoisa; = g (—)‘coisa; = g (—)‘coisa; + (—1)Fcoisay.
=1 =1 =1

As transformagoes que se fizeram nas restantes linhas deviam agora ficar claro, notando

que ZWZ' =familia de todos os subconjuntos de {1,...,k,k+ 1}. O teorema fica
provado. O]

O principio de inclusao exclusao, tal como aparentemente todos os ‘grandes teoremas’
da matematica permite varias versoes e admite corolarios interessantes alguns dos quais

vamos deixar aqui como exercicios e problemas.

Corolario 3.1. Nas condicoes do teorema anterior, a cardinalidade da familia dos conjuntos

que nao estao em nenhum dos conjuntos Ay, ..., Ay € dada por
k k
Q-UJAl=12-> 07 > 1) Ail)-
=1 i=1 I1C{1,... Kk}, el
1] =
Prova. Exercicio muito facil. 0
Corolario 3.2. Supostas as condi¢des do principio da inclusdo-exclusdo, seja I C {1,2,... k}

um conjunto de indices. Entao, a cardinalidade do conjunto dos elementos de £ que estdo
em exactamente os conjuntos A; com i1 € I, é dada por

o= > (D4

JCA{L,..., k} JjeJ
J2OI
Prova. Escreva-se primeiro o referido conjunto em termos da linguagem dos conjuntos.
Apoés aplicacao da regra da distributivade vé-se que se pode aplicar o corolario anterior.
Os pormenores ficam como problema para o leitor. O

Corolério 3.3. Nas condigoes do principio da inclusao-exclusao, seja p € Zsqo. A cardi-
nalidade do conjunto dos elementos que estao em exactamente p dos conjuntos A; é dada

por
- j
() INal
p
Jj=p JCA{1,...,k}y J&J
|J| =
Prova. Recorre-se ao corolario anterior. Os pormenores sao para o leitor. O

Exemplo . a. Nas explicagoes atras ocorreram somas bastante complicadas. Aqui mais
umas observagoes sobre a utilizacao de somatérios. Em geral uma expressao ) .., ¢; faz
sentido se I for um conjunto finito e se a cada ¢ € I é associado um ‘objecto’ ¢; de uma

classe, de objectos que podem ser somados (por exemplo: nimeros reais, ou vectores, mas
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a matematica conhece outros objectos pertencentes em geral a assim chamados ‘espagos
vectoriais’). Neste caso )., ¢; é simplesmente uma simbologia que exorta escrever os
objectos ¢; um ao lado do outro, e ligar estes objectos pelo ‘4. Por exemplo ng{1,3,5} 52
dd 12+ 32 +52. Se I for vazio, entdo atribui-se & soma geralmente o valor 0. Os objectos ¢;
podem outra vez ser objectos complicados dependente do parametro i, porventura outras
somas, como aconteceu em cima. Mais, os somatérios nem sempre ocorrem na forma

candnica » mas um conjunto I adequado para por o somatorio nesta forma pode

i€l
ser inferido do contexto. Em particular aplicam-se a somatorios as convencoes referidas
para os simbolos | J,[), ver p.concfund3c-2. A avaliagdo desambigua de somas multiplas
baseia-se nas varias leis que regem os calculos em espacos vectoriais. Sao leis como a
comutatividade, a associatividade da adicao, leis de distributividade etc. Mais existem, e
sao importantissimos, somatorios que involvem uma infinidade de parcelas: por exemplo,
em Zj’;l j% Somas deste tipo sao discutidos na teoria dos limites, ver p. ... . Estamos
convictos que, lendo muita matematica, vao habituar-se pouco a pouco a simbologia dos
somatoérios e outras simbologias afins de forma similar aquela com que se habituaram ao
uso correcto da lingua materna.

b. Mais aplicacoes do principio da inclusao-exclusao vamos dar como problemas sepa-
rados e também veremos na teoria dos niimeros.

c. Principios de inclusao-exclusao sao validas também para certas outras medidas:
por exemplo, se A, B, AU B, AN B sao subconjuntos do plano com ‘area’; entao temos
area(AU B) + drea(A N B) = area(A) + area(B), e férmulas andlogas para mais que dois

conjuntos.




