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Experiência III. Desigualdades

Objectivo: Pretendemos com esta experiência apresentar com demonstrações algumas

desigualdades que tornem o estudante apto a resolver um conjunto amplo de problemas de

competições matemáticas. Esta exposição pensamos estar o mais auto-contida posśıvel.

Em certas passagens, contudo, algum conhecimento de cálculo infinitesimal é útil, ainda

que não imprescind́ıvel. Privilegiámos, nesta exposição, os argumentos geométricos em

detrimento do formalismo matemático.

10. Valores Médios

Começamos por introduzir os entes matemáticos que vamos estudar.

Definição 10.1. Considere os n números reais positivos x1 , x2 , . . . , xn. Definimos médias:

aritmética: MA(x1 , x2 , . . . , xn) =
x1 + x2 + · · · + xn

n
,

geométrica: MG(x1 , x2 , . . . , xn) = n
√
x1x2 . . . xn ,

harmónica: MH(x1 , x2 , . . . , xn) =
n

1
x1

+ 1
x2

+ · · · + 1
xn

,

de ordem p: Mp(x1 , x2 , . . . , xn) =

(
1

n

n∑
j=1

xp
j

)1/p

,

destes números.

Observação . Nota que na definição anterior podemos tomar p ∈ R ∪ {−∞ , +∞}. Para

p = 0 ou ±∞ temos

(a) M−∞ = lim
p→−∞

Mp = min(x1 , x2 , . . . , xn);

(b) M0 = lim
p→0

Mp = MG(x1 , x2 , . . . , xn);

(c) M+∞ = lim
p→+∞

Mp = max(x1 , x2 , . . . , xn).

De facto, para a aĺınea (b) tomando exp ◦ ln vemos que somente temos de calcular

lim
p→0+

ln( 1
n

∑n
j=1 x

p
j) − ln 1

p
=

d

d p
ln(

1

n

n∑
j=1

xp
j)

∣∣∣∣∣
p=0

=
1

n
ln(x1 . . . xn) .

Efectuando a composição com a função exp temos o que queŕıamos provar.

Para a aĺınea (c) consideremos, sem perda de generalidade, que x1 = max(x1, . . . , xn),

então podemos escrever Mp = x1
1

n
(1 + (x2/x1)

p + · · · + (xn/x1)
p)1/p , e tomando p →

+∞ obtemos o resultado procurado.

Justifica que se tem a igualdade enunciada na aĺınea (a).

Vamos apresentar argumentos geométricos para relacionar estas médias no caso de dois

números reais positivos x1 , x2, i.e. veremos que

M−∞(x1, x2) ≤ MH(x1, x2) ≤ MG(x1, x2) ≤ MA(x1, x2) ≤ M2(x1, x2) ≤ M+∞(x1, x2) .
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A primeira e a última desigualdades são naturais (verificar).

Relacionemos agora a média aritmética e a geométrica. Para tal, dados dois números

reais positivos x1, x2 constrúımos um triângulo rectângulo cuja altura divide a hipotenusa

em segmentos de comprimento x1 e x2. Verifique que a altura é igual g =
√
x1x2, i.e. é

igual a MG(x1, x2). Pela análise da figura 6 onde m = MA(x1, x2), temos a desigualdade

procurada. Para as médias aritmética e quadrática de dois números reais positivos x1, x2,

Figura 6. Médias Geométrica e Aritmética

constrúımos dois triângulos rectângulos de catetos, x1, x2 e r =
√

(x2
1 + x2

2)/2, que é a

M2(x1, x2), como se mostra na figura 7. Pode ver-se que 2m2 = g2 + r2 pelo que m ≤ r,

c.q.d.

Figura 7. Médias Aritmética e Quadrática

Para compararmos as médias harmónica e geométrica de dois números reais positivos,

temos somente que verificar que

MH(x1, x2) =
MG2(x1, x2)

MA(x1, x2)
≤ MG(x1, x2) ,

aplicando a desigualdade anteriormente provada para as médias aritmética e geométrica.

Problema 10.1. Considere n números reais não negativos, x1 , x2 , . . . , xn, e r, s ∈ R+ tais

que r ≤ s. Mostre que

(
n∑

j=1

xs
j

)1/s

≤
(

n∑
j=1

xr
j

)1/r

.
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Resolução. Vamos comparar as duas igualdades, tomando em primeiro lugar d =
∑
j=1

xr
j ,

então

(∑n
j=1 x

s
j

)1/s

d1/r
=

(
n∑

j=1

xs
j

ds/r

)1/s

=

(
n∑

j=1

(
xr

j

d

)s/r
)1/s

.

Agora 0 ≤ xr
j/d ≤ 1 e s/r − 1 ≥ 0, então

(
xr

j

d

)s/r

≤ xr
j

d
. Assim, a expressão inicial(

n∑
j=1

xr
j

)1/r

/

(
n∑

j=1

xs
j

)1/s

está majorada por

(
n∑

j=1

xr
j

d

)1/s

= 1 . �

Exerćıcio 10.1.

(1) xa < 1 se x > 1 e a < 0, e portanto se 0 < x < y então xa > ya > 0 se a < 0.

(2) Se 0 < x < 1 então 0 < xa < 1 se a > 0 e xa > 1 se a < 0.

(3) Considere n números reais não negativos, x1 , x2 , . . . , xn. Mostre que, se a ∈]0, 1]

então

(
n∑

j=1

xj

)a

≤
n∑

j=1

xa
j , e se a ∈]1,∞[ então

(
n∑

j=1

xj

)a

≥
n∑

j=1

xa
j .

Indicação: Tenha em atenção a desigualdade do problema 10.1.

(4) Utilizando os resultados do problema 10.1 mostre que a aplicação de R em R

definida por p(x) = |x|a para a ∈]0, 1] verifica as propriedades do valor absoluto,

i.e. p(x) ≥ 0 , p(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 , p(x+y) ≤ p(x)+p(y) , p(xy) = p(x)p(y) .

(5) Sejam a ∈ R+ e n ∈ N. Mostre que (1 + a)1/n ≤ 1 +
a

n
.

Indicação: Tome potência de ordem n em ambos os membros da desigualdade e

aplique a fórmula do binómio de Newton.

(6) Mostre que ex < 1 + (e− 1)x, x ∈ [0, 1].

Indicação: Represente graficamente as funções de expressão anaĺıtica ex − 1 e

(e− 1)x, para x ∈ [0, 1], onde e é o número de Nepar.

(7) Justifique que, bx < 1 + (b− 1)x, para todo o b > 1 e x ∈ [0, 1].

Teorema (Desigualdade entre as médias aritmética e geométrica). Considere os n números

reais positivos x1 , x2 , . . . , xn. Mostre que

MG(x1 , x2 , . . . , xn) ≤ MA(x1 , x2 , . . . , xn) .

Além disso, temos igualdade se e somente se x1 = x2 = · · · = xn.

Demonstração. Vamos proceder por indução. Consideremos provado para dois números

reais positivos (cf. racioćınio geométrico). Como hipótese de indução temos que a de-

sigualdade enunciada é válida para todo o p-uplo de números reais positivos com p =

2, 3, . . . , n− 1, i.e. para todo o x1 , . . . , xp ∈ R+

MG(x1 , . . . , xp) ≤ MA(x1 , . . . , xp) , p = 2, 3, . . . , n− 1 ,

e verifiquemos que tal se tem para p = n.
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Considere-se um n-uplo arbitrário de números reais positivos, x1, x2, . . . , xn, e supon-

hamos, sem perda de generalidade, que xj ≥ x1, j = 2, . . . , n pelo que, existem αj > 0

tais que xj = x1(1 + αj), j = 2, . . . , n. Então,

x
1/n
1 x

1/n
2 . . . x1/n

n = x1
n
√

(1 + α2) . . . (1 + αn) = x1

(
n−1
√

(1 + α2) . . . (1 + αn)
)n−1

n
.

Aplicando a hipótese de indução aos n− 1 números 1 + α2 , . . . , 1 + αn temos

n
√
x1x2 . . . xn ≤ x1

(
n− 1 + α2 + · · · + αn

n− 1

)n−1
n

,

e pelo exerćıcio 10.1.(7) com b =
n− 1 + α2 + · · · + αn

n− 1
e x = (n− 1)/n, encontramos

n
√
x1x2 . . . xn ≤ x1

(
1 +

(
n− 1 + α2 + · · · + αn

n− 1
− 1

)
n− 1

n

)
,

ou ainda n
√
x1x2 . . . xn ≤ x1

1 + (1 + α2) + · · · + (1 + αn)

n
. Mas 1 + αj = xj/x1, j =

2, 3 . . . , n, pelo que se tem a desigualdade procurada. �

Exerćıcio 10.2.

(1) Mostre que se o produto de n números reais é maior do que ou igual a 2n, a sua

soma é igual ou superior a 2n.

(2) Mostre que para x, y, z ∈ R+ com x < y < z se tem

(x + y − z)(x− y + z)(−x + y + z) < xyz .

(3) Para x1 , x2 , . . . , xn ∈ R+ temos ln

(
1

n

n∑
j=1

xj

)
≥ 1

n

n∑
j=1

lnxj .

Problema (IMO 2000). Sejam a, b, c ∈ R+ cujo produto é igual a um. Mostre que

(a− 1 + 1/b)(b− 1 + 1/c)(c− 1 + 1/a) ≤ 1 .

Resolução. Comece por justificar que pode tomar, sem perda de generalidade todos os

factores positivos. De facto, pode verificar-se que se um dos factores for negativo os

demais serão positivos. Neste caso a desigualdade é trivialmente verificada.

Usando a hipótese temos as seguintes igualdades

a− 1 + 1/b = (ab− b + 1)/b = a(1 − bc + c)

b− 1 + 1/c = (bc− c + 1)/c = b(1 − ac + a)

c− 1 + 1/a = (ac− a + 1)/a = c(1 − ab + b) .

Além disso,

1 =
(1 − ac + a) + (ac− a + 1)

2
≥
√

(1 − ac + a)(ac− a + 1)

1 =
(1 − bc + c) + (bc− c + 1)

2
≥
√

(1 − bc + c)(bc− c + 1)

1 =
(1 − ab + b) + (ab− b + 1)

2
≥
√

(1 − ab + b)(ab− b + 1) .
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Multiplicando membro a membro e tendo em conta as igualdades anteriormente deduzidas

obtemos a nossa desigualdade. �

11. Desigualdades fundamentais

Comecemos por dar a definição de função convexa.

Definição 11.1. Uma função real de variável real, f , diz-se convexa (respectivamente

côncava) num intervalo [a, b] contido no seu domı́nio de definição, se

f(x) ≤ b− x

b− a
f(a) +

x− a

b− a
f(b) , x ∈ [a, b] ,

(respectivamente, f(x) ≥ b− x

b− a
f(a) +

x− a

b− a
f(b) , x ∈ [a, b] ).

Observe que x =
b− x

b− a
a +

x− a

b− a
b , e

b− x

b− a
+
x− a

b− a
= 1 .

Teorema 11.1. Uma função real de variável real definida em [a, b] é convexa quando e só

quando f((1 − t)a + tb) ≤ (1 − t)f(a) + tf(b) , t ∈ [0, 1] .

Analogamente, uma condição necessária e suficiente para que f seja côncava no inter-

valo [a, b] é f((1 − t)a + tb) ≥ (1 − t)f(a) + tf(b) , t ∈ [0, 1] .

Demonstração. Consequência directa da definição e da observação que se lhe seguiu. �

Exemplo . As funções exp : R → R definida por exp(x) = ex, e p : R+ → R+ definida por

p(x) = xa, a > 1 são convexas. Da mesma forma que as funções ln : R+ → R definida

por ln(x) = loge x, e q : R+ → R+ definida por q(x) = xb, 0 < b < 1 são côncavas.

De facto, pela representação geométrica das funções exp e q (ver figura 8) conclúımos

imediatamente o resultado. Analise, como exerćıcio, os restantes casos.

Figura 8. Convexa versus Côncava

Teorema (Desigualdade de Jensen). Seja f uma função real de variável real, definida e

convexa (respectivamente, côncava) em [a, b]. Considere os pontos arbitrários x1, . . . , xn ∈
[a, b] e λ1, . . . , λn ∈]0, 1[ tais que

n∑
j=1

λj = 1. Então,

f

(
n∑

j=1

λjxj

)
≤

n∑
j=1

λjf(xj) (respectivamente, f

(
n∑

j=1

λjxj

)
≥

n∑
j=1

λjf(xj) ).
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Demonstração. Comece por justificar que
n∑

j=1

λjxj ∈ [a, b].

Para demonstrarmos a desigualdade vamos proceder por indução. Por definição temos

o caso n = 2. Suponhamos agora que a desigualdade se tem para quaisquer p-uplo

de números x1, . . . , xp ∈ [a, b] e λ1, . . . , λp com

p∑
j=1

λj = 1, para p = 2, . . . , n − 1 e

verifiquemos que se tem a desigualdade para p = n. Considere-se n números quaisquer

x1, . . . , xn ∈ [a, b] e λ1, . . . , λn ∈]0, 1[ tais que
n∑

j=1

λj = 1, então

f(
n∑

j=1

λjxj) = f(λx + λnxn) , onde λ =
n−1∑
j=1

λj e x =
1

λ

n−1∑
j=1

λjxj .

Note-se que λ + λn = 1 e x ∈ [a, b], pois (λ1 + · · · + λn−1)/λ = 1. Assim, aplicando a

hipótese de indução com p = 2 temos f(
n∑

j=1

λjxj) ≤ λf(x) + λnf(xn) e pela hipótese de

indução para p = n− 1 e actuando no termo f(x), temos a desigualdade pretendida. �

Problema (Aplicações da desigualdade de Jensen).

(1) Resolva o exerćıcio 10.2.(3).

Indicação: Mostre que a função logaritmo de base b > 1 é côncava.

(2) Considere n ∈ N e rj ∈ [1 , +∞[ para j = 1, 2 . . . , n. Mostre que

1

1 + r1
+ · · · +

1

1 + rn

≥ n

1 + n
√
r1 . . . rn

.

Indicação: Justifique que existem aj tais que rj = eaj para j = 1, . . . , n e que a

função de expressão anaĺıtica f(x) = 1/(1 + ex) é convexa para x ∈ R+.

(3) Considere os n números reais positivos x1 , . . . , xn e r, s ∈ R+ com 0 < r ≤ s.

Mostre que Mr(x1, . . . , xn) ≤ Ms(x1, . . . , xn).

Indicação: Aplique a desigualdade de Jensen à função de expressão anaĺıtica

f(x) = xr/s nos pontos xs
j, j = 1, 2 . . . , n.

Definição 11.2. Considere os n números reais positivos x1 , . . . , xn e λ1 , . . . , λn ∈]0, 1[

tais que λ1 + · · · + λn = 1. Definimos médias ponderadas com pesos λ1, . . . , λn:

de ordem p: MPp(x1 , x2 , . . . , xn) =

(
n∑

j=1

λjx
p
j

)1/p

,

aritmética: MAP(x1 , x2 , . . . , xn) = λ1x1 + λ2x2 + · · · + λnxn = MP1(x1, . . . , xn) ,

geométrica: MGP(x1 , x2 , . . . , xn) = xλ1
1 x

λ2
2 . . . xλn

n = MP0(x1, . . . , xn) ,

harmónica: MHP(x1 , x2 , . . . , xn) =
1

λ1

x1
+ λ2

x2
+ · · · + λn

xn

= MP−1(x1, . . . , xn) ,

destes números.

Exerćıcio 11.1. Considere os n números reais positivos x1 , . . . , xn e λ1 , . . . , λn ∈]0, 1[

tais que λ1 + · · · + λn = 1. Mostre que MPr(x1, . . . , xn) ≤ MPs(x1, . . . , xn).
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Observação . Este resultado diz-nos que para um mesmo n-uplo de números reais positivos

e pesos dados, a média ponderada é uma função monótona, considerada como função de

p ∈ R ∪ {−∞ , +∞}.

Vejamos uma desigualdade com muitas aplicações em problemas de competições inter-

nacionais de matemática.

Problema 11.1. Considere os n números reais positivos x1 , . . . , xn. Então,

(x1 . . . xn)
1
n

∑n
j=1 xj ≤

(
1

n

n∑
j=1

xj

)∑n
j=1 xj

≤ xx1
1 . . . xxn

n .

Resolução. A primeira desigualdade é imediata, pois elevando ambos os membros ao in-

verso de
n∑

j=1

xj obtemos a desigualdade entre as médias geométrica e aritmética.

Vamos rescrever a segunda desigualdade na forma

1

n

n∑
j=1

xj ≤ xd1
1 . . . xdn

n , dj = xj/
n∑

j=1

xj , j = 1, 2, . . . , n e
n∑

j=1

dj = 1 .

Temos então de provar que

1

n(xd1
1 . . . xdn

n )
≤ 1∑n

j=1 xj

=
dk

ak

, k = 1, 2, . . . , n .

Somando membro a membro com k = 1, 2, . . . , n, obtemos

1

xd1
1 . . . xdn

n

≤
n∑

k=1

dk

xk

, i.e.
1

MGP(x1, . . . , xn)
≤ 1

MHP(x1, . . . , xn)
,

e da monotonia da média ponderada, considerada como função do parâmetro real p (cf.

exerćıcio 11.1) temos o resultado procurado. �

Exerćıcio 11.2. Considere os três números reais positivos a, b, c, então:

(1) aabbcc ≥ (abc)(a+b+c)/3 .

(2) Se a > b > c, mostre que a2ab2bc2c > ab+cbc+aca+b .

Teorema 11.2 (Desigualdades). Considere dois n-uplos de números reais, (aj) e (bk). Então:

Cauchy-Schwarz:

(
n∑

j=1

ajbj

)2

≤
(

n∑
k=1

a2
k

) (
n∑

k=1

b2k

)
.

Minkowski:

(
n∑

j=1

(aj + bj)
2

)1/2

≤
(

n∑
k=1

a2
k

)1/2

+

(
n∑

k=1

b2k

)1/2

.

Demonstração. Para a primeira desigualdade considere (aj − λbj)
2 ≥ 0, i.e. λ2b2j −

2λajbj + a2
j ≥ 0, j = 1, . . . , n. Somando ordenadamente as n desigualdades resultantes de

substituir j de 1 a n obtemos

λ2

n∑
j=1

b2j − 2λ
n∑

j=1

(ajbj) +
n∑

j=1

a2
j ≥ 0 , i.e. Aλ2 − 2Bλ + C ≥ 0 ,
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onde A =
n∑

j=1

b2j , B =
n∑

j=1

(ajbj) e C =
n∑

j=1

a2
j . Assim, B2 − AC ≤ 0 que é a desigualdade

procurada.

Para a desigualdade de Minkowski eleve ambos os membros ao quadrado e aplique a

desigualdade de Cauchy-Schwarz. �

Teorema (Desigualdade de Young). Sejam p, q ∈ R+ com p > 1 tais que 1/p + 1/q = 1.

Mostre que, xy ≤ xp/p + yq/q, para todo o x, y ∈ R+.

Demonstração. Analisemos a informação contida no gráfico da figura 9. Vê-se facil-

Figura 9. Desigualdade de Young

mente que αβ ≤ area (T ) + area (S).

Temos então de calcular a area dos conjuntos T e S. Comecemos por ver que calculando

a area de S determinamos de forma análoga a area de T . De facto a curva que delimita

a superiormente o conjunto S tem expressão anaĺıtica y = xp−1 e a curva que delimita à

direita a região T tem expressão anaĺıtica x = y1/(p−1) = yq/p = yq(1−1/q) = yq−1.

Calculemos então a area de S. Para tal dividimos o segmento [0, α] em n intervalos

iguais de amplitude α/n, i.e. [0, α] = [0, α/n]∪]α/n, 2α/n] ∪ · · · ∪](n − 1)α/n, α] , e

consideremos em cada um destes intervalos o seu extremo superior, i.e. aj = jα/n,

j = 1, 2, . . . , n. Assim,

area (S) = lim
n→∞

α

n

n∑
j=1

(αj/n)p−1 = αp lim
n→∞

1

np

n∑
j=1

jp−1 = αp lim
n→∞

un

np
,

onde un = 1 + 2p−1 + · · · + np−1.

Para calcular o lim
n→∞

un/n
p, vamos aplicar um resultado devido a Otto Stolz, que nos

diz que, dadas duas sucessões de números reais (un) e (vn) se (vn) ↑ +∞

lim
n→∞

un

vn

= lim
n→∞

un+1 − un

vn+1 − vn

.

Voltando ao cálculo do

lim
n→∞

un

np
= lim

n→∞
(n + 1)p−1

(n + 1)p − np
= lim

n→∞

(
1 − (1 − 1/(n + 1))p

1/(n + 1)

)−1

.
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Agora, tomando s = −1/(n+1), rescrevemos o limite anterior na forma lim
s→0−

(1 + s)p − 1

s
=

d

dx
(1 + x)p

∣∣∣∣
x=0

= p, pelo que area (S) = αp/p.

Da mesma forma se vê que area (T ) = βq/q, ficando demonstrada a desigualdade. �

Teorema 11.3 (Desigualdades). Considere dois n-uplos de números reais, (aj) e (bk). Sejam

p, q ∈]1,+∞[ com
1

p
+

1

q
= 1, então:

Hölder:
n∑

j=1

ajbj ≤
(

n∑
k=1

|ak|p
)1/p( n∑

k=1

|bk|q
)1/q

.

Minkowski:

(
n∑

j=1

|aj + bj|p
)1/p

≤
(

n∑
k=1

|ak|p
)1/p

+

(
n∑

k=1

|bk|p
)1/p

.

Demonstração. Considere aj , bj > 0, j = 1, . . . , n. Para a primeira desigualdade tome

A = ak/(
n∑

j=1

ap
j)1/p e B = bk/(

n∑
j=1

bqj)
1/q na desigualdade de Young e some com k =

1, . . . , n.

Não apresentamos aqui a demonstração da generalização da Desigualdade de Minkowski

dada no teorema 11.2. �

12. Problemas de Olimṕıadas Internacionais

1969/6: Mostre que para todos os números reais x1, x2, y1, y2, z1, z2, verificando x1 >

0, x2 > 0, x1y1 − z2
1 > 0, x2y2 − z2

2 > 0, se tem

8

(x1 + x2) (y1 + y2) − (z1 + z2)
2 ≤ 1

x1y1 − z2
1

+
1

x2y2 − z2
2

.

Dá uma condição necessária e suficiente para que se tenha a igualdade.

1975/1: Sejam xi, yi (i = 1, 2, . . . , n) números reais, tais que

x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn and y1 ≥ y2 ≥ · · · ≥ yn .

Mostre que, se z1, z2, . . . , zn é uma qualquer permutação dos números y1, y2, . . . , yn,

então
n∑

i=1

(xi − yi)
2 ≤

n∑
i=1

(xi − zi)
2 .

1978/5: Seja {ak} (k = 1, 2, 3, . . . , n, . . . ) de números inteiros positivos todos dis-

tintos. Mostre que para todo o número natural n,
n∑

k=1

ak

k2
≥

n∑
k=1

1

k
.

1982/3: Considere a sucessão de números reais positivos {xn} verificando, x0 =

1, e para todo o i ≥ 0 , xi+1 ≤ xi .

(a) Mostre que neste caso, existe n ≥ 1 tal que

x2
0

x1

+
x2

1

x2

+ · · · +
x2

n−1

xn

≥ 3.999 .



Projecto Delfos: Escola de Matemática Para Jovens 10
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(b) Nas condições do problema, dá um exemplo de uma sucessão que verifica

x2
0

x1

+
x2

1

x2

+ · · · +
x2

n−1

xn

< 4 .

1984/1: Mostre que 0 ≤ yz+ zx+xy− 2xyz ≤ 7/27, onde x, y, z ∈ R+ são tais que

x + y + z = 1 .

1985/6: Para cada x1 ∈ R, constrúımos uma sucessão x1, x2, . . . segundo a lei

xn+1 = xn

(
xn +

1

n

)
, n ≥ 1.

Mostre que existe exactamente um valor de x1 para o qual 0 < xn < xn+1 < 1

n ∈ N .

1987/3: Considere n números reais, x1, x2, . . . , xn, verificando x2
1+x2

2+· · ·+x2
n = 1.

Prove que para todo o número natural k ≥ 2 existem inteiros a1, a2, . . . , an, não

todos nulos, tais que |ai| ≤ k − 1 para todo o i e

|a1x1 + a1x2 + · · · + anxn| ≤ (k − 1)
√
n

kn − 1
.

1988/4: Mostra que o subconjunto dos números reais x que verificam a desigualdade

70∑
k=1

k

x− k
≥ 5

4

é a união de intervalos disjuntos, cuja soma dos diâmetros é 1988.

Observação: Nota que o diâmetro de um conjunto é a maior distância entre dois

quaisquer pontos desse conjunto.

1994/1: Sejam m e n números inteiros positivos. Considere os elementos distintos

dois a dois a1, a2, . . . , am ⊂ {1, 2, . . . , n} tais que ai + aj ≤ n para algum i, j,

1 ≤ i ≤ j ≤ m, existe k, 1 ≤ k ≤ m, com ai + aj = ak. Mostra que

a1 + a2 + · · · + am

m
≥ n + 1

2
.

1995/2: Considera os números reais positivos a, b, c tais que abc = 1. Mostra que

1

a3(b + c)
+

1

b3(c + a)
+

1

c3(a + b)
≥ 3

2
.

1997/3: Sejam x1, x2, . . . , xn números reais verificando

|x1 + x2 + · · · + xn| = 1

e |xi| ≤ n + 1

2
i = 1, 2, . . . , n .

Mostra que existe uma permutação y1, y2, . . . , yn de x1, x2, . . . , xn tal que

|y1 + 2y2 + · · · + nyn| ≤ n + 1

2
.

1999/2: Considere o número inteiro n maior do que ou igual a 2.
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(a) Determine a menor constante C tal que se tem a desigualdade para todos os

números reais positivos ou nulos x1, . . . , xn

∑
1≤i<j≤n

xixj(x
2
i + x2

j) ≤ C

( ∑
1≤i≤n

xi

)4

.

(b) Para esta constante C, determina quando se tem a igualdade.

2001/2: Sejam a, b, c ∈ R+ verificando, a′ =
√
a2 + 8bc, b′ =

√
b2 + 8ca, c′ =√

c2 + 8ab. Mostre que a/a′ + b/b′ + c/c′ ≥ 1 .


