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Desigualdades Aritméticas

1. Mostra que
| +b] < |af +[b],

para todos os nimeros reais a e b (desigualdade triangular). Quando € que se tem a igualdade?

Generaliza a desigualdade anterior mostrando que
1+ x| S|+ 2]
e discute em que condi¢des é que a igualdade ocorre.

2. Mostra que
[la] = [bl] < la —b].

3. Mostra que as médias harmoénica, geométrica e aritmética de dois nimeros a, b > 0 estdo rela-

cionadas da forma seguinte:

IA

2 b
T < Vab at
+3 2

(desigualdade MH-MG-MA). Generaliza a desigualdade anterior mostrando que

Q=

n T+ -+,

— < V1.0, L ———MM—
x_11_|_..._|_$ " n ’

para xq,...,x, > 0.

4. Para x,y, z > 0, mostra que

(x+y)(y+2)(x+2) > 8zryz.

5. Para z,y, 2 > 0, mostra que

6. Para z,y, 2z > 0, mostra que

2P+ + 2 > ey + 2+ yVa? + 22

7. Sendo ay,...,a, > 0eby,...,b, uma permutacdo de a4, ..., a,, mostra que
a a
_1_|_ 4+ >
by b,
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8. Paran € N, seja

1 1
H=14+-4+-4—
2 n

0 n-ésimo nimero harmoénico. Mostra que

nvyn+1l<n+H, n>2

9. Sea,b,c > 0sdo tais que a + b+ ¢ = 1, mostra que

1 1 1
C+)(G+1)(5+1) =04
a b c
10. Dados z1, ..., x, nimero reais positivos, mostra que

1 1 5
(w1 4+ Fap) | —+-+— | >n"
T Tn

11. Dados niimeros reais com
g <a<---<a, e b <by<---<by,
considera uma qualquer permutagdo b}, by, . ..
Mostra que
arby + -+ apby, > agby 4 -+ apbl, > arb, + -+ apby
(desigualdade do rearranjo).
12. Estabelece a desigualdade do Problema 7 usando a desigualdade do rearranjo.

13. Para qualquer permutagdo a}, . ..,a,, de ai,...,a, mostra que

2 2 / /
ai+---+a, > aa +---+ana,.

14. Dados a, b, c > 0, prova que
a b c_ < 3

b—l—c+a—|—c+a—|—b_ 2’

15. Tenta obter a desigualdade MH-MG-MA (ver Exercicio 3) a partir da desigualdade do rearranjo.

16. Sea; <---<a,eb <---<b,, mostra que

albl+~"+anbn>a1+"'—|—an Xbl—i-"'—i-bn
n n n

(desigualdade de Tchebyshev).
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17. Mostra que a média aritmética e a média quadrética estdo relacionadas pela desigualdade

T4t a
n

B+t

n

<

18. Se x1,...,Zn,y1,- - -, Yn SA0 Ndmeros reais, mostra que

[Ty + -+ Tyl < \/x%+---+xz \/y%+---+y%
(desigualdade de Cauchy—Schwarz).

19. Mostra que
a’ +b* + c* > ab + be + ca.

20. Se a, b, ¢ sdo nimeros positivos com a + b + ¢ = 1, mostra que

ab + bc + ca <

Wl

21. Mostra que

la +b] < V2Va? + 2.

22. Se ay, ..., a, sd@o nimeros positivos com a; + - - - + a,, = 1, mostra que
a n " Qn, > A ar + o+ /ay
V1 —a; V1—a, — vn—1 '

23. Sejam x1,...,x, nimeros reais tais que a soma de quaisquer n — 1 deles € maior do que o

numero deixado de fora da soma. Sendo s = 1 + - - - 4+ x,,, mostra que

2 2
Zz T S
1 .. n >

5 — 21, s 2, Tn—2
24. Paraz > —1 en € IN mostra que
(I+2)">14+nz
(desigualdade de Bernoulli).

— 0 —

Uma fungdo f : [a,b] — IR diz-se convexa se para todo o z,y € [a,b] e paratodo o « € [0, 1] se
tem
flaz+ (1 -a)y) <af(z)+ (1 - a)f(y)

— 0 —
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25. Se f é uma fun¢@o convexa em |[a, b], entdo para todo o x1,...,x, € [a,b] e ay,...,a, € [0,1]

com ay + - -+ + a,, = 1, mostra que

f (Z Oéiflfz) < Zaif(ﬂfi)

(desigualdade de Jensen).
26. Retoma o Problema 22 a luz da desigualdade de Jensen.

27. Se x4, ..., x, sd0 numeros positivos maiores ou iguais a 1, prova que

1 1 n
+---+ > .
142 14z, = a1, +1

28. Sejam z, y niimeros positivos € p, ¢ > 1 com ]lj + é = 1. Mostra que

1 1
xy < —aP + —y?
p q
(desigualdade de Young).

29. Sexy,...,Tn, Y1, - -, Yp SA0 NUMeEros positivos e p,q > 1 com }D + % = 1, mostra que

n n 1/P n 1/q
San< () (L)
=1 =1 =1
(desigualdade de Holder).

30. Se z1,...,%pn, Y1, ..., Yy SA0 nUmeros positivos e p > 1, mostra que

n 1/p n 1/p n 1/p
(Serwr) (2] +(30)

=1

(desigualdade de Minkowski).
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Problemas 1, 2:

Problema 3:

Problema 4:
Problema 5:
Problema 6:
Problema 7:

Problema 8:

Problema 9:

Problema 10:
Problema 11:
Problemas 12, 13:
Problema 14:
Problema 15:
Problema 16:

Problema 17:

Pistas de Resolucao

Recorda que o médulo de um nimero real x, que representamos por |z|, é definido por |z| = z,

quando x > 0, e |z| = —x, quando = < 0.

Assim, é verdade que |x|2 = x2, para todo o nimero real x.

Verifica que basta provar a segunda desigualdade.

Para generalizar a desigualdade a n nimeros, usa o principio de indu¢do matemadtica. Num
primeiro passo, verifica que a desigualdade é vdlida para n = 2. Depois, mostra que se a
desigualdade € valida para o nimero natural n também € valida ndo s para o niimero natural 2n

como também € vdlida para o ndmero natural n — 1.
Neste dltimo caso, faz ¢ = »<Ya; ... a,_; e aplica a desigualdade aos nimeros ag, ..., a,_1,g.

Relativamente a ocorréncia da igualdade, basta analisar os passos da demonstrac@o por indudo.
Usa a desigualdade MG—MA para cada um dos factores do primeiro membro.
Usa a desigualdade MH-MG para cada par de parcelas do primeiro membro.

Usa a desigualdade MG-MA ...

Aplica a desigualdade MG-MA aos ndmeros 3*,.. ., 3.

Verifica que a soma n + H,, pode ser escrita na forma 1 +1 4 1 + % + 1—|—§—|—---+ 1+ % e
aplica a desigualdade MG-MA.

Desenvolve o primeiro membro da desigualdade e usa a desigualdade MH-MG para mostrar

1
\3/ abc

que ele é maior ou igual que (1 + )3. A seguir usa a desigualdade MG-MA e mostra que

Vabe < %

Usa as desigualdades MH-MG e MG-MA ...

Verifica que basta analisar o caso em que a permutacao “troca’” apenas dois dos nimeros iniciais.
Sem perda de generalidade, verifica que podes admitir que 0 < a1 < - -+ < a,.

1 1 1

Sem perda de generalidade, podes assumir que a < b < c o que implica que ;1 < —— < — ...

Toma a; = x,/G,as = 2122 /G?, ... ,a, = 11 ...2,/G" com G = /11 ...T,.
Usa vérias vezes a desigualdade do rearranjo ...

Olha bem para a desigualdade de Tchebyshev ...
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Problema 18:

Problema 19:
Problema 20:
Problema 21:

Problema 22:

Problema 23:

Problema 24:
Problema 25:
Problema 26:
Problema 27:
Problema 28:

Problema 29:

Problema 30:

Bibliografia:

Comeca por verificar que se todos os z;’s ou todos os y;’s forem iguais a zero, a desigualdade é

Y — n 2
§2.onde X = /377, 27

Y Y

ZTn YL

valida. A seguir, aplica o Problema 13 aos nimeros %, ..., 5, & ...

eY = \/Z?:ly?'

Usa a desigualdade de Cauchy—Schwarz ...
Desenvolve o quadrado (a + b + ¢)?.

Repara que (a +0)> = (a-1+0b-1)% ...

Representa por A o primeiro membro da desigualdade e verificaque A = > | \/% —> o V1I—a,.

Usa agora a desigualdade MG—MA no primeiro somatdrio e a desigualdade de Cauchy—Schwarz

no segundo.

Comeca por provar que s > 2x; paratodoo k = 1,...,n. A seguir considera a decomposicdo
x

T = b -4/s — 2y

Vs — 2xy

Aplica a desigualdade MG-MA aos n nimeros 1,...,1,1 4+ nx.

Usa de forma apropriada a defini¢ao de fun¢do convexa.

T

V1i—x

1
1+4-e*

Usa o facto da fungdo f(z) = ser convexa para x € |0, 1].

Usa o facto da fungdo f(x) =

S€r convexa para x > 0.

+ log(zP)+ 1 log(y)

Verifica que xy = e» e usa o facto da fungdo exponencial ser convexa em IR.

p:

Comeca por verificar que basta analisar o caso em que ., 2

le> "  y’ = 1. A seguir

aplica a desigualdade de Young aos produtos x;y;.

Comega por verificar que (x;+y;)P = z;(x; —i—yi)p_l +yi(z; +yi)p_1 e a seguir usa a desigualdade
de Holder.

Manfrino, R.B., Ortega, J.A.G., Delgado, R.V. (2005). Inequalities. Cuadernos de Olimpiadas
de Matematicas, Instituto de Matematicas, Universidad Nacional Auténoma de México.
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