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EXPERIENCIA I. Andlise de conhecimentos

Objectivo: Vamos apresentar alguns processos, métodos e conceitos, ainda que disper-
sos pelos programas de Matematica do Ensino Secundario em Portugal, fundamentais
para uma boa aprendizagem do tema de Matematica a nivel superior, e também para a
resolucao de problemas de competicoes internacionais. Antes de mais deixamos-te umas
quantas questoes de cardcter geral, onde sao abordados temas de cultura matematica. Ter-
minamos com uma seleccao de problemas dos primérdios das competicoes internacionais

de Matematica.

1. ALGUMAS QUESTOES

(1) Quando foi realizada, pela primeira vez, uma Olimpiada de Matemdtica? E em
Portugal?

(2) Quando é que Portugal participou pela primeira vez nas Olimpiadas Internacionais
de Matematica?

(3) Tens conhecimento de problemas de competigoes internacionais? Que &reas sao
usualmente abrangidas?

(4) O nivel das nossas competicoes é inferior, igual ou superior ao dessas competigoes
internacionais? Justifiqua a resposta que deres.

(5) J4 leste livros de matematica para além dos manuais escolares? Se a resposta que
deres for afirmativa, quais?

(6) Como classificarias os teus conhecimentos de inglés, quando confrontado com um
texto de matemadtica nesse idioma?
(Podes substituir o idioma inglés por outro qualquer distinto do portugués)

(7) O que te levou a participar em competigoes de matemética?

(8) Enuncia um teorema de matemética que tenhas alguma vez aplicado na resolucao
de um problema.

(9) Indica nomes de mateméticos.

(10) Estarias disponivel para participar num programa de trabalho anual em mateméti-

ca?

2. ALGUNS CONCEITOS

1)
2)
3)

)

4) Estabelece uma aplicacao bijectiva entre N e o conjunto dos muiltiplos de trés.

0.99--.-=17
Existe unicidade da representacao decimal de um nimero real?

O conjunto dos numeros naturais, N, é numeravel?

(
(
(
(

Que te leva a concluir?
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(5) Identifica a igualdade (1 + z)" = Z (Z)xk, z € Ren € N, onde (Z) —

k=0
n!

(n— k)
(6) O ntimero V7/(1 + v/2) é algébrico? Justifica.

(7) O numero 7 é transcendente? Justifica.

Determina uma expansao para (a + b)" com a,b € R.

(8) Define a funcao tangente, i.e. indique o seu dominio, contradominio e expressao
analitica. Estamos em presenca de uma bijeccao entre R e um seu subconjunto?
(9) Define média aritmética e geométrica dos trés niimeros reais a, b, c. Indica a relagao
que existe entre elas.
(10) Seja p o polinémio de expressdo analitica p(z) = agz" + a1z 4+ @p_17 + ay,.

O produto dos seus zeros ¢ igual a (—1)"a, /ag?

3. ALGUMAS EQUACOES

(1) Determine os valores de z € R que verificam 22%* — 2!7% = 8,

(2) Determine os valores de z € R que verificam 3% = 2°".

(3) Determine todas as aplicagoes bijectivas de Q em Q tais que f(z+y) = f(z)+ f(y)
e f(zy) = [(2)f(y).

4) Estabelece a identidade (a2 + a®/3b?/3)Y2  (b* + b*/3a??)V/2 = (%3 + b?/3)3/2.

1 1

5) + = ,a,b,c,r € RT.

loga Tlog,r  log 1og gy

6)

)

Resolve o sistema de equagoes ¥ = y* e y = 3.
7) Definimos por recorréncia, uma fungao f: N — N estipulando que f(1) = 3 e

(
(
(
(

f(n+1)=5f(n) 4+ 1. Determina uma expressao analitica para f.
(8) Com as operagoes usuais de adi¢ao algébrica, multiplicacao, divisao e médulos,
estabelece uma férmula que determine dados dois nimeros, o maior deles.

IMO 59 Para que valores de = se tem

\/x+\/2$—1+\/w—\/2$— =A,
para (a) A=+v2, (b) A=1, (c) A=2?

Indicagdo: (v; + x5)? = 27 + 22,29 + 23.

IMO 59 Sejam a, b, c € R. Considera a equagao quadratica em cos x:
acos’z +bcosz+c=0.
Usando a, b, ¢, determina uma equagao quadratica em cos 2z, com 0s mesmos zeros

da equacao inicial.

4. PROBLEMAS DAS PRIMEIRAS OLIMPIADAS DE MATEMATICA

Sabes quando foi realizada a primeira Olimpiada de Matematica?




Projecto Delfos: Escola de Matematica Para Jovens
EXPERIENCIAS COM A MATEMATICA Andlise de conhecimentos

Foi no ano de 1894, na Hungria. Nesse ano, a Sociedade de Matemadtica e Fisica
da Hungria promoveu uma competicao de Matematica, envolvendo todos os alunos dos
dltimos anos das escolas, para homenagear seu presidente Lorand Eo6tvos, eleito ministro
da educacao do pais. O evento foi um exito, e passou a ser realizado todos os anos.

Vamos mostrar alguns problemas dessa competicao. As ferramentas exigidas sao ele-

mentares, mas as solucoes necessitam de uma certa dose de criatividade. Aproveitem!

(1) Prova que as expressoes 2z + 3y e 9x + 5y sado divisiveis por 17 para os mesmos
pares de valores dos inteiros = e y.

(2) Determina todos os valores do natural n, para os quais 2" + 1 é multiplo de 3.

- 1 1 1
(3) Na figura 1, [AM], [BN], [CP] sao paralelos. Prova que or BN = op

FicurAa 1. Problema 3

(4) A sucessao aj,ay,...,a, é uma reordenagao arbitraria dos nimeros 1,2,3,...,n.
Prova que se n é um nimero impar o produto (a; —1)(as —2)(az —3) ... (a, —n)
é um namero par.

(5) Se a, b, ¢ sdo niimeros reais tais que a® + b* + ¢* = 1, prova que
—1/2<ab+bc+ac<1.

(6) Prova que para todo natural n > 2, se tem (12 ... n)? > n".

(7) No triangulo A[ABC], [AD] é a bissetriz do dngulo A. Prova que AD < VAB AC.

(8) Representa o conjunto dos nimeros {1,2,3, 4,5} como uniao disjunta de dois quais-
quer subconjuntos. Prova que um dos subconjuntos contém dois nimeros e sua
diferenca.

(9) D4 uma férmula explicita para f: N — N sabendo que f(1) = 1, f(2) =5 e
f(n+2)=3f(n+1)—-2f(n), neN.

5. INDICAGOES SOBRE A RESOLUGAO DOS PROBLEMAS

1. Resposta a estas questoes podem encontrar-se na experiéncia “O Diabo dos Ntu-

meros” bem como em alguns livros de mateméatica do Ensino Secundério.
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Podes também consultar a parte dedicada aos comentarios a livros de matematica
que te podem ser tuteis na descoberta da beleza matemaética.
2. As questoes aqui colocadas sao ja vossas conhecidas, de qualquer forma daremos
respostas a estas e outras questoes no decorrer das préximas sessoes.
Nota que os temas de matematica elementar que aparecem nas competicoes in-
ternacionais dividem-se em Aritmética, Geometria, Numeros, Trigonometria, De-
sigualdades e Equacgoes Funcionais.
Se analisares com atencao os exercicios que colocamos nas proximas secgoes veras
algumas destas matérias.
3.(1) Considera a mudanga de varidvel y = 2% e resolve a equagao quadrética resultante.
3.(2) Toma logaritmos em ambos os membros da equagao (justifique!).
3.(3) Usando as propriedades aditiva, f(0) = 0, e multiplicativa, f(1) = 1.
Nota que da sobrejectividade sabemos que existe um f(z) # 0 e da injectividade
f(x) = 0 somente para x = 0.
Agora para n € N temos f(n+1) = f(n) + 1, pelo que f(n+1)=n+1,n € N.
Mostra que a expressao geral de f(z) =z, z € Q.
.(4) No primeiro termo da igualdade factoriza o termo a /3 ¢ no segundo o termo b*/3.
)
)
7) Iterando o processo vemos que
fln+1)=5"f1)+ ("' +5"?+---+1), neN,
ie f(n)=5"3+(5"—1)/4,n e N.
b—a ,b—a>0
a—b ,b—a<0’
o resultado pedido. Obtenha agora o menor deles.

Mostra que log, * = Inz/Ina, a,z € RT.

Justifica que podes tomar logaritmos na primeira equagao do sistema.

3.(8) Nota que |b—al| = cuja média aritmética com a + b nos da

3.(9) Tomando z; igual ao primeiro termo e x5 igual ao segundo termo obtemos
A2 =2 4+V2r — 14220 —1+2(2% - 22+ 1)"2,

e portanto A?/2 = x + |x — 1]. Resolvendo esta equagido no intervalo [1/2, +oo|
para cada valor do parametro A, obtemos a solu¢ao do problema.

3.(10) Basta notar que cos2r = 2cos®x — 1.

)
4.(1) Basta notar que 4(2z + 3y) + (92 + 5y) = 17(z + y).
4.(2) Prova por indugao que n impar é a solu¢ao do problema.
4.(3) Por semelhanga de triangulos vemos que

cp OB CP AC
AM  AB’ BN AB’
que somada ordenadamente nos da a igualdade pretendida.

4.(4) O produto (a; —1)(as —2)(a3—3) ... (a, —n) possui um nimero impar de termos

porque n é impar. Mas, a soma desses termos ¢ zero, que é par. Como a soma de
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uma quantidade impar de ntimeros impares nao pode ser par, concluimos que um
dos termos é par e, consequentemente, o produto é um nimero par.

4.(5) Para obter cada uma das desiguladades expande as expressoes
(a+b+c) e (a—b)?+(a—c)+(b—rc)

e aplica a hipdtese.

4.(6) A expressdo do primeiro membro da desigualdade pode ser escrita na forma
In2(n—1)3(n—2) ... (n—2)3(n—1)2nl
e os produtos
In,2(n—1),3(n—-2), ..., (n—2)3, (n—1)2, nl,

sao todos > n.

4.(7) Considera a circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC' (cf. figura 2). A bissetriz

A
D
E‘\\MC
E

Ficura 2. Problema 7

AD encontra a circunferéncia em F, ponto médio do arco BC'. Como os angulos
ABC e AEC sao iguais (justifique!) e como os angulos BAE e EAC sao também
iguais (justifique), concluimos que os triangulos ABD e AEC sao semelhantes.
Dali,
AB AD
AE ~ AC’
4.(8) O nimero 2 nao pode estar no mesmo conjunto que os nimeros 1 ou o 4 pois

AD < AF.

2—1=1e4—2 =2 Portanto, vamos colocar o nimero 2 num conjunto e os
niumeros 1 e 4 no outro. Continue este processo!

4.(9) Confirma que a relagao que f verifica se pode escrever como

fin+2)=fln+1)=2(f(n+1) = f(n)), neN,
pelo que f(n+2)— f(n+1)=2"(f(2) — f(1)), n € N. Aplicando a propriedade

telescépica obtemos que

fln)=—14Y"2" ie f(n)=-3+2""" neN.
k=2




