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L ExpeRIBNCIAS COM A MATEMATICA Fungoes

EXPERIENCIA IV: Fungoes

Objectivo: Vamos apresentar as funcoes elementares identidade, poténcia, exponencial,
logaritmo, trigonométricas e hiperbdlicas a partir de equacoes funcionais por elas veri-
ficadas. Vamos relembrar os conceitos de nimeros naturais, inteiros, racionais, reais,
e introduzir a nog¢ao de nimero complexo, pois somos tocados pela sabia frase de J.
Hadamard,

o caminho mais curto entre duas verdades no campo real passa com frequéncia
pelo campo complexo.
Noc¢des de base: nimeros, fungoes, principio de indu¢ao matemética e trigonometria (cf.

Experiéncia “O Diabo dos Nimeros”).

1. CLASSES DE NUMEROS. ALGORITMO DE EUCLIDES

Comecemos por introduzir os conceitos fundamentais a trabalhar nesta secgao.

Defini¢do 1.1 (Classes de nimeros).

e O{1,2,---,n,---} é designado por conjunto nimeros naturais, e denotamo-lo
por N. Os seus elementos sao designados por numeros naturais.

e O{0,£1, - ,4n,---} édesignado por conjunto dos niimeros inteiros, e denotamo-
-lo por Z . Os seus elementos sao designados por numeros inteiros.

e O {p/q, p € Z, q € N} é designado por conjunto dos nimeros racionais, e
denotamo-lo por Q. Os seus elementos sao designados por numeros racionais.

e O {a: I(u,) C Q com nlljg()un = a} é designado por conjunto dos nimeros

reais, e denotamo-lo por R. Os seus elementos sao designados por numeros reais.

Problema 1.1. V2 & Q.

Resolu¢ao. Suponhamos que nao, i.e. V2 = p/q para algum p € Z e ¢ € N com
mdc(p,q) = 1. Entao, 2¢> = p?, pelo que existe k € N tal que p = 2k. Assim,
q*> = 2k?%, pelo que ¢ seria também um niimero par, em contradicio com a nossa hipétese
mdc(p, q) = 1. O

Problema 1.2. v2 € R.

Resolucao. O nosso objectivo vai ser o de encontrar uma sucessao de nimeros racionais
que converge para v/2. Para tal consideramos a igualdade (vV2 — 1)(vV2+41) = 1, i.e.

1
V2 =1+ 1575 ou, mais geralmente,

+4/2
V2l —

1
2+

2+
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Construimos assim uma sucessao de nimeros racionais 1/2, 2/5, , 5/12, .-+ i.e
1/2 ! eN
Uy = Up+1 = n .
) n-+ 9 + u, 3

Se provarmos que a sucessao (ug,) converge para V2 — 1, entdo a sucessao (ug, + 1)
convergira para V2. Note-se que, se a sucessao (ug,) tiver limite a, entdo a = V2 —1.
Basta verificar que a é o tinico niimero real positivo tal que a* +2a — 1 = 0.

Agora, vé-se facilmente que u,, > 0, n € N, pelo que ug, < 1/2, n € N, e também que
a sucessao (ug,) é crescente. De facto, por definigao

1 2 + U,
U n = =
nt2 1 5} + 2U2n
24—
2 —f- U,
pelo que ug,i2 > (2 + u2,) /5 > (dugy + Usy) /5 = ugn, n € N. Logo (ug,) é convergente e
v/2 é um nimero irracional. 0J

Exercicio 1.1. Mostre que, primeiro v/3 Z Qe que V3 eR.
Problema 1.3. 7 € R\ Q.

Resolugao. Na secgao sobre niimeros algébricos e transcendentes, definimos o nimero 7
como o limite da sucessao dos perimetros dos poligonos regulares inscritos numa circun-
feréncia de raio 1/2. Mas esta sucessao nao é constituida por nimeros racionais!

Vamos construir uma sucessao que converge para 7 aplicando o algoritmo de Euclides
de forma continuada, i.e. m = [7] 4+ {7}, onde para cada = € R, [z] é o maior inteiro nao
superior a x e {x} é a parte decimal do nimero x. Assim, existe ag > 1 tal que

1 1
7w =|r]+—, eportanto ™= [r]+ ——-—,
ay [oa] + {ou}
continuando este processo obtemos uma sucessao de niimeros racionais que converge para
o numero 7. Este processo depende da aproximagao considerada para 7.

No entanto pode ver-se na porta principal do Departamento de Matematica da Facul-

dade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade de Coimbra que

7= lim 4) (-1)F/(2k +1),
k=0

e a sucessao das somas apresentada,

n

S-1F/ R+ 1)

k=0
¢é constituida por nimeros racionais. O

Do processo agora descrito e da andlise dos exemplos anteriores, somos levados a intuir
que o algoritmo de Euclides para um nimero o tem um numero finito de passos, quando

e s0 quando « € racional.
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Exercicio 1.2. Em termos da decomposicao de um ntimero natural, n, em factores primos,
determine o nuimero de solugoes em N da equagao xy = n, bem como a soma de todas a

solucoes desta equacao.

Exercicio 1.3. Mostre que {)/20 +14V2 + 6/20 —14V2 € Q.

Exercicio 1.4. Mostre que \/1 + \/2 + -+ V1991 < 2.

2. FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Na experiéncia “O Diabo dos Numeros”, mostramos que o conjunto dos niimeros na-
turais tem cardinalidade numeravel. Estabelecemos também aplicagoes bijectivas entre o
conjunto dos nimeros naturais, N, e os conjuntos dos niimeros inteiros, Z, ou o conjunto
dos nimeros racionais, Q. Assim, estes conjuntos sao também numeraveis. Vimos também
que nao existia uma aplicagao bijectiva entre R e Q pelo que a cardinalidade de R é
superior a do numeravel, dissémos entao que R tem a poténcia do continuo.

Considere-se agora o produto cartesiano R x R que denotaremos por R?, que tem como
interpretagao geométrica o plano OXY. A cada ponto do plano OXY', P = (z,y), fazemos
corresponder duas medidas:

e distancia a origem ou norma do vector O—P;, r =z + y?
e angulo que o vector Cﬁ’) faz com a parte positiva do eizo OX considerado com
sentido positivo, o = £ (O—F;, 0X).
Definimos assim uma funcio bijectiva 7: R* \ {(0,0)} — [0,27[xR", com T(z,y) =

(r,a).  Descrevendo os pontos que se situam sobe a circunferéncia de centro em O e

N~

F1GURrA 1. Circunferéncias concentricas

raio um, I, temos os demais pontos de R? \ {(0,0)}, por homotetias de razao r € R¥.
De facto, T'(D) = [0,27[x{1} (ver figura 1). Considere-se a fungao bijectiva, obtida da
restricao de T"a D, ¢: [0,27[— D, com t(a) = (cosa, sin ), onde cos e sin s@o as fungoes
reais definidas por
cos: [0,2n7] — [-1,1] sin: [0,2x] — [-1,1]
a = a =y
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periddicas de periodo 27, i.e. cos(a+ 27m) = cos(a) e sin(a +27) =sin(a), a € [0,27], e
verificam a equacdo cos’ a +sina =1, o € R que corresponde ao Teorema de Pitigoras
em linguagem trigonométrica. A representagao grafica destas fungoes vem dada na figu-

ra 2.
Vamos definir a fungado tangente, tan : | — w/2,7/2|, por tan(a) = sina/cosa, que
é uma aplicacao bijectiva entre os conjuntos | — 7/2, 7/2[ e R, como pode ser visto

da analise da figura 3, por aplicacao do teorema de Thales. Esta fungao estende-se por
periodicidade a todo o R, i.e. tan(a+7) = tana, o €| — /2, 7/2[. A fungao inversa da
fungao tangente, que denotaremos por arctan definimo-la por arctan : R —| — /2, 7/2[,
com arctan(x) = .

Estamos em condigoes de descrever a aplicacao inicial 7', como sendo a fungao com
expressao analitica T'(z,y) = (rcosa, rsina), onde r = v/22 + y? e a = arctan(y/x).

Problema 2.1. Calcule sin(a+ [3), cos(a+ ) e tan(a+ ) em termos das fungdes sin, cos
e tan em a, 3 € R.

Resolugao. Vamos restringir-nos, sem perda de generalidade, ao caso em «, 3 €0, 7/2[ e
o+ 3 < 7/2 (ver figura 4). Pode ver-se que os angulos & = AOB = ADB pois o angulo

F1GURA 2. Fungoes seno e co-seno

-/

=

\

FicurA 3. Funcao tangente
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OBD = 7/2, donde se tira que
AE+ED_CBOB EDBD

sin(a + ) = 55— DBEDD + 5550 = sin « cos 3 + cos asin 3
cos(a + 3) = OO;AO = 0COB  BEBD = cosacos 3 — sinasin 3
OD OBOD BDOD

Tendo em atencao as férmulas deduzidas temos que

tan(a + ) = sin v cos 3 + cos acsin 3

cos v cos 3 — sin asin 3
donde dividindo ambos os membros por cos a cos 3 se tira que
tan o 4 tan
tan(a + §) = O a8 elo,m/2\ /4,

 1—tanatans’

e que mais uma vez se estende a R. 0

Exercicio 2.1. Calcule cos 2a, sin 2a, cos 3a, e sin 3a em termos de cosa e sina.

Exercicio 2.2. Mostre que:

(a) 2sin([1 +1/2+ -+ 1/2" x/4) = 2cos(m/2") = \/2 /24 4+V2

(b) 2sin([a; +arag/2+ -+ +ay---a,/2" |7 /4) :al\/2+a2\/2+~--—|—an\/§ onde
(ak) C {—1, 1}.

Indicagao: Mostre que 2sin(a/2) = /2 —2cosa, a € [0,7/2].

Exercicio 2.3. Mostre que, para todo o o, 3 € R temos:

cos(a+ ) + cos(a — 3) = 2cosacosf3
cos(a — f) —cos(a + ) = 2sinasinf
sin(a+ §) +sin(a — f) = 2sinacosf.

Exercicio 2.4. Sendo = = tan(«/2), mostre que

11—z 2 2x
Cosa:m, Slna:m7 tana:m, l‘;’éﬂ:]_

) [y

FIGURA 4. Semelhanca de triangulos
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Exercicio 2.5. Seja «, 3,7 €10, 7/2].
(a) tana + cotana > 1, onde cotana = 1/ tan «v
(b) Sendo o + 3 4 v = 7, determine
min (tan(a/2) + tan(5/2) + tany/2) e max (tan(a/2)tan(5/2) tany/2) .
Exercicio 2.6. Sabendo que f é uma funcao real de variavel real que verifica
f(tan(27)) = tan* z + cotan*z, z €] — /4, 7/4],

determine a expressao analitica de f.

3. FUNCAO EXPONENCIAL E LOGARITMICA

Vamos introduzir as fungoes identidade, linear, poténcia, exponencial e logaritmo a
partir de equacgoes funcionais por elas verificadas. Nesta seccao faremos uso do pincipio
de inducao matematica e das classes de niimeros apresentadas no inicio desta experiéncia.

Problema 3.1. A 4nica aplicagao bijectiva, f, de Q em Q, que verifica

flx+y)=flx)+ fly) e flay) = f(x)f(y)

¢ a identidade, i.e. o unico automorfismo de Q em Q € a identidade.

Resolugdo. Comecemos por ver que f(0) = 0. De facto, f(z +0) = f(x) + f(0). Daqui
se conclui que f(x) = —f(—z) para z € Q, pois f(z —z) = f(x) + f(—=).

Agora, como [ é sobrejectiva, existe um elemento a € Q tal que f(a) # 0. Assim,
f(a) = f(a)f(1), e portanto, f(1)=1.

Como f é injectiva, se  # 0 entdao f(z) # 0, e portanto, f(1) = f(z)f(1/x). Temos
entao que f(1/x) =1/f(z), x € Q\ {0} e também

fy/e) =fy)/f(x), yeQ, = € Q\{0}.

Vemos assim que definindo esta aplicacao em N, fica definida por esta tltima propriedade
em todo o Q.

Pode ver-se, aplicando o principio de indu¢ao matemaética, que f(n) =n,n € N (exer-
cicio). Pelo que f fica definida em N, e como f(—n) = —f(n), n € N, f fica definida no
conjunto dos nimeros inteiros.

Como para cada elemento de Q, x, existe p,q € Z tal que z = p/q, com mdc(p, q) = 1,

temos f(z) = f(p/q) = f(p)/f(a) =p/a=12, z € Q. O

Problema 3.2. A expressio analitica da funcio f: R — RT | limitada sobre intervalos de

R verificando
fle+y)=f@)fly), e fA)=a, com a>1,
é f(x) =a”.
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Resolugao. Demonstremos por inducao que f(n) =a", n € N.
Por definicio f(1) = a. Formulemos a hipétese f(k) = a" para k = 1,--- ,n, e veri-
fiquemos que f(n + 1) = a™*'. De facto,
f(n+1)= f(n)f(1) =a"a = a™*".

Agora, f(0) =1, pois f(1+0) = f(1)f(0).
Estamos em condigoes de definir a fun¢ao em Z. De facto, f(p + (=p))) = f(p)f(—p),

pelo que f(—p) = (f(p)"!. Assim, f(n) = ", n € Z.
Para definirmos f sobre Q, vamos comecar por dar significado a f(1/q) com ¢q € Z\{0}.

Assim,
JO)=flat - +1/g=(1/0)" = f(1/q) = a'’",
e portanto, q
fo/a)=f(Ya+---+1/q9) = (L))" = [flp/a)=a"*, peZ, qeZ\{0},

p Vezes
ie. f(r)=a",7r€Q.
Consideremos agora a funcao real de varidvel real com expressdo analitica F(z) =
f(z)/a”. Note-se que F assim definida é limitada sobre intervalos de R. Além disso, para
todoor e Q

Flzx+r)= fletr)  J@) ) = F(z),

a:c—l—r a® a’

pois ' =1 sobre Q.
Se F(x) = XA com A > 1, entdo para m € N temos F(mz) = (F(x))™, e F' nao seria
limitada, logo A=1e¢ FF' =1 em R. U

Exercicio 3.1. Caracterizacao das fungoes:

Linear: Seja f uma funcao real de variavel real limitada sobre inervalos de R, verificando
flz+y) = f(z)+ f(y), z,y € R. Mostre que f(z) =azx, z € R, onde a = f(1).
Logaritmo: Mostre que a expressao analitica da funcao f: RT — R limitada sobre inter-
valos de R verificando

g(zy) =g(x) +g(y), e gla)=1, com a>1,
é g(x) =log, x.
Indicagao: Mostre que a funcao h = go f com f fungao do problema 3.2, é linear e
h(1) =1, logo h coincide com a fungao identidade sobre R .
Poténcia: Seja f uma funcao real definida sobre R™ limitada sobre inervalos de R, ve-

rificando f(xy) = f(z)f(y), x,y € R. Mostre que f(x) = 2% x € R" para algum
acR.

Exercicio 3.2. Resolva as seguintes equagoes e sistemas de equacoes exponenciais, em R e

R? , Tespectivamente:
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4. NUMEROS COMPLEXOS (iNUMEROS)

Definimos o conjunto dos nimeros complexos, C como
C={a+ib, a,bcR}, onde i*=—1,
com as operacoes adicao, +, e multiplicacao, .,
(CLl +’l bl) + (CLQ +Z bg) = (CLl +CL2) +Z<bl +b2)
(a1 —|—Z bl) .(CLQ ‘l"& b2) = (CL1CL2 — blbg) +i(&1b2 + agbl) s
onde a1 +1 by, as +1 by € C. Pode ver-se que 0 +1 0 é o elemento neutro de C relativa-
mente a adicao, a — ¢ b é o simétrico de a + ¢ b € C relativamente a adicao, 1 +2 0 é o
elemento unidade de C relativamente & multiplicacdo e que (a —i b)/(a* +b%), é o inverso
relativamente & multiplicagao do elemento a +4 b€ C\ {0+ 0} .
Além disso, C foi construido como o conjunto imagem da funcao u: R*> — C, onde

u(a,b) = a+1ib. Vemos assim que os seus elementos tém uma interpretagao geométrica

simples (ver secgao sobre fungoes trigonométricas), i.e. z =a +1 b € C escreve-se como
z=r(cosa+1isina), onde r=+va?+0b?, a=arctanb/a € [0,27].

Problema 4.1. Mostre que a fungdo E : [0,27[— D, com E(a) = cosa+1i sina e E(r) =
—1+41 0, verifica a condicao E(ay + az) = E(o) . E(as), aq,az € [0,27].

Observacdo . Comecemos por notar que FE esta definida em R, e é periddica de periodo
2m. Agora, do problema 3.2 concluimos que E é uma exponencial que denotaremos por
E(a)=¢"“ a€R.

Indicagdo. Identifique a funcdo F(a; + az) e aplique as féormulas deduzidas no proble-
ma 2.1. [

Daqui tiramos a representacao trigonométrica de um numero complezo, i.e. z =a+1 b

escreve-se como
z=re®, r=va2+b, a=arctanb/a € [0,27].

Além disso, temos
eia+e—ia ) eia_e—ia
cosoy = ——, sina=———, a€R.
) )
2 21

Exercicio 4.1. Calcule os valores das seguintes raizes de niimeros complexos:

V1, V=2+i2, vV—4+1i3.
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Exercicio 4.2. Sejam zyg = 1, 21, ---, 2,1 0s n vértices de um poligono regular inscrito
numa circunferéncia de centro 0 +4¢ 0 e raio 1. Mostre que

(20— 21)(20 — 22) -+ (20 — 2n—1) = 1.
5. FUNCOES HIPERBOLICAS

Definimos as fungoes seno, co-seno e tangente hiperbolicas como as funcgoes reais de
variavel real sinh, cosh e tanh com expressao analitica

e’ +e” ) e’ —e ” sinh x
coshz = — sinhx = —5 tanhx =

coshz’
respectivamente. A sua representacao grafica pode ser vista na figura 5. Vé-se assim, que

—

_

F1curA 5. Funcoes co-seno, seno, e tangente hiperbélicas

as fungoes sinh e tanh sao impares e monétonas, e a cosh é par. Assim, as fungoes sinh
e tanh sao funcoes invertiveis em todo o seu dominio e a funcao cosh é invertivel em R™
ou em R7, i.e. podemos definir as fungoes reais argsinh, argcosh e argtanh, inversas
respectivamente de sinh, cosh e tanh, definidas em R, [1,+o0o[ e | —1,+1[ por

argsinhx = log,(x + Va2 + 1), argcoshz = log, (x + Va2 — 1),

e argtanhz = 1/2log. (1 +v)/(1 —y). De facto, temos somente que resolver as equagoes
exponenciais

y=(c"—€e")/2, y=(e"+e7")/2, y=(e"—e")/(e"+ ")
e ter em atencao que y + \/y2—1:1/(y— vy2—1)-

Exercicio 5.1. Sendo y = tanh(z/2), mostre que
2y

2
2
coshx = i, sinhx:—y, tanhx = —— | y # £1.
1 — g2 1 — g2 1+

Exercicio 5.2. Mostre que:

(a) sinh(z + y) = sinh z cosh y + cosh z sinh y
(b) cosh(z 4+ y) = coshz coshy + sinh z sinh y

)
tanh tanh
(c) tanh(z +y) = anhr +tanhy
)

1+ tanh z tanh y
(d) cosh(z + y) + cosh(z — y) = 2 cosh x coshy
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(e) sinh(x + y) + sinh(z — y) = 2sinh z coshy .

Exercicio 5.3 (Problema Geométrico). Mostre que o problema de determinar o minimo de
(u—v)>+ (V2 —u2—9/v)*, com (u,v) € R?,

¢ equivalente a determinar a distancia entre a circunferéncia de equacao 22 + 3> =2 e a

hipérbole de equacao xy = 9. Determine a solugao do problema.

6. POLINOMIOS E O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

Como aconteceu com outras extensoes do conceito de niimero, os nimeros complexos
conquistaram cidadania no reino da matematica devido a que permitiram resposta satis-
fatoria a uma certa eterna e insistente questao sobre a solubilibidade de certas equacoes;
neste caso chamadas algébricas - equacoes que surgem das mais variddas maneiras em
problemas da geometria, da fisica, da andlise combinatoria, etc. Repare que equacoes
tao simples como 22 + 1 = 0 nao permitem solucoes reais, pois qualquer numero real
r que tomamos para substituir o simbolo z na expressao 2% + 1 define um ndmero real
r?2 41 > 1> 0. Por outro lado, séculos de aturadas investigacoes levaram & suspeita de
que cada equacao do tipo a,x" +a,_ 12" 1 +...+ag = 0 com coeficientes reais admite uma
solugao. As aspas aqui estao para indicar que muitas vezes nao se sabia bem como inter-
pretar a solucao, e muito menos sabia-se ainda como generalizar raciocinios obtidos em
casos especiais. Cardano (1501-76), por exemplo, formulou na sua Ars Magna o problema
de dividir 10 em duas partes de forma que o produto fosse 40. Em termos algébricos isto
leva ao problema a resolver x(10 —x) = 40, (ou seja a 2% — 10z + 40 = 0). Descobriu que,
substituindo x = 54 +/—15 e deixando de lado as torturas mentais envolvidas, se multipli-
carmos uma solugao pela outra (54+/—15)(5—+/—15) = 52— (/—15)? = 25— (—15) = 40,
concluimos que se obtém o pretendido; contudo as solugoes sao tao subtis quao inuteis.
O que faltava era uma interpretacao convincente destes niimeros chamados imaginarios:
flutuaram na mente sem concretizagao (modelo) que exiba a sua existéncia. Esta foi
encontrada por Gauss (1777-1855) e independentemente também por um noruegués (C.
Wessel) e um francés (R. Argand) pela mesma altura em 1799. Estes deram aos complexos
a visualizacao que nés ja apresentamos. Gauss utilizou a concretizagao dos complexos para
dar a primeira demonstragao satisfatoria da suspeita em cima referida.

Com os complexos a dispor podemos exprimir o teorema fundamental acerca da solu-
bilidade de equacoes algébricas de forma muito simples e geral: os préprios coeficientes
das equagoes também podem ser complexos.

Teorema (fundamental da algebra). Seja n > 1, e sejam a; € C, i = 1,...,n, nimeros

complexos com a, # 0. Entao a equacao
An" + ap 12" 4+ a4 a9 =0,

tem uma solu¢ao em C.
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Prova. Vamos considerar a fungdo polinomial f : C — C definida por z — f(z) =
a, 2" + an,lz"_l + ...+ alzl + ag. Devemos mostrar que existe um zg € C tal que

f(2z0) = 0. Observemos que

lf ()] = lap2" +an 12" 4+ ...+ arz! + ag

= [2"(a, + =+ 22 4+ D)

22 P

= |2"|a, + =L + 252 4L+ 2

z P

> 2" |an — |2 4 222 L+ |

22

= [2"llan — | 225o; 5]

Ora [ 377 =54 < 370, [*5%|. Como para j > 1 se tem que 1/[2| — 0 quando |z| —

00, vemos que as somas ... tendem para 0 com |z| — oo. Logo podemos inferir que

la, — | > ...|| = |an|, e como a, # 0, decorre que |f(z)| — oo. Logo existe um R > 0 tal
que *: para todos os z com |z| > R se tem |f(2)| > |f(0)]. Ora a funcao C 5 z +— |f(2)| é
continua, logo o teorema de Weierstrass, garante-nos que a restrigao desta funcao ao disco
D(0, R) assume o seu minimo num ponto zy € D(0, R); em particular |f(z)] < |f(0)].
Mas entao a observacao * diz-nos que zg € minimo global: para todos os z € C temos
|f(20)| < [£(2)]-

Vamos provar que f(z9) = 0. Suponhamos que f(z9) # 0. Entao z — f(z 4 29)/f(z20) é
funcao polynomial em 2z cujo médulo assume um minimo de valor 1 in 0. Podemos escrever
f(z+20)/f(20) =1+ a}2"+ ...+ a 2" com certos a, # 0, a,, # 0, e k < n. Sabemos
que a equagdo particular 2* + aj, = 0 tem uma solucio; escolhamos uma destas solugoes,
w. Notemos (1/w)* = —1/a}. Consideremos a funcio f(z) = J(Z 4 20)/f(2). Tal como
antes, f (2) é de novo fungao polinomial em z cujo modulo assume o seu minimo de valor
1 em 0. Ora pela escolha de w temos o desvenvolvimento

flo = et 2)

f(20)
com ¢(z) um polnémio. Ora para z € [0,1] (real) sufficientemente pequeno temos a
estimativa 1 < |f(2)] < 1—2F 4+ 281 g(2)| = 1 — 2F(1 — 2|g(2)]). Mas esta estimativa nao

pode ser verdadeira para todos os z. Esta contradicao, obtida ao assumir que f nao tem

z z
=1+ a;(;)k + ...+ a;(;)” =1-zF+ zk“g(z) ,

raizes, mostra que f deve ter uma raiz. O

7. PROBLEMAS DE OLIMPIADAS INTERNACIONAIS

1960/3: Considere o triangulo rectangulo [ABC], com hipotenusa BC, com BC = a.
Considera a particao, {P;}, do segmento BC' num nimero impar, n, de partes iguais.

Seja a 0 angulo agudo PjAPjH. Seja h a altura do triangulo ABC'. Mostre que
4dnh

fanq = ————— .
ana (n?2 —1)a
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1966/4: Mostre que para todo o nimero natural n, e para todo o nimero real = #
kr/2" (t=0,1,--- ,n; k € N)
! + ! +---+ =
sin2r  sindx sin 2"z

Indicacdo: Mostre que cotan(287'z) — cotan(2"z) = 1/sin(2¥z), k € N.

=cotx — cot2"x .

1968/5: Seja f uma fungao real de varidvel real. Suponha que existe um a € R tal que
fle+a)=1/2+/f(z) - [f(@)?, = €R.
(a) Mostre que f é periddica (i.e., existe um b € R tal que f(x +b) = f(x), x € R).
(b) Para a = 1, d4 um exemplo de uma func¢do com as propriedades enunciadas.

1972/5: Sejam f e g duas fungoes reais de variavel real, que verificam

fla+y)+ flz—y)=2f(x)g(y), z,yeR.

Mostre que se f nao ¢ identicamente nula, e se |f(z)] < 1, z € R, entao |g(y)] < 1,
yeR.
1973/5: G é o conjunto das fungoes reais de varidvel real nao constantes da forma

f(z) = ax + b, a e b sdo nimeros reais,

e (G satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Se f,g € G, entdo go f € G, onde (go f)(x) = g(f(z)).

(b) Se f € G, entdo a sua inversa f~' € G, onde a inversa de f(z) = az + b é

fH@)=(z—b)/a.

(c) Para todo o f € G, existe um ntimero real z; tal que f(xf) = ;.

Mostre que existe um numero real k tal que f(k) = k para todoo f € G.

1977/6: Seja f uma fungao definida e com valores em N. Mostre que se f(n+1) > f(f(n))
para todo o n € N, entao f(n) =n, n € N.

1978/3: O conjunto dos nimeros inteiros, Z, escreve-se como a unido dos seguintes

conjuntos

{f(1)>f(2)"" ,f(’fl),"'}, {9(1)79(2)"" 79(”)7"'}7

onde f(1) < f(2) < - < fn) < -, g(1) < g(2) <o < gln) < -+ e gln) =
f(f(n))+1, n>1. Determine f(240).

1981/6: Seja f uma fungao real definida em Z x Z verificando para todo o z,y € Z

) fO,y) =y+1, (2) fle+1,0) = f(z,1), B) fle+Ly+1)=flz, flx+1y)),

Determine f(4,1981).
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1982/1: Seja f uma fungao definida e com valores em N, verificando para todo o m,n € N
fm+n)—f(m)—f(n)=0oul
f(2)=0,f(3) >0, e £(9999) = 3333.
Determine f(1982).

1983 /1: Determine todas as fungoes f definidas em R™ e com valores em R™:

6) J@f(y) = yf(a), 2y € BT
(i) Jim f(z) = 0.

1986/5: Determine as fungoes reais, f, positivas, e definidas em R* que verificam:

O) f@f)fly) = fle+y), zy =0,
(i) f(2) =0,
(iii) f(z) #0para 0 <z < 2.

1988/3: Uma fungao f esta definida em N por

f) =1, f3) =3,
f@2n) = f(n),
flAn+1) = 2f2n+1)— f(n),
fAn+3) = 3f(2n+1)—2f(n).

Determine o nimero de inteiros, n, menores do que ou iguais a 1988, tais que f(n) = n.
1990/4: Construa uma funcao f: Q" — QT tal que f(zf(y)) = f(x)/y, =,y € QT .
1992/2: Determine as fungoes f: R — R tais que f (2° + f(y)) = y+(f(x)*, z,yeR.

1993/5: Verifique se existe f: N — N tal que f(1) =2, f(f(n)) = f(n)+n,neN, e
f(n) < f(n+1),neN.

1994/5: Seja S o conjunto dos niimeros reais estritamente maiores do que —1. Determine
as fungoes f : S — S que verificam as seguintes condigoes:

(a) fla+fly) +2f(y) =y+ flx) +yf(z), 2,y €5;

(b) f(z)/z é estritamente crescente sobre os intervalos —1 <z <0 e 0<z.
1996/3: Determine as fungdes f: Z~ — Z~ que verificam

fm+f(n)) = f(f(m)) + f(n) m,neZ".

1999/6: Determine as fungdes f: R — R tais que

flz—fy)=f(fly) +xf(y) + flz) - 1,2,y €R.
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2002/5: Determine as fungoes reais de varidvel real f, que verificam

(f (@) + fW)(f(u) + f(v) = flaew —yo) + flav +yu), z,y,u,0 €R.




