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1. Num tabuleiro 2013 x 2013 colocamos 2013 rainhas, de forma a que nenhum par de
rainhas se ataque mutuamente. Prova que existirdo sempre duas rainhas para as quais o
rectangulo de lados paralelos ao tabuleiro que as tem por vértices opostos tem perimetro
4026. [Consideramos para efeitos do problema que as rainhas estdo precisamente no

ponto médio da casa em que se situam]

2. Seja [ABC' D] um quadrilatero cujos vértices estdo sobre uma mesma circunferéncia (que
designaremos de referéncia), com AB = AD. Sejam ainda M, N dois pontos perten-
centes a BC' e C'D, respectivamente, tais que BM + ND = MN . Sabendo que as
semi-rectas AM e AN intersectam a circunferéncia de referéncia nos pontos P e (), re-
spectivamente, mostra que o ortocentro do tridngulo [AP(Q)] estd sobre o segmento M N .

3. Resolve a equacdo Diofantina z* — y* = 48.

4. Decide se é possivel colocar os subconjuntos de trés elementos de {1,2,3,4,5,6} em
cinco sacos de tal modo que em nenhum saco estejam dois conjuntos que tém mais que

um elemento em comum.

5. Sejam a, b, r racionais ndo negativos tais que a? — b*r é quadrado de um racional. Mostra

que entdo +/a + by/r pode ser escrito na forma (a; + b1./51)/(az + bay/S2) para certos
racionais a;, b;, s;, 1 = 1,2, com s1, S ndo negativos.

v.s.f.f.
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Testa os teus Conhecimentos, Constroi as tuas Capacidades
C0. Expde com provas um ou dois temas da tua escolha.

Cl1. Caracteriza as fungdes f : Z — Z que sao periddicas tanto com periodo 7, como com
periodo s, sendo r, s € Zcomr L s.

C2. Pedem-te para encontrar uma férmula para a fungdo p(n) = >_;_, k°, n € Z>;. Tens lapis
e papel e mais nada. O que fazes?

C3. a. E dado um segmento de comprimento 4 > 0 no plano. Menciondmos recentemente
como construir de forma simples v/h. Lembras-te?

b. Mostra que a seguinte construcio te permite construir de forma simples as solucdes de uma
equagio quadrética x* + sx — ¢ = 0 onde b, ¢ > 0 sdo dados segmentos no plano:

Construir na extremidade R do segmento F'R de comprimento ¢ uma perpendicular e nela en-
contrar um ponto © tal que |OR| = s/2. Tragar a circunferéncia C = C(O, s/2). Intersectar
[ = recta FO com C. Sejam N, N’ os pontos de intersec¢do de [ N C tal que se tenha a colin-
earidade F' — N — N', digamos. Entdo x = |F'N| € solugdo da equagao.

Quais os significados de |[F'N'| e de |F'N||F'N'|?

C4. Num recente teste Delfos pediu-se a constru¢do euclidiana de um triangulo, dados a medida
do angulo de um vértice e os comprimentos da mediana e da bissectriz relativamente a0 mesmo
vértice. Numa explicagdo parcial reduzimos a questdo a seguinte: dada a corda C'R numa
circunferéncia €, encontrar um ponto A € C tal que o angulo C'AR tenha bissectriz de dado
comprimento s.

Supondo, para garantir melhor visibilidade, que C'AR é obtuso, denota os dois arcos definidos
por C, R e C por arco; e arcoq, supde A € arcoq, e procede assim:

Define F' :=ponto médio do arco,; H :=ponto em C diametralmente oposto a F'; G :== FFH N
CR; O € segmRH talque |OR| = s/2; N € segmOF talque |ON| = s/2; S := C(F,|FN|)N
segmCR; A := FSTNC.

Mostra que A é o ponto procurado. (Os pontos G, H, sdo introduzidos para te dar uma pista.
Definem vérios tridngulos semelhantes ...)

(Notagdes usadas: AB™ :=semirecta com origem A passando por B; |AB| :=comprimento do
segmento AB; C(A, r) circunferéncia de centro A, raio r; segmAB :=segmento AB.)

C5. (Independente de C3,C4.) De um tridngulo AABC' sabes |BC/|, A, e 0 comprimento
da bissectriz. D& férmulas que permitem determinar o tridngulo. (Estas formulas também
permitem a constru¢do de tal tridngulo, mas esta presumivelmente vai ser mais complicada que
a indicada em C4.)
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