[’“‘7 Projecto Delfos: Escola de Matematica Para Jovens
L Experifncias com A MaTEMATICA TEORIA DOS NUMEROS

A teoria dos nimeros (elementar) é no esséncial a teoria dos niimeros inteiros Z =
{..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.
Encontram-se de entre os problemas postos nas olimpiadas matemaéticas frequente-

mente uns que se referem a este ramo da matematica.

O presente texto preliminar, na sua estrutura altamente influenciado pelos primeiros
dois capitulos do livro de Ivan Niven e Herbert S. Zuckerman, ‘An Introduction to
the Theory of Numbers’, J. Wiley 1960, pretendemos familiarizar os participantes
das olimpiadas com uns conceitos e ferramentas necessarias para tratar os problemas
referidos. (Por razoes redaccionais que se prendem com a possivel extensao deste texto
no futuro e os inerentes perigos de gralhas em necessarias re-numeragoes dos teoremas,
a numeracao dos mesmos segue, para ja, no esséncial N.&Z; facto que explica certas

irregularidades da mesma.)

E coisa de extraordinaria importancia debrugar-se sobre exercicios e problemas.
O texto contém uma gama de exercicios faceis que visam a consolidacao da matéria
transmitida, e um bom nuimero de problemas mais dificeis que precisam para a resolucao

ja de duas ou mais ideias.

O leitor experimente regularmente as suas capacidades com problemas que acha
dificeis. Contudo, para que nao gaste demasiado de seu tempo com uns poucos prob-
lemas que nao consegue fazer sugere-se que nao trabalhe mais que uma hora por dia
num determinado problema e que voltem a tais problemas nos dias seguintes e tente

entretanto outros.

Os problemas dos olimpiadas sao raramente faceis. Exigem para além de conheci-
mentos basicos e dominio de ferramentas adequadas ainda ideias adicionais. Revimos
problemas tipicos de olimpiadas internacionais e incluimo-los neste texto. Assinalamos
problemas particularmente recomendados por um asterisco (*). De ideias para resolver
problemas mais dificeis lembrar-se-ao por vezes melhor depois de terem feito certos

outros exercicios; eles vos darao pistas para a solucao.

1. DIVISIBILIDADE

Por um ‘nimero’ ou um ‘inteiro’” entendemos neste texto, salvo mengao em contrario
um nimero inteiro, isto é um elemento do conjunto Z = {..., -3, —-2,—1,0,1,2,3,... }.
Mesmo estas palavras podem faltar se o contexto implica, ou se for implicitamente
entendido, que se trata dum inteiro.
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Definicdo 1.1. Um inteiro b diz-se divisivel por inteiro a # 0 se existir um inteiro x tal

que b = azx; escreve-se a|b.

Assim por exemplo 4|12, 23|69, mas 7 nao divide 9: 7/9.

O conjunto de todos os a tal que a|b diz-se o conjunto dos divisores de b.

Exercicio 1.1. Escreve o conjunto dos divisores de 84 e de 115. (Ntdmeros negativos

podem também ser divisores!)

Teorema 1.1. 4. a|b implica a|bc.
ii. alb e b|c implica alc.

iii. Se a|b e al|c entio al|(bx + yc).
iv. Se alb ebla entdo a = £b.

v. Sealb, a>0,b>0 entao a <b.

Demonstracao. As afirmacoes sao consequéncias imediatas das defini¢oes; assim por
exemplo se a | b, entdo existe um z tal que b = az; portanto bc = axc. Sendo xc um

inteiro tem-se a|bc, o que prova (i). Os restantes factos deixamo como exercicio. W

Teorema 1.2. Dados a,b com a > 0. Entao:
1. Eristem inteiros q,r tal queb=qa+1r e 0 <r < a.
ii. alb se e somente se r = 0.

Os inteiros q e r nas condigoes expressas em (i) sao determinados por a e b e inicos.

Demonstragao. Consideremos a sucessao aritmética {b + qa}/=°, obtida, percor-
rendo com ¢ os inteiros. Obtemos
...,b—=3a,b—2a,b—a,b,b+a,b+2a,b+ 3a,...; (%)

uma sucessao que se estende indefinidamente para as diregoes negativa e positiva.
Seleccionamos o nimero nao-negativo mais pequeno. A este chamemos . Como a
diferénca entre dois nimeros sucessivos de (*) é a, obtém-se a desigualdade em (i).
Agora (ii) é 6bvio. [

Exercicio 1.2. Para o caso a = 7,b = 51, escreve os elementos da sucessao contidos
num intervalo que contém 0, por exemplo em [—30,20]. Qual o valor de r? Verifica o

enunciado do teorema.

Se alby, ..., alb,, entdo a diz se divisor comum de by, by, ... b,. O mdrimo divisor
comum destes nimeros (que obviamente sempre existe e que é tinico e positivo) denota-
se por (by,...,by,).

Teorema 1.3. Dados inteiros ndao zeros b, ¢ existem inteiros xq, yo tal que (b, ¢) = bxo+cyo
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Demonstragao. Consideremos o conjunto dos inteiros {bz + cy : =,y € Z}. Seja
[ =menor nimero positivo do conjunto: [ = min{bx + cy : bx +cy > 0, z,y € Z}.

Existem z, yo tais que [ = bzg + cyo. Afirmamos: [|bel|c.

Ora, pelo ultimo teorema achamos q e 0 < r <[ tal que b = lg + r ou seja:
r = b—Ilg=0b—q(bro+ cyo)
= b(1 — qzo) + c(—qyo) € {bz + cy}.

Sendo r € {br + cy} temos necessariamente por defini¢ao de [ e a propriedade de r,

que r = 0, e portanto [|b.

Exercicio 1.3. i. Escreva uns elementos do conjunto {bx + cy : x,y € Z} para o caso
b= 21,c = —24. Verifique que o menor elemento positivo que se pode gerar é de facto
o maximo divisor comum de 21, —24.

ii. Mostre por raciocinio andlogo do acima que tambem [ | c. Assim arranjamos um

divisor comum, a saber [, de b, c.

Provaremos agora que [ é o maximo divisor comum de b,c. Ora | = bxg + cyg. Se g é
divisor comum de b, ¢ isto é se e g|b e g|c, entao é 6bvio (v. teorema 1.1 iii) que g|l,
logo (teorema 1.1 (v)) g <. O teorema fica provado. [

Observacdo . Exercicios e problemas sao enumerados continuamente; designamos por

‘problema’ exercicios que, julgamos, sao mais dificeis.

Problema 1.1. 7. Achar inteiros xo,yo que servem para provar simultaneamente que
(4,3) =1, (25,17) =1, (46,31) = 1, isto € tais que 4xg + 3yp = 1, 2529 + 17yo =1 e
4629 + 31lyy = 1.

ii. Mostra que os nimeros 4,25,46 sao elementos sucessivos dum certo conjunto {an+
b:n €Z} (procura a,b) , e os numeros 3,17,31 elementos sucessivos dum certo outro
tal conjunto {a'n+b :n € Z}.

iti. Mostra que para todos os n o maximo divisor comum de an +b e a'n+b" € 1.

Por raciocinio analogo ao do teorema 1.3 prova-se:
O méximo divisor comum de n inteiros by, ..., b,, nem todos zeros, ¢ 0 menor nimero
positivo assumido pela expressao byx; + boxg + ... b,x, quando zq,...,x, percorre os

inteiros.

Expressoes do tipo by +bsxo+. .. byx, dizem-se combinacoes lineares de by, . .., by;
x1,...,x, dizem-se coeficientes. (Noutras teorias matematicas, os coeficientes sao es-

critos frequentemente antes dos elementos da estrutura-base - aqui os b;.)

Assim, o que acabamos de dizer é o seguinte:
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O maximo divisor comum de n inteiros bq,...,b,, nem todos zeros, é o menor
nimero positivo assumido pelas combinacoes lineares de by,...,b, com coeficientes
inteiros.

O seguinte teorema tem uma demonstracao simples:

Teorema 1.4. i. Se m > 0, entdo: (ma,mb) = m(a,b).

it. Sed|a,d|bed>0 entio (%,2) = (“éb).
iii. Se (a,b) =g entdo (£, 3) =1.
Demonstracgao. Deixado aos alunos |

Teorema 1.5. Se (a,m) = (b,m) = 1, entao (ab,m) = 1.
Demonstracgao. Por teorema 1.3 achamos inteiros xq, o, 1,1 tais que axg + myg =
1 = bxy + my,. Multiplicando obtemos
1 = (axo+ myo)(bxy + myy)
= abxory + mlazoy: + bx1yo + myoy1),
ou seja, o numero 1, o menor dos positivos, é uma combinacao linear de ab e m. Por

teorema 1.3 obtemos que isto é (ab,m) = 1, como queriamos demonstrar. |

Dois inteiros a, b dizem-se relativamente primos ou coprimos se tiverem maximo

divisor comum 1. Por exemplo 7 e 15 sao coprimos, bem como 24 e 91.

Problema 1.2. Seja K um subconjunto de k + 1 nimeros de {1,2,...,2k} Mostra que

existem a,b € K que sao coprimos.

Os seguintes factos simples também sao uteis:

Teorema 1.6. i. Sejam a,b, c,x inteiros. Entdo
(a,b) = (b,a) = (a,—b) = (a,b+ ax).
it. Se c|ab e (b,c) =1 entdo c|a.

Demonstracgao. Deixada ao leitor. ]

O teorema 1.3 nao nos da nenhuma ferramenta eficaz para construir o maximo

divisor comum; assegura apenas que, dados a, b, ele tem a forma axy + byg.

2. ALGORITMO DE EUCLIDES

O Algoritmo de Euclides para construir o maximo divisor comum de dois inteiros
b, ¢ > 0 baseia-se no teorema 1.2. Consiste no seguinte: poe-se r_; = be rqg = c. Agora
faz-se, enquanto se puder, o seguinte:
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e Procuram-se nimeros ¢; e 0 < r; < c tal que r_1 = roq1 + 1.
e Procuram-se ntimeros ¢» e 0 < o < 71 tal que rog = r1qs + 73.
e Procuram-se ntimeros g3 e 0 < r3 < r9 tal que | = raq3 + 3.

e Procuram-se ntimeros ¢4 e 0 < 4 < r3 tal que ro = r3qy + 74.

e Procuram-se ntimeros ¢; e 0 < r; < r;_; tal que rj_o = rj_1q; + ;.
e Procura-se um numero gj41 tal que rj_; = 7;q;41.

Nota que os restos rq1,7s9,... produzidos sao cada vez menores:r; > ry > ...
Portanto executando os passos chegamos a um, digamos, j—esimo passo, tal que no
préximo passo, a procura dum resto tal que r;_; = r;¢;41 + resto obtemos que neces-
sariamente resto = 0. Entao, diz o teorema de Euclides, o maximo divisor comum de

r_yeryér;j.

Exemplo . Queremos encontrar o maximo divisor comum de 963 e 657. Pomos primeiro
r_1 =963 e ryg = 657.

Agora aplicamos o algoritmo: Com ¢ = 1 e r; = 306 obtemos a primeira linha do
seguinte esquema cujas restantes linhas podes verificar tu:

963 = 657-1+ 306
657 = 306-2+45
306 = 45-6+ 36
45 = 36-1+4+9
36 = 9-4

Pelo teorema de Euclides achamos portanto que 9 é maximo divisor comum de 963 e
657, ou seja (963,657) = 9.

Esboco da prova do teorema de Fuclides. A ideia da prova é facilmente explicada se
noés nos limitarmos a um caso particular com j pequeno: Suponhamos que a iltima
linha dos célculus seria 13 = r4q5. (Isto é o caso j = 4 em cima.) Entao temos 5 linhas
no nosso esquéma. Vemos que r4|rs. Entdo decorre da linha 4 que 74 | o, depois da
linha 3 que r4 |7, depois da linha 2 que 74| 7o, e, finalmente, da linha 1 que r4|r_;.
Portanto r,4 é divisor comum de rg e r_1. Seja, de modo reciproco, g um divisor de rq e
r_1. Nota que (r_1 —roq1) = r1. Vemos da primeira linha que g|r;, depois da segunda

linha que g|rq, da terceirea que g|rs, da quarta que g|ry.

Em suma: Qualquer divisor g de rq e r_; divide r4. Como r4 é divisor dos niimeros

ro e r_; dados, é o maximo divisor comum. [ |
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Podemos perguntar agora: Como escrever o maximo divisor comum de dois niimeros
b, ¢ explicitamente na forma r; = bxg 4+ cyp ? Bom, na pratica faz-se isto assim: 7;
podemos exprimir a custa de r;_;,7;_2 , os dltimos dois depois a custa de rj_9 r;_3

etc. ... até chegarmos a uma expressao em r_q, 7.
Melhor que mil palavras serve o seguinte exemplo:

Devemos falar ainda por do ‘irmao’” do maximo divisor comum: do minimo multiplo
comum. Dado um conjunto de inteiros nao zeros existe obviamente um outro inteiro
que é multiplo de todos esses: por exemplo o produto aias...a,. De entre todos os
multiplos, comuns aos inteiros ay, . . ., a,, existe entdo um (inico) nimero minimo pos-

itivo com esta propriedade. O assim chamado minimo maultiplo comum desses niimeros

é denotado [ay, ag, . .., ay).
Teorema 2.1. Se b é maltiplo de ay, ..., a,, entdo [ay,as,...,a,||b.
Demonstracao. Seja h = [a1,as,...,a,]. Por teorema 1.2 existe um quociénte ¢ e

resto r tal que b = gh +r com 0 < r < h. Como a; | b e a; | h, obtemos a; | 7. Ou
seja: r é multiplo dos a;. Com vista a definicao de h, fica s6 a possibilidade r = 0, logo

h|b. n

Teorema 2.2. Sejam a, b, m inteiros, m > 0. Entdao [ma, mb|] = m[a,b] e [a,b] - (a,b) =
|ab|.

Demonstracao. Prova. Primeira parte: Sendo [ma, mb|] miltiplo de ma portanto
multiplo de m, existe um hy tal que [ma, mb] = mh;. Seja hy = [a,b]. Temos a | hs,
b|ho e dai ma|mhsy, mb|mhy. Logo mhy é miltiplo de ma, mb de modo que, por 1.12,
mhy |mhy logo hy|hy. Mas ma|mhy, mb|mhy logo a|hy,b|hy e dai hy|hy Concluimos
hy = hs.

Prova da segunda parte: Sem perda de generalidade sejam a,b > 0. Tratamos
primeiro o caso especial (a,b) = 1. Ora, [a,b] = ma para certo m. Entao b|ma implica
por 1.10ii que b|m, logo b < m,ba < ma = [a, b], logo ab = [a, b].- Quanto ao caso geral,
seja g = (a,b) > 1. Entao ((a/g),(b/g)) = 1 por teorema 1.7. Estamos nas condigoes

ja tratadas no paragrafo anterior, obtendo [g, g](?, g) = gg. Multiplicando por g2,
usando teorema 1.61 e a primeira parte do teorema, obtemos [a, b](a, b) = ab. |

3. NUMEROS PRIMOS

Um inteiro p > 1 diz-se um (nimero) primo se nao for divisivel por nenhum d com

1 <d < p. Um inteiro a > 1 nao primo diz-se composto.
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Os primeiros elementos da sucessao dos primos sao 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, ..., en-
quanto os primeiros compostos sao 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, ....

Teorema 3.1. Se p € primo e plajas . .. a,, entao existe um i tal que pla;.

Demonstracao. A afirmacao é 6bvia para o caso n = 1.

Caso: n = 2. Se pla; temos a conclusdo desejada. Caso oposto consideremos que

(a1,p) = 1 e assim play por teorema 1.10.

Agora aplicamos indugao. A nossa hipotese é n > 3 e que se um nimero primo p divide
um produto de menos que n (i.e. < n—1) nimeros, entdo divide um dos inteiros. Seja
agora plajas . ..a, 1a,. Pondo b = ay...a, temos pla;h. Ora a;b é produto de dois
nimeros. Logo p|a; ou p|b. Se pla; estamos prontos (i = 1 é um indice como desejado).
Caso oposto p divide um produto de n — 1 inteiros; a saber as...a,. Por hipdtese da
inducao p divide um destes a;. |

O préximo teorema diz-se teorema fundamental da aritmética; também chamado

teorema da unicidade da decomposi¢ao de inteiros em nimeros primos.

Teorema 3.2. Qualquer inteiro n > 1 pode ser escrita de forma unica como produto de
numeros primos.

Observacdo . A unicidade mencionada deve ser interpretada assim: Se tivermos uma

relagao

P =
com numeros primos p; < ... < p, e 1 < ... < ¢s e expoentes naturais «a;,3; > 0
entao necessariamente r =S, p1 = q1,...,pr = q¢r € 1 = B1,..., 0, = .

Demonstracao. a. Existéncia da decomposicao. Vemos que 2 é primo e fornece
assim ja a sua propria decomposicao. Fique ja provado que todos os niimeros menores
que n sao decomponiveis. Se n é primo entao fornece a sua prépria decomposicao.
Caso oposto n ¢é divisivel por um numero estritamente entre 1 e n; ou seja: existem
1 < ny,ny < n tais que n = niny. Mas por indugao n; e ny sao decomponiveis em
produtos de poténcias de primos; o produto destas decomposicoes da nos uma desejada
decomposicao para n.

b. Unicidade: Dados dois produtos diferentes de poténcias de primos que representam
um numero n, cancelamos todos os primos ocorrendo em ambos os produtos. Resultaria
uma equagao que por extenso (escrevendo ppp para P’ etc.) pode ser escrito pi1ps ... p, =
q1Q> - - - ¢s € onde nenhum primo a esquerda ocorre a direita e nenhum da direita ocorre
a esquerda. Mas p1]qi¢s . .. ¢s. Por teorema 1.15 p; divide um dos factores g;. Sendo

g; primo, p; = g;; contradicao. |
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O teorema ¢ tao fundamental porque contém muita da informacao dos teoremas
anteriores em forma compacta e conveniente. Além disso, poe em relevo o papel fun-
damental dos primos para a teoria multiplicativa dos nimeros. Vislumbra que muitas

perguntas sobre inteiros se reduzem a perguntas sobre os seus divisores.

A prova do seguinte teorema contém um exemplo classico de Euclides duma ‘argu-
mentacao por absurdo’.

Teorema 3.3. O conjunto dos primos € infinito. Isto é: A sucessdo 2,3,5,7,11,13,...

dos primos nao termina.

Demonstragao. Suponhamos que existe apenas um numero finito de primos: py, ...,
pr. Formamos entao o nimero n = 1+ pips...p,.. Entao n nao é divisivel nem por pq,
nem por ps, ..., nem por p,. Logo qualquer divisor primo p de n difere de py, ..., p,.
Tal divisor existe conforme o teorema fundamental. Logo existe um primo diferente de

Piy- -5 Pr. u
4. CONGRUENCIAS

Vimos atras que o conceito da divisibilidade é fundamental na teoria dos niimeros.
Podemos dar maior transparéncia a este conceito introduzindo notacao adequada. Esta
facilitard também a descoberta de novos teoremas.

Definicdo 4.1. Sejam a, b, m inteiros. Se m divide a diferenca a — b (i.e. se m|(a — b)),
entao escreve-se ¢ = b (mod m) e diz-se que a € congruente b maédulo m.

Exemplo . 8 = —3 (mod 11) porque 8 — (—=3) = 11 e 11|11. Do mesmo modo 33 = 3
(mod 15), ou —27 = 34 (mod 61), ou 248 = 162 (mod 43). Dizer a = 0 (mod m) é o

mesmo que dizer m|a.

As afirmacoes do teorema seguinte referem-se todas ao mesmo médulo m pelo que

resolvemos escrever a = b em lugar de a = b (mod m) etc.

Teorema 4.1. Sejam a, b, c,d, x,y inteiros. Tem-se o sequinte:
a. a =b se e somente se b = a se e somente se a —b = 0.

b. Sea=0beb=c, entio a = c.

c. Sea=b, c=d, entao ac = bd,

d. axr + cy = bx + dy.

e. Sea="bedm, entaoa=">b (mod d).

Demonstracao. Quanto a c., observamos que por hipotese
mla —b e m|c—d. Portanto m|(a — b)c+ b(c — d) = ac — bd. A provas simples das
restantes alineas sao deixadas ao leitor. |
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Observacdo . Note-se que as alineas teorema 4.1 a. e b. exprimem respectivamente as
propriedades de simetria e transitividade da relacao = .

Teorema 4.2. Seja f um polinomio com coeficientes inteiros.
Sea=b (mod m) entao f(a) = f(b) (mod m).

Demonstracao. Podemos escrever f(z) = c,x" + Cp1Z" 1+ ... 4 ¢ ¢ om inteiros ¢,

i=0,1,...,n. Como a = b, deduzimos a® = b* a> =b*,...,a" = b" (tudo médulo m),
e depois ¢;a’ = ¢;b' por teorema 2.1ci; finalmente por 2.1dii, c,a® +cp_1a" 1 4. . . ey =
Cab™ + 0"+ L+ ¢ (mod m). [ |
Teorema 4.3. a. axr = ay (mod m) se e somente se v =y (mod (J”—m))

b. Se ax = ay e (a,m) =1, entdo x = y; cdlculos (mod m).

c. =y (mod m;) para i =1,2,...,1 se e somente se x =y (mod [my,ma...,m,]).

Esbo¢o da Demonstracao. Deduz-se da divisibilidade de ax — ay por m facilmente que

%“a;‘;n)(y — ). Ora as duas fracgdes que constam aqui, tém méaximo divisor comum
1; donde se deduz a cogruéncia da direita de (a) por teorema 1.10. A implicagao (<)
deixamos ao leitor. (b) é um caso especial de (a). (c) é consequéncia imediata das

definicoes e dos teoremas anteriores. |

Notamos a seguinte consequéncia imediata do teorema 4.3 b.

Coroldrio 4.1. Seja p primo e pfa. Entio axr = ay (mod p) se e somente se © = y
(mod p).

Ao tratar inteiros modulo m lidamos essencialmente com os restos nas divisoes por m.

Definigdo 4.2. Se z = y (mod m), entdo y diz-se resto de x modulo m. Um conjunto
{z1,...,zy} diz-se sistema completo de restos mddulo m se para todo o inteiro y existe
um e um s6 inteiro z; tal que y = z; (mod m). Um sistema reduzido de restos modulo
m é um conjunto de inteiros r; tal que

i. (r;,m) =1 para todos os r;.

ii. r; Zr; (mod m) se i # j.

iii. Para qualquer x com (z,m) =1 tem-se x = r; (mod m) para certo r;.

Teorema 4.4. Se x =y (mod m) entdo (x,m) = (y,m);.

Observagdo . a. Equivalente ¢é a afirmacao: (z,m) # (y,m) =z Z y (mod m).
b. A implicagao reciproca é falsa.

Demonstracao. Temos (x,m)|m e m|(z — y) logo pela transitividade de =, que
(x,m)|(x —y). Como (z,m)|z, decorre (x,m)|y. Logo (z,m)|(y,m). Assim (z,m) <
(y,m). De forma andloga, (y,m) < (z,m) e dal a igualdade. |
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Exercicio 4.1. Construa uma prova alternativa para este teorema.

Prova das observagoes. A observagao (a) é 6bvia porque uma implicagdo A = B (‘se
A entao B’) equivale sempre a implicagdo A < =B também escrita =B = —A e dita
‘se nao B entao nao A’. Para ver que a implicacao reciproca é falsa considera m = 15,
x =12,y = 6. Entao (z,m) =3 = (y,m), mas m} (z — y). |

Corolario 4.2. Se se afastar dum sistema completo de restos mddulo m todos os elemen-
tos nao relativamente primos a m obtém-se um sistema reduzido modulo m. Todos os

sistemas reduzidos mddulo m tém a mesma cardinalidade.

Demonstracao. Se z; faz parte dum sistema completo de restos, mas (z1,m) # 1
podemos tird-lo sem prejuizo: se (y,m) = 1 entao (z1,m) # (y,m), logo y # x;
(mod m); isto é: tirados todos os elementos nao relativamente primos a m encon-
traremos ainda para qualquer y com (y,m) = 1 um r resto sobrevivente tal que
y = r (mod m). Além disso: dois sistemas completos de restos (mod m) tém sem-
pre a mesma cardinalidade, a saber m, e os seus elementos estao em correspondéncia
biunivoca natural pela sua congruéncia modulo m. Isto implica os mesmos maximos
divisores comuns com m. Logo os sistemas completos dao origem a dois sistemas

reduzidos da mesma cardinalidade. [ |

5. FUNgAO DE EULER

Definicdo 5.1. A cardinalidade comum a todos os sistemas reduzidos de restos modulo
m denota-se ¢(m). A fungdo m — ¢(m) diz-se funcao ¢ de Euler ou fungao tociente.

Como 0,1,2,...,m—1 é um sistema completo de restos modulo m vemos a seguinte

caracterizagao desta fungao:

Teorema 5.1. O numero ¢(m) € o nimero dos inteiros positivos menores que m e primos

relativo a m.

Teorema 5.2. Seja (a,m) = 1 e rq,...,r, um sistema reduzido de restos modulo m.

Entao ary,...,ar, € outro tal sistema.

Demonstracao. Por teorema 1.5, (ar;, m) = 1, para todos os r;. Seja i # j. Se fosse
ar; = ar; (mod m), ent@o viria por teorema 4.3b que r; = r; (mod m), contradizendo
a definicao 4.2. Provamos assim que as alineas i,ii da definicao 4.2 estao satisfeitas.
Para cada i = 1,...,n encontramos um o(7) tal que ar; = r,; (mod m). o é uma
permutagao (i.e. uma aplicagao bijectiva) de {1,...,n} para {1,...,n} : a r,s distintos
correspondem ar,s distintos; logo o é injectiva. E sobrejectiva porque a cardinalidade
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dos dois sistemas sao iguais. Para concluir a prova, consideremos um inteiro z com
(x,m) = 1. Existe por hipdtese um i tal que x = r;. Ora como r; = ary-1(;), obtemos
pela transitividade da relacao = que o sistema ary, . . ., ar, satisfaz tambem a definicao

4.2 iii; logo ¢ sistema reduzido de restos modulo m. ]

Uma linda aplicacao da teoria desenvolviada é o teorema seguinte:

Teorema 5.3. a.(Euler): (a,m) =1 implica a®™ =1 (mod m).
b.(Fermat): Se p € primo com pfa entio a®' =1 (mod p).

Demonstragao. Usando notacao e observacoes usadas no teorema 5.2, sabemos que
existe uma permutagao o tal que para qualquer i € 1,2,...,¢(m) se tem ar; = r, (i)

(mod m). Do teorema 4.1c obtemos

m
a®m H T =
J=1 7

Aplicando teorema 4.3 (b) podemos, considerando (r;,m) = 1 para os j em causa,

m m

ar; = Hra(i) = Hri (mod m).

i=1 =1

cancelar os 7;, obtendo (a). O enunciado (b), chamado ‘pequeno teorema de Fermat’,
é consequéncia imediata de (a), porque pfa, p primo, implica (a,p) = 1. Além disso
0,1,...,p — 1 é sistema reduzido (e completo) de restos médulo p. Assim ¢(p) =
p— 1. |

Corolédrio 5.1. Dados a,b, se (a,m) =1 entdo existe x tal que ax =b (mod m).

Demonstragao. Obviamente ¢(m) > 1. Pondo z = a?™~!p calculamos por teorema
43 ar=a®™b=1-b="b (mod m). [

Observacdo . Uma demonstracao mais elementar é a seguinte: Perguntamo-nos se os
restos modulo m de 0 = 0Oa, 1a, 2a, 3a, . . ., (m—1)a sdo distintos dois a dois. A resposta
é sim, pois caso oposto teriamos a divisibilidade de ka —la = (k—{)a por m para certos
k.l € {0,1,2,...,m — 1} diferentes. Mas entdo por teorema 1.6, m|(k —[). Sendo
0 < |k —1I| < m, isto é impossivel. Os restos dos ja, j = 0,1,...,(m — 1), formam
portanto um conjunto de m nimeros compreendidos entre 0 e m — 1. Logo um dos

nimeros é igual a 1; ou seja m|(aj — 1) para um dos j. Para este j, aj =1 (mod m).

Acabamos a nossa excursao para a teoria dos nimeros com o seguinte, e famoso,

teorema dos restos chinés.

Teorema 5.4 (Teorema dos restos chinés). Sejam my,...,m, r inteiros positivos, primos
dois a dots. Sejam ay, . .., a, quaisquer outros r inteiros. Entao existe um x que satisfaz

as r congruéncias r = a; (mod m).
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Observacdo . Quaisquer duas solugoes das congruéncias sao congruentes modulo

mimse ... M, .

Demonstracao. Esrevendo m = mymsy...m,, vemos que m/m; é um inteiro tal e
(m/mj, m;) = 1. Por coroldrio 5.1 existem inteiros b; tais que (m/m;)b; =1 (mod m;).
Além disso, se i # j, entao mi\mﬂj, logo (m/m;)b; =0 (mod m;). Definamos z( por
~m
To = ; m—jbjaj.

com este zy vem relativamente a i—esima congruéncia,

,
Ty = ; mﬂjbjaj = %biai =a; (mod m;).

Como temos tal uma congruéncia para ¢ = 1,2,...,r, fica provada a primeira parte.

A segunda parte é quase trivial. Sejam y # z tais que x = y = a; (mod m;) para

i=1,2,...,r. Entdo y —z = 0 (mod m;) por teorema 4.1 a. Logo cada m;|(y — x),

logo (y — x) é multiplo comum de my, my,...,m,. Mas sendo os m; primos dois a

dois, teorema 2.2 implica que o minimo multiplo comum (e divisor de qualquer outro

multiplo comum) é myms ... m,.- [ |

6. EXERCICIOS E PROBLEMAS

1. Usando o algoritmo de Euclides, determina o méximo divisor comum dos seguintes
pares de nimeros:

a. 1109 e 4999, b. 2947 e 3997, c. 721 e 104, d. 1819 e 3587.

No 1ltimo caso determina também z,y para escrever o maximo divisor comum ¢ na
forma g = 1819z + 3587y.

2. Determinar, caso existam, inteiros x, y, z tais que 93x —81ly = 3 e 6x+ 10y + 152 = 1
e 4x — 22z = 3, e dizer porque nao existem nos outros casos.

3. a. Escrever uma tabela dos primeiros nimeros da forma n! =1-2-3-...-n. (Ler
n! como ‘n factorial’.)

b. Mostrar que o produto de trés (respective quatro) nimeros consecutivos é um
multiplo de 6 (respective 24).

4. Provar as seguintes afirmagoes de divisibilidade:

a. Para todos os n, 2|(n* —n) e 30|(n® — n).

b. Para todos os n impares, 8|(n* — 1).

c. Para todos os n, (n — 1)|(nF — 1)

d. Dado inteiro n, tem-se (n — 1)2|(n* — 1) se e s6 se (n — 1)|k.
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Como no texto, 0 maximo divisor comum de ntmeros aq, as, .. ., a, é a seguir abreviado
por (ay,as,...,a,), o mnimo miltiplo comum por [ay, as, ..., a,].

5. a. Mostrar que nao hé nimeros z,y com z +y = 100 e (z,y) = 3.

b. As equagoes (z,y) = g e ry = b sdo resoliveis simultaneamente apenas quando g?(b.
c. Sejan > 2,k € N. Entdo (n — 1)|(n* —1).
d. Sejan > 2,k € N. Entdao (n — 1)?|(n* — 1) se e somente se quando n — 1|k.
6. Sejam a, m,n nimeros naturais com m # n. Mostrar:
(¢ +1,a" +1) = { ; szeaaéeiila;ar
7. Seja m > n. Entao a*" + 1]|a®" — 1.
8. Prova que um inteiro de representacao decimal ngny_1 ...nznsny é divisivel
a. por 2 se e somente se 2 | nq,
b. por 4 se e somente se 4 | ngn,
c. por 8 se e somente se 8 | ngnan;.

. Prova que um inteiro de representacao decimal ning_1 ...nsnon, € divisivel:
por 3 se e somente se 3|(ng +ng_1 + ...+ ng +ng +ny),
. por 9 se e somente se 9|(ng + ng_1 + ...+ n3 +ng + nq),

o T ©

por 11 se e somente se 11|(ng — ng_1 + ng_o... £ nq).

10. Se z,y sao impares, mostra que x2 + y? nao é quadrado.

11. Se 3fwxy entao z? + y? nao é quadrado.

12. Prova que (a,a + k) |k .

13. Prova que qualquer primo da forma 3k + 1 é da forma 6k + 1

14. Provar que um inteiro positivo da forma 3k + 2 tem um factor primo da mesma

forma e que afirmacoes semelhantes sao validas para as formas 4k + 3 e 6k + 5.

15. Seja 2F a maior poténcia de 2 que ocorre entre os nimeros 1,2,3,, ..., n.
Entao nenhum destes nimeros diferente de 2% ¢ divisivel por 2*.

16. Mostra que a soma ) 7, % (ie. 1+1+4...4 -5 + 2) ndo ¢ inteiro se n > 1.

17. Se 2" + 1 é primo, entao n é uma poténcia de 2.

18. a. Se 2" — 1 é primo, entao n é primo.
b. Se a,b,n > 1 entao (a™ — b")| (a™ + b").
19. Existe uma infinidade de primos da forma 4n + 3, n € N.

20. Se f(z) é polinémio com coeficientes inteiros, entdo nem todos os nimeros

), f(2), £(3), f(4),...

podem ser primos.
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21. Determina todos os n tais que 2" — 1 é divisivel por 7.
22. Pode existir um n tal que 2" 4 1 é divisivel por 77

23. Seja S um conjunto de 10 ntimeros de dois digitos. Entao existem subconjuntos
disjuntos de S cujas somas sao iguais.
24. Determina o conjunto de todos os nimeros de trés digitos cujo valor é 11 vezes a

soma dos quadrados dos digitos.

25. Mostra que na sucessao dos nimeros 1,11,111,1111,... existe pelo menos um

numero divisivel por 1993.
26. Mostra que o produto de k nimeros sucessivos ¢é divisivel por k!.

27. Quantos subconjuntos tém os seguintes conjuntos: 0, {1}, {1,2}, {1,2,3}, ...,
qualquer conjunto de n elementos? Quantos subconjuntos de k elementos tem um

conjunto de n elementos?

28. Em certas condicoes podem ser tteis conhecimentos de alguns valores das fungoes

inteiras seguintes: (Z) para (n > k), 2", nl. Escreve tabelas para estas fungoes.

29. Sejam A,B dois conjuntos finitos de nimeros inteiros. Supde que ) ., a =
> vep b- Entao existem conjuntos A’ C Ae B’ C B tais que ANB' =0e >

ZbEB’ :

30. Poe 57 coisas em 21 caixas. Entao existe uma caixa que contém 2 coisas. Gener-

alizal

(Na matemadtica ‘existe’ tem o significado ‘existe pelo menos um(a)’. Da mesma forma
‘conter duas coisas’ significa ‘conter pelo menos duas coisas’. Se se pretende dar enfase

a um numero exacto diz-se: ‘Existem exactamente k ...’)

31. Considera o conjunto seguinte de nimeros: 3, 84, 35, 21, 44, 23, 71, 82.

a. Determina os restos da divisao destes niimeros por 7.

b. Mostra que existem dois nimeros em S cuja diferenca ¢ divisivel por 7.

c. Demonstra em geral: ‘Um conjunto qualquer de n > m ntumeros contém dois

niumeros cuja diferenca é divisivel por m’.

32. Seja p um primo, ¢ um inteiro tal que pfq. Considera a sucessao dos nimeros
S ={q,2¢,3q,...,(p — 1)q}. Mostra que se 5,5’ € S e s # s entdo s Z s’ (mod m).
Deduz que existe um k, 1 < k <p—1 tal que kg =1 (mod m)

33. Seja p um primo. Considera os nimeros {2,3,4,...,p—2}. Mostra que para cada
s € Sexisteum t € 5, s # s tal que s’ =1 (mod m). Deduz o teorema de Wilson:

(p—1)!'= -1 (mod p)
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