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Resumo. Apresenta-se, de modo elementar e acessivel a alunos do en-
sino secundério, a teoria dos jogos matematicos com dois jogadores, de
informagcao completa, e sem intervencao de factores aleatérios. Comentam-
se os conceitos de diagrama e posicao dum jogo, classificam-se as posigoes
como inatacéaveis, frageis e neutras, define-se campeao e provam-se teore-
mas simples sobre os conceitos introduzidos. Apresentam-se muitos exem-
plos de jogos “de tirar”, em complexidade crescente, alguns retirados de
olimpiadas internacionais; explicitam-se técnicas de andlise desses jogos e
resolvem-se os correspondentes problemas.
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1 Posicao dum jogo matematico

Sao jogos entre dois jogadores jogando alternadamente, sem intervencao de
factores aleatérios, em que ambos tém conhecimento pleno das regras e de
como o jogo vai evoluindo.! Joga-se com objectos fisicos ou matemdticos
dispostos de acordo com regras estabelecidas nas instrugoes do jogo; joga-se
com pegas de formas e cores diversas, fésforos, feijoes, moedas, nimeros ou o
que se queira, dispostos no terreno de jogo, que é, geralmente, uma mesa, um
tabuleiro, uma folha de papel. Uma caracteristica omnipresente dos jogos a
considerar é serem finitos, isto é, terminam apds um ntmero finito de jogadas
com a vitéria de um dos contendores, ou um empate.

Em determinado momento, o diagrama do jogo é o modo como as pedras
estao distribuidas no terreno. O “estado” ou “posicao” do jogo é algo mais
complexo, devendo incorporar diversas coisas importantes:

a) O diagrama, denotado ¥
b) O jogador que vai jogar, denotado X
¢) O conjunto JP das jogadas possiveis a partir desse momento.

Matematicamente, o estado ou posi¢cao em determinado momento dum jogo
¢é o trio ordenado

(2,X, JP) = (diagrama, jogador, jogadas possiveis). (1)

Um modo pratico de estabelecer o estado em certo momento duma partida
¢ imaginarmos que ela é interrompida nesse momento, para ser retomada
muito tempo depois, por outros dois jogadores; o estado da partida deve
conter toda a informacao a dar aos dois novos contendores, para que eles
possam retomar a partida interrompida. Como veremos, interessa que essa
informagao seja minimal; ela nao deve incluir elementos supérfluos como, por
exemplo, as regras gerais do jogo. A determinacao do estado mais econémico
possivel é fundamental para facilitar a sua analise matematica.

Uma classe importante de jogos em que é legitimo eliminar no estado a re-
feréncia ao jogador que vai jogar é a dos jogos ditos imparciais, ou simétricos,
aqueles em que para qualquer diagrama, as jogadas permitidas a um dos jo-
gadores sao as mesmas que as permitidas ao outro. Eis um exemplo:

!Também chamados jogos de informacdo completa.



1. Jogo de tirar simétrico. Dois jogadores jogam alternadamente, tirando pe-
dras de um monte de 2008 pedras. Na sua vez de jogar, cada jogador tem
que tirar 1 ou 4 pedras do monte. Ganha quem tirar a tltima.?

O diagrama do jogo é (pode ser) o niumero n de pedras do monte, que decresce
com o decorrer do jogo. O termo “jogadas possiveis” pode dispensar-se na
definicao do estado, pois apenas repete parte das regras gerais. A indicacao
de quem vai jogar é matematicamente irrelevante;® quer jogue A quer jogue
B, o que cada um pode fazer é tirar 1 ou 4 pedras. Portanto o estado pode
identificar-se apenas pelo nimero de pedras no monte.

Por outro lado, hé os jogos parciais, ou assimétricos, nos quais o caracter
matematico duma posicao pode ser diferente conforme joga um ou outro
jogador.

2. Jogo de tirar assimétrico. Os jogadores A e B jogam alternadamente, tirando
pedras de um monte de 2008 pedras, sendo A o primeiro a jogar. Em cada
jogada, A tem que tirar 1 ou 4 pedras, e B tem que tirar 2 ou 3 pedras.
Perde o primeiro jogador que nao possa jogar.

Em determinado momento duma partida, o diagrama do jogo é (pode ser) o
nimero p de pedras na mesa. A referéncia a quem vai jogar ¢ indispensével:
sob o ponto de vista matemédtico é muito diferente que, das p pedras se
possam tirar, na primeira jogada, 1 ou 4, ou se possam tirar 2 ou 3. O
estado pode identificar-se por (p, X), onde X é quem vai jogar sobre as p
pedras, pois a indicacao de X e as regras gerais do jogo tornam supérflua a
identificacao das jogadas possiveis.

3. Xadrez. O Xadrez é um jogo em que o jogador B joga com pedras brancas
e N joga com pedras negras, de acordo com as seguintes regras: [cf. Laws
of Chess, vistas em Abril 2008, in

http://www.fide.com/component/handbook/?7id=32&view=category].

20 ntmero 2008 nada tem de especial a nao ser tratar-se do ano de redaccao do enun-
ciado. Em problemas olimpicos é habitual apresentar-se uma data como exemplo concreto
de cardinal ‘elevado’. Deve olhar para este tipo de niimeros como um modo de concretizar
uma ideia; ndo se ponha a fazer contas com o 2008, pois o que o proponente quer, em
geral, é que o leitor seja capaz de resolver o problema para qualquer niimero que nos venha
a cabeca. Se vivéssemos no ano 2 d.C., a escolha da data nao seria boa ideia, pois o que
se pretende é dificultar a vida olimpica!

3Pode haver relevancia de outra natureza, psicolégica, ou material no caso de haver
um prémio monetario para o vencedor; mas isso é coisa fora do ambito da nossa histéria.
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Seria impensavel incluir em cada estado duma partida de Xadrez a descricao
das jogadas possiveis,* pois o diagrama e a indicacao de quem joga chegam
para as determinar; assim, cada estado pode reduzir-se ao par ordenado
(2,X). Note-se que ha dois estados distintos para o mesmo diagrama:
(2,B) e (Z,N). Quando o estado é (Z, B), as brancas jogam e transformam
(2, B) noutro estado (2, N).

H4 casos em que a explicitacao das jogadas possiveis ¢ indispensavel na car-
acterizacao do estado, como nos exemplos seguintes

4. Tirar de um sé monte, sem repetir a jogada anterior. [ XV Olimpiada IAM,
Caracas, 2000] Dois jogadores jogam alternadamente, tirando pedras de um
monte de 2000 pedras. Cada jogador tem que tirar 1, 2, 3, 4 ou 5 pedras. Em
cada jogada [excepto na primeira] o jogador nao pode tirar o mesmo nimero
de pedras tiradas pelo adversario na jogada anterior. Perde o primeiro jo-
gador que nao possa realizar uma jogada véalida. Determinar qual jogador
tem estratégia ganhadora e encontra-la.

5. Tirar de um s6 monte, sem repetir a sua propria jogada anterior. Dois jo-
gadores jogam alternadamente, tirando pedras de um monte de 2008 pedras.
Nas duas primeiras jogadas do jogo, uma de cada um dos jogadores, cada um
deles tira 1, 2, 3, 4 ou 5 pedras. Depois dessas jogadas iniciais, cada jogador
tem que tirar 1, 2, 3, 4 ou 5 pedras, mas nao pode tirar o0 mesmo nimero
de pedras tiradas por si proprio na sua jogada anterior. Perde o primeiro
jogador que nao possa realizar uma jogada valida. Determinar qual jogador
tem estratégia ganhadora e encontra-la.

No jogo 4, o melhor diagrama ¢, claramente, o nimero n de pedras no monte.
Pondo de fora a primeira jogada, as outras podem descrever-se sem referéncia
ao jogador que vai jogar. Portanto, ressalvada a primeira jogada, o jogo é
imparcial, o que dispensa a referéncia a quem vai jogar. As jogadas possiveis
sdo: retirar um numero de pedras do conjunto {1,...,5} \ {t}, onde ¢ foi o
que o adversario tirou na sua jogada anterior. Claro que a posicao da partida
fica totalmente identificada pelo par (n,t).

No jogo 5, o diagrama natural é o nimero n de pedras no monte, e também
aqui se pode dispensar a referéncia a quem joga. Se interrompermos a partida
em determinado momento para a retomarmos mais tarde, é indispenséavel
registar as duas ultimas jogadas antes da interrupcao, uma de cada jogador,

4Isso seria praticamente equivalente & transcricdo das Leis do Xadrez.
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pois sao esses os nimeros “interditos” nas duas primeiras jogadas da retoma.
A posicao do jogo pode, portanto, ser (n,u,p), onde u e p sdo os numeros
de pedras retiradas na ltima e pentltima jogadas, respectivamente. Note-se
que o jogador que vai jogar sobre a posi¢ao (n,u,p) ndo pode tirar p pedras
e, ao tirar = pedras, entrega ao adversario a posi¢ao (n — z,z,u), na qual u
é, agora, a penultima tiragem.

6. Dois numa bicicleta. Dois amigos, A e B, viajam na mesma bicicleta duma
s6 pedaleira e revezam-se a pedalar. As etapas da viagem numeram-se por
ordem: etapa 1, etapa 2, etapa 3, etc.. O viajante A pedala nas etapas
impares, e B nas etapas pares. Na etapa k o pedalante de servico tem que
pedalar pelo menos 1 quilémetro, mas nao mais de k quilémetros. A viagem
faz-se sempre para a frente, sem recuar. Ganha o que for a pedalar quando
chegarem ao destino que fica a 2008 km do ponto de partida. Qual deles
tem estratégia para ganhar o jogo? Qual é essa estratégia?

A andlise deste jogo far-se-a4 etapa por etapa; ao iniciar cada uma delas,
escolhemos como diagrama a distancia da bicicleta ao destino. Trata-se de
um numero real d que no principio do jogo tem o valor d = 2008 e vai
decrescendo etapa apds etapa. O estado tera de incluir d e o jogador X a
quem cabe pedalar nessa etapa. Mas o par (d, X) nao diz quais as jogadas
possivers que X pode fazer, i.e., até que distancia pode pedalar. Uma escolha
possivel para o estado é o trio (d, X, k), em que k é (em quilémetros) a
distancia maxima que X pode percorrer pedalando nessa etapa. Como k é,
também, o nimero de ordem da etapa, k determina univocamente o condutor.
Portanto podemos dispensar a referéncia a X no estado. Neste caso, os
estados poderao representar-se, apenas, por pares (d, k).

2 'Trés tipos de posicoes

Fixemos um jogo de estratégia. As regras incluem a definicao de “ganhar’e
de “empatar”’o jogo. Isso faz-se especificando dois conjuntos de posicoes:
o conjunto V das posicoes de vitéria e o conjunto E das posicoes de em-
pate. Ganha o jogador que consegue jogar entregando ao seu adversario
uma posicao vitoriosa. O jogo termina no momento em que se chega a uma
posicao de vitéria ou de empate; nessas posigoes terminais, o jogador a quem
cabe jogar nao tem jogadas disponiveis.



Vamos classificar cada posicao como sendo de um de trés tipos: P, S, ou
N. Intuitivamente, uma posicao é de tipo P se o primeiro jogador a jogar
(aquele que tem que jogar sobre essa posi¢ao) pode ganhar contra quaisquer
jogadas posteriores do adversario; é de tipo S se o sequndo jogador a jogar
tem estratégia para ganhar contra quaisquer jogadas do adversario; é de tipo
N se nao é de tipo P nem de tipo S.

Vamos dar defini¢coes matematicas rigorosas.

Definicao 2.1 Seja & uma posicao qualquer.

& diz-se de tipo-S, se é vitoriosa, ou qualquer jogada a transforma
numa posi¢ao de tipo-P.

& diz-se de tipo-P, se existe uma jogada que a transforma numa posigao
de tipo-S.

& diz-se de tipo-N se nao é de tipo-S nem de tipo-P.

Das defini¢oes segue-se que uma partida nao pode terminar numa posigao de
tipo P.

Teorema 2.2 Nenhuma posicao €, simultaneamente, de tipo-S e de tipo-P.

Demonstracao. Chamemos hibrida a uma posicao ao mesmo tempo S e P.
Admitamos, por absurdo, que existe uma posicao hibrida H. Pela defini¢ao,
existe uma jogada que transforma H noutra hibrida. Podemos, pois, conceber
uma partida que comeca com H, e que continua com posicoes H', H”, ...,
todas hibridas. Sendo o jogo finito, a partida é finita, tendo, pois, uma
posicao terminal, 7', que é hibrida. O jogador que joga sobre T' nao tem
jogadas possiveis, pelo que T nao ¢é de tipo-P. Esta contradicao mostra que
nao existem posicoes hibridas. O

As defini¢oes tém uma caracteristica singular: parece estarmos perante um
“circulo vicioso” que consiste em definir as posicoes S a custa das P e as
P a custa das S. Mas o “vicio”, apenas aparente, é o que habitualmente
ocorre nas defini¢oes recursivas: definem-se as posi¢oes S a custa de posigoes



P “mais simples”, e estas & custa de posicoes S ainda “mais simples”.?

Na vida real, um “campeao” também pode falhar, seja em que desporto for.
Mas, na perspectiva matematica, um campeao tem o dom da infalibilidade.
Fixado um jogo, campedo é um jogador que, tendo que jogar sobre uma
posicao K, joga de modo a satisfazer o seguinte:

(a) Se K é de tipo P, o campeao transforma K numa posi¢ao de tipo S;

(b) Sé transforma K numa posi¢ao de tipo P, se K for de tipo S.

Teorema 2.3 Admitamos que certa partida € jogada por dois campedes, com
posicao inicial & .

Se F € de tipo P, o primeiro jogador ganha partida;
Se S € de tipo S, o sequndo jogador ganha partida,
Se & € de tipo N, a partida termina empatada.

Demonstragao. Seja & de tipo P. De acordo com (a), o primeiro jogador
transforma a posicao inicial numa posicao #’ de tipo S; o segundo jogador
transforma .’ numa posicao de tipo P. Assim, o primeiro campedo a jogar
jogard sempre sobre posicoes P, e o segundo sobre posicoes S. A jogada
terminal sé pode ser de tipo §. Portanto o primeiro ganha.

Se . é de tipo S, as posigoes invertem-se: o primeiro joga sempre sobre
posigoes S e o segundo sobre posicoes P. Ganha, pois, o segundo a jogar.

5Mais precisamente, podemos organizar as posicdes S e P em “geracoes’, num
crescendo de complexidade:

e A 1% geragdo S é constituida pelas posi¢oes-S mais simples, as vitoriosas, que sdo
dadas pelas regras do jogo;

A 1% geragdo P é constituida pelas posigoes que podem, com uma s6 jogada, ser
transformadas em posicoes da 1* geracao S;

e A 2% geracdo S é constituida pelas posigbes tais que qualquer jogada que se faca
sobre elas produz posicoes da 1% geragao P, que ja se conhece;

e A 2% geragao P é constituida pelas posicoes que podem, com uma sé jogada, ser
transformadas em posicoes da 2% geracao S;

Etc., etc..



Seja # de tipo A4". O campeao joga sobre .# e transforma-a numa posi¢ao
4" que, como qualquer outra, é de um e um s6 de trés tipos: S, P ou A .
Se .#' fosse de tipo P, .# seria de tipo S, por definicio de campeao; se &’
fosse de tipo S, .# seria de tipo P, por definicao de tipo P. Portanto .#
é de tipo A4". Assim, os dois campeodes produzirao uma partida constituida
por posicoes de tipo .4". A posicao terminal nao pode ser vitoriosa pelo que
¢é de empate. O

Uma posicao de tipo S sera também chamada inatacdvel, ou inexpugndvel,;
de facto, o jogador que joga sobre ela nada pode fazer para ganhar a partida
(a nao ser esperar por um erro do adversario)®. Uma posicao de tipo P serd
também chamada frdgil, ou vulnerdvel; a fragilidade é 6bvia: o jogador que
joga sobre ela tem uma maneira de a transformar numa inatacavel.

Uma jogada diz-se boa se transforma uma posicao fragil numa posicao inatacavel,
ou uma neutra noutra neutra; uma jogada diz-se md se transforma uma
posicao fragil numa posigao fragil ou neutra, ou se transforma uma posi¢ao
neutra numa posicao fragil.

Comentario sobre o Xadrez.

Seja Z'¢ a primeira posi¢ao do jogo de Xadrez, em que jogam as brancas so-
bre o conhecido diagrama inicial das 32 pecas arrumadas em 4 linhas. Nao
se sabe se 2’ é inatacavel, fragil ou neutra e o mais que podemos fazer
¢é especular sobre o assunto. Estatisticas feitas sobre centenas de milhares
de partidas entre grandes mestres dao os seguintes resultados: as brancas
vencem 37% das partidas, as negras 27% e as restantes 36% terminam em-
patadas (numeros aproximados). Os numeros nao nos dao suporte para
opcao razoavel quanto a natureza da posicao de abertura do Xadrez. Quem
‘assalta’ a posicao de abertura s@o as brancas; se 2 o fosse inexpugnével,
as brancas tenderiam a falhar o assalto mais vezes do que as estatisticas
indicam. Portanto a posicao de abertura nao é, quase certamente, inex-
pugnavel.

Menos forte, mas plausivel, é a conjectura de que o primeiro estado seja
neutro o que significaria, matematicamente, serem neutros todos os estados
até ao final do jogo se nenhum dos contendores fizesse uma jogada ma; dito

6Uma posicao inatacavel sobre a qual vocé tenha que jogar nio significa necessariamente
a vitdria do seu adversario, mesmo que vocé saiba que ele tem uma estratégia para vencer,
ele pode nao saber! Numa posicao dessas, nao desista, jogue qualquer coisa. . .



de outro modo, um jogo entre campedes evoluiria, de neutro em neutro, até
ao empate (por tripla repetigao de um estado, por exemplo).

Nao espere ver realizado, neste mundo imperfeito, o conceito matematico
de campedo. Aceitando ou nao a neutralidade da posicdo de abertura do
Xadrez, podemos imaginar uma partida entre grandes mestres como uma
sucessao de jogadas boas ou més, e posi¢coes neutras, frageis ou inatacaveis,
até que um deles entregue ao adversario uma posicao fragil que seja detectada
como fragil pelo adversdrio; este responde, entao, com uma jogada boa e
ganhante; a partir desse ponto do jogo, todas as suas jogadas serao ganhantes
e serdo inexpugndveis todas as posigoes que entrega ao adversario. Serd
tempo, entao, de este tombar o seu rei reconhecendo a inevitabilidade da
derrota.

Nao é raro que um grande mestre, perante uma posicao fragil oferecida
pelo adversario, responda devolvendo-lhe uma posicdo m& ou neutra, para
gaudio dos comentadores de sofa: os livros de teoria e psicologia do xadrez
estao cheios de exemplos dessa natureza. Adivinha-se que muito mais fre-
quentes sejam as jogadas fracas executadas (até por grandes mestres) so-
bre posicoes frageis das quais até hoje ninguém detectou a fragilidade! O
Supremo Campeao Matemético deve sofrer muito ao assistir a uma partida
entre humanos. ..

3 Sem empates nao ha neutralidade

Quase todos os jogos discutidos neste texto sao jogos finitos, sem empates,
i.e., terminam sempre apds um ntumero finito de jogadas com a vitéria de um
dos jogadores. Ficam excluidos desta analise o Xadrez, as Damas, o Reversi,
o Go e muitos outros bem conhecidos.

No primeiro contacto com esse tipo de jogos, especialmente nos de complexi-
dade elevada, a impressao que se forma no nosso cérebro, por falta de pratica
do jogo em si, é de que as inatacaveis e, portanto!, também as frageis so6
podem ocorrer 14 para o fim da partida, sendo neutras as posigoes até a fase
decisiva em que um dos jogadores descobre um modo seguro de ganhar ao
seu adversario. A inexisténcia de neutras é uma surpresa muito interessante,
mas surpreenderd, apenas, quem nao acompanhou a evolucao do raciocinio
das duas paginas anteriores.

Corolario 3.1 Em jogos finitos e sem empates nao existem posi¢oes neutras.
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Demonstracao. Por absurdo, admitamos que em certa partida ocorre uma
posicao neutra. Ponhamos dois campeoes a jogar a partir dessa posicao, e
apliquemos o teorema 2.3. O

Uma consequéncia importante do teorema 3.1 é que, em qualquer jogo do
tipo considerado, a posicao inicial do jogo ou é fragil ou ¢é inatacavel; no
primeiro caso o primeiro a jogar tem uma estratégia ganhadora contra quais-
quer jogadas do adversario, no segundo caso ¢ o segundo a jogar que tem
estratégia ganhadora.

4 O processo de adivinhacao

O modo de atacar cada problema proposto envolvendo um jogo de estratégia
comega, em 99% dos casos, do seguinte modo:

(a) Determine o que é o estado (ou posi¢ao) do jogo, e se poderd omitir algum,
ou alguns dos elementos: “jogador que joga” e “jogadas possiveis”. Quanto
mais simples for o estado, melhor.

(b) Por tentativas, por experimentagao, por andlise de muitos casos, comeg¢ando
com os mais simples num crescendo de complexidade, faca uma conjectura
sobre quais sao as posicoes inatacaveis e as frageis.

Recomendagao que quase sempre funciona: comece pelo final do jogo e
avance seguindo as seguintes etapas:

1. As inatacdveis mais simples s&o as posigoes vitoriosas;

2. As mais simples a seguir sdo aquelas para as quais existem jogadas que
as transformam em posi¢oes do tipo anterior;

3. As mais simples a seguir sao as posi¢oes que com qualquer jogada possivel
se transformam em posicoes do tipo anterior;

4. As mais simples a seguir sao aquelas para as quais existem jogadas que
as transformam em posigoes do tipo anterior;

5. As mais simples a seguir sao as posigoes que com qualquer jogada possivel
se transformam em posigoes do tipo anterior;
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As posicoes que vier a encontrar nas etapas de ordem impar sao inatacaveis,
as de ordem par sao frageis. Se executar estas operacoes um numero sufi-
ciente de vezes, poderd conjecturar quais sao as posigoes frageis e as posicoes
seguras. As restantes farao parte da sua conjectura sobre as neutras.

No final deste processo vocé partiu o conjunto de todas as posicoes em trés
conjuntos, I, F e N, e conjectura que tratar-se, respectivamente, dos conjunto
das posigoes inatacaveis, frageis e neutras do jogo em andlise. Repare que
pode nao seguir o processo sistemdatico acima descrito, pode simplesmente
dizer: “Fureka! A minha conjectura é que S = [...], F=[.]e N =[.]".
O problema, agora, é como confirmé-la. Claro que a sua conjectura deve
satisfazer alguns requisitos minimos obrigatérios, entre os quais os ébvios:

Toda a posicao pertence a um e um so dos seus conjuntos I, F, N;
Toda a posicao vitoriosa pertence a I;
Toda a posi¢ao de empate pertence a N.

Mas o principal é o que consta do seguinte:

Teorema 4.1 A sua conjectura I, F, N sobre os conjuntos das inatacdvers,
frdageis e neutras € correcta se, para além dos requisitos obuvios acima, 0s
conjuntos conjecturados satisfazem as propriedades sequintes:

I. Para cada posicao de F existe uma jogada que a transforma numa
posicao de 1.

II. Cada posicao de 1 ou € vitoriosa ou todas as jogadas possiveis a trans-
formam em posicoes de T.

ITI. Cada posicao de N ou é de empate ou existe uma jogada que a trans-
forma numa posicao de N. Nenhuma posicao de N pode transformar-se
numa posicao de 1.

Demonstracdo. Quando vocé entrega ao seu adversario uma posicao &2 € I,
por II ele ndo tem outro remédio sendo produzir uma posicao &' € F; por
I, vocé pode transformar &' numa posicao de I; assim, se vocé jogar bem,
todas as posicoes da partida estao em [FUT; portanto, nao vai haver empate,
e a vitoria é sua, pois nao ha posicoes vitoriosas em F. Todas as posicoes de
I sao, pois, inatacaveis. Como corolario, toda a posicao de [F ¢é fragil por ser
transforméavel numa posicao de I, que é inatacavel.
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Seja () € N. Por absurdo, admitamos que @) ¢ fragil; numa partida jogada
com posicao inicial (), o primeiro jogador pode sempre entregar ao segundo
posicoes inatacaveis; por III, o segundo pode sempre entregar ao primeiro
posicoes dentro de N; isto contraria o facto de a ultima posicao estar em I.
Se () fosse inatacavel, o primeiro a jogar poderia transforma-la numa posicao
fragil em N, o que vimos nao ser possivel. Portanto todas as posicoes de N
sao neutras e o teorema fica demonstrado. O

Num jogo sem empates, a sua conjectura nao deve incluir neutras, .e., o
conjunto N é vazio. Nesse caso, das condicoes do teorema pode retirar I1I.

5 Exemplos

5.1 Objectivos

Para cada jogo proposto cumpra o seguinte programa:

(a) Simplifique o mais possivel o estado do jogo.

(b) Por tentativas, por experimentacao, por andlise de muitos casos, comegando
com os mais simples num crescendo de complexidade, faca uma conjectura
sobre quais sao as posicOes seguras e as frageis.

¢) Mostre que a descricao matemadtica conjecturada em (b) satisfaz as pro-
¢ y
priedades caracteristicas [-II-1II das inatacaveis, frageis e neutras. Se esse
teste falhar, deverd regressar ao ponto (b) para melhor conjectura.

(d) Descreva uma estratégia para vencer.

5.2 Jogos propostos

Cada jogo é um problema para resolver. Mesmo quando nada se pergunte,
esta subentendido que se pede a “resolugao” do jogo, isto é, a determinacao
do estado, das posicoes frageis e inatacaveis, e das estratégias de vitéria.
Cada problema leva umas tantas estrelas, * * ..., que indicam o grau de
dificuldade que lhe atribuo.
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7. Trinta e um de boca. Dois jogadores jogam alternadamente, dizendo ntimeros

10.

11.

12.

13.

14.

naturais. O primeiro jogador diz um dos nimeros 1, 2 ou 3. Na sua vez de
jogar, cada jogador adiciona 1, 2 ou 3 ao nimero dito pelo seu adversario,
e diz o resultado da adigao. Nao é permitido ultrapassar 31. Ganha quem
primeiro disser “trinta e um”. *

Tirar uma ou duas de um so monte. Dois jogadores jogam alternadamente,
tirando pedras de um monte de 2007 pedras. Na sua vez de jogar, cada
jogador tira 1 ou 2 pedras do monte. Ganha quem tirar a ultima. *

Tirar uma ou quatro de um so monte. Dois jogadores jogam alternadamente,
tirando pedras de um monte de 1000 pedras. Na sua vez de jogar, cada
jogador tira 1 ou 4 pedras do monte. Ganha quem tirar a dltima. *

Tirar duas ou trés de um sé monte. Dois jogadores jogam alternadamente,
tirando pedras de um monte. Cada jogador tem que tirar 2 ou 3 pedras.
Perde o primeiro jogador que nao possa jogar. x

Tirar de dois montes. [O ‘Nim’ de dois montes, de Charles Bouton, 1901]
Dois jogadores jogam alternadamente, tirando pedras de dois montes de
pedras. Em cada vez que lhe caiba jogar, cada jogador escolhe um dos dois
montes e tira quantas pedras quiser desse monte, apenas desse, e pelo menos
uma. Ganha quem tirar a tltima pedra. *x

Tirar uma ou duas de dois montes. O mesmo que o anterior, mas apenas
se podendo tirar 1 ou 2 pedras em cada jogada. Ganha quem tirar a tltima
pedra. *x

Jogos de tirar assimétricos. Dois jogadores, A e B, jogam alternadamente,
tirando pedras de um monte, sendo A o primeiro a jogar.

Jogo 1. Em cada jogada, A tem que tirar 1 ou 4 pedras, e B tem que tirar
2 ou 3 pedras. Perde o primeiro jogador que nao possa jogar. *

Jogo II. Idem, mas onde A tem que tirar 3, 4 ou 5 pedras, e B tem que tirar
2, 3 ou 4 pedras. * *

Jogo III. Idem, mas onde A tem que tirar 3, 6 ou 7 pedras, e B tem que
tirar 2, 6 ou 7 pedras. * % x

Jogo VI. Idem, mas onde A tem que tirar 1, 4 ou 5 pedras, e B tem que
tirar 2, 5 ou 6 pedras. * * x

Um cavalo para dois. Num tabuleiro n x n hd um cavalo que salta como
no Xadrez, nao podendo saltar para fora do tabuleiro. Inicialmente esta na
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15.

16.

17.

18.

casa (n,n), o canto nordeste do tabuleiro. Em cada jogada, os jogadores A
e B, alternadamente, fazem o cavalo dar um salto com restrigoes indicadas
em cada alinea. Em cada partida, perde o primeiro que nao possa jogar.

Jogo 1. A e B fazem o cavalo saltar (i) duas casas para Sul e uma para Este
ou Oeste, ou (i7) duas casas para Oeste e uma para Norte ou Sul. Quem
tem estratégia para ganhar, no caso em que a casa inicial é (n,n)? E se a
casa inicial é (n —2,n)7 %% x

Jogo II. A salta duas casas para Sul e uma para Este ou Oeste; B salta
duas casas para Oeste e uma para Norte ou Sul. Quem tem estratégia para
ganhar, supondo que a casa inicial é (n,mn)? * * %

Tirar feijoes duma quadricula. (a) Num tabuleiro rectangular com m e n
colunas, estao dispostos mn pedras, uma em cada quadradinho. Em cada
jogada, cada jogador retira todos os feijoes que estejam colocados numa fila,
linha ou coluna a escolha do jogador. Ganha quem tirar o ultimo feijao. *x

(b) O mesmo que (a) com a seguinte alteragao: quando sobrar apenas uma
fila, cada jogador pode retirar apenas um ou dois feijoes dessa fila. * *

(c) Parecido com (a), com a seguinte alteragao: cada jogador retira um feijao
X e todos os que se encontrem na linha de X a esquerda de X e os da coluna
de X abaixo de X. Perde quem retirar o ultimo feijao. s % % *x...

(d) Tal como (¢) mas, em cada jogada, para além dos feijoes que (¢) manda
retirar, retiram-se todos os que estejam abaixo daqueles que (¢) manda re-
tirar. * %% % ...

Tirar de vdrios montes. [Jogo do ‘Nim’, de Charles Bouton, 1901] Dois
jogadores jogam alternadamente, tirando pedras de varios montes de pedras.
Em cada vez que lhe caiba jogar, cada jogador escolhe um dos montes e tira
quantas pedras quiser desse monte, apenas desse, e pelo menos uma. Ganha
quem tirar a dltima pedra. s * % % x

Tirar uma ou duas de varios montes. O mesmo que o anterior, mas apenas
se podendo tirar 1 ou 2 pedras em cada jogada. Ganha quem tirar a tltima
pedra. x % x

Brancas e negras em vai-vem. [Conway, Guy, Belerkamp] Num tabuleiro de
xadrez estdao 8 pedras brancas e 8 negras. Em cada linha hd uma branca e
uma negra, a branca a esquerda da negra. Em cada jogada, o jogador das
brancas [tal como o das negras] apenas pode mover uma das suas pedras,
para a esquerda ou para a direita; essa pedra tem de mover-se de pelo menos
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

uma casa e nao pode saltar por cima da pedra adversaria na mesma linha.
Perde o primeiro que nao possa jogar de acordo com estas regras. s  x * x

Tirar de um s6 monte até mais uma que o parceiro. Dois jogadores jogam
alternadamente, tirando pedras de um monte de 2007 pedras. Na abertura
do jogo, o primeiro jogador tira 1 ou 2 pedras. Sempre que um jogador
tira k pedras, o outro, na jogada a seguir, pode tirar 1,2,...,k ou k + 1
pedras. Ganha quem tirar a tltima. Determine qual deles tem estratégia
para vencer, e qual pode ser essa estratégia. * * x

Tirar de um sé monte, sem repetir a jogada anterior. [XV Olimpiada IAM,
Caracas, 2000] Dois jogadores jogam alternadamente, tirando pedras de um
monte de 2000 pedras. Cada jogador tem que tirar 1, 2, 3, 4 ou 5 pedras. Em
cada jogada [excepto na primeira] o jogador nao pode tirar o mesmo nimero
de pedras tiradas pelo adversario na jogada anterior. Perde o primeiro jo-
gador que nao possa realizar uma jogada valida. Determinar qual jogador
tem estratégia ganhadora e encontra-la. s % % x

Tirar de um sé monte, sem repetir a jogada anterior. Episddio 2. Quais
os tamanhos dos montes iniciais, para os quais o primeiro a jogar nao tem
estratégia para vencer? *, depois de resolvido o problema anterior.

Dois numa bicicleta. Dois amigos, A e B, viajam na mesma bicicleta e
revezam-se a pedalar. As etapas da viagem numeram-se por ordem: etapa
1, etapa 2, etapa 3, etc.. O condutor A pedala nas etapas impares, e B
nas etapas pares. Na etapa k o pedalante de servigo tem que pedalar um
nimero natural de quilémetros nao superior a k. A viagem faz-se sempre
para a frente, sem recuar. Ganha o que for a pedalar quando chegarem ao
destino que fica a 2008 km do ponto de partida. Qual deles tem estratégia
para ganhar o jogo? Qual é essa estratégia? * x x

Dois numa bicicleta, percorrendo distancias reais. O mesmo que o problema
anterior, com a diferenca que, na etapa k, o pedalante de servigo pode e tem
que pedalar qualquer distancia real entre 1 e k quilémetros. * * * %

Tirar de um s6 monte até ao dobro do que o parceiro tirou. Situagao analoga
a do jogo 19, excepto que cada jogador tem que tirar pelo menos 1 pedra,
mas nao mais do que o dobro das que foram retiradas na jogada anterior.
Ganha quem tirar a Ultima. s * % % %

Jogo das bandeiras. [XXII Olimpiada IAM, Coimbra, 2007] Duas equipas,
o/ e A, disputam o territério delimitado por uma circunferéncia.
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26.

27.

28.

29.

</ tem n bandeiras azuis e # tem n bandeiras brancas (n > 2, fixo). Jogam
alternadamente e &/ comega o jogo. Cada equipa, na sua vez, coloca uma das
suas bandeiras num ponto da circunferéncia que nao se tenha usado numa
jogada anterior. Cada bandeira, uma vez colocada, nao se pode mudar de
lugar.

Uma vez colocadas as 2n bandeiras, reparte-se o territério entre as duas
equipas. Um ponto do territério é da equipa 7 se a bandeira mais préxima
dele é azul, e é da equipa Z se a bandeira mais préxima dele é branca. Se
a bandeira azul mais proxima de um ponto estd a mesma distancia que a
bandeira branca mais préxima desse ponto, entdo o ponto é neutro (nao é
de o nem de #). Uma equipa ganha o jogo se os seus pontos cobrem uma
area maior que a area coberta pelos pontos da outra equipa. Ha empate se
ambas cobrem &areas iguais.

Demonstre que, para todo o n, a equipa 4 tem estratégia para ganhar o
JOZO. * % * * %

* Jogo das bandeiras. Episddio 2. A equipa «, prevendo que o chefe da
equipa & fosse campeao, decidiu mostrar que a sua equipa seria capaz de
cumprir o seguinte desafio langado aos brancos: podeis ganhar, mas nao serd
por muito. .. escolham um numero positivo tdo pequeno quanto queiram;
nods conseguiremos que a diferenca de dreas entre os nossos territérios seja
menor do que o nimero que escolheram. Como pode & cumprir a promessa?
* [Problema facil... depois de resolvido o anterior!]

Jogo das bandeiras. FEpisddio 3. Determinar as jogadas frageis, seguras e
neutras de cada uma das equipas. * * % % * %

Tirar coelhos a Fibonacci. Dois jogadores, alternadamente (e com muita
rapidez!), tiram coelhos duma coelheira. Na primeira jogada de cada jogador
(i.e., nas duas primeiras jogadas do jogo) cada um tira um coelho. Depois
disso, cada jogador tem que tirar pelo menos um coelho, mas nao mais do
que o total de coelhos tirados nas duas jogadas anteriores. Ganha quem
tirar o ultimo coelho. * x % % % % ...

Perde-ganha. Cada jogo proposto tem uma versao perde-ganha ou versao
“misére” como também refere a literatura. A diferenga é haver uma inversao
do critério de vitoria: jogando-se ao perde-ganha, perde quem ganharia na
versao primitiva do jogo. Descubra estratégias para o perde-ganha em cada
um dos jogos propostos.
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5.3 Comentarios e solugoes

Sobre a posigao ou estado dum jogo

A primeira coisa a decidir no estudo dum jogo é como modelar matematica-
mente a posicao ou estado do jogo. Por exemplo, no jogo 7, basta sabermos o
nimero que acabou de ser dito para sabermos se a posicao é fragil ou segura.
Portanto, podemos identificar a posicao do jogo como sendo o nimero dito.
Em cada um dos jogos 8 e 9, a posicao do jogo pode identificar-se com o
numero de pedras existente no monte, que vai diminuindo a medida que o
jogo avanca. Nestes trés jogos, os dois jogadores estao em posicao simétrica,
i.€., as regras de tirar sao as mesmas para ambos.

Mas isso nao acontece no jogo 13. A assimetria deste jogo tem consequéncias
drasticas, por exemplo: um monte com 1 pedra é fragil se for A a jogar,
mas ¢é inatacavel se for B a jogar; um monte com 3 pedras ¢é inatacavel se
for A a jogar, mas é fragil se for B a jogar. Aqui, a posicao do jogo nao
pode identificar-se com o nimero de pedras presentes; temos que dizer qual
dos dois jogadores joga sobre ele —aquele que pode tirar 1 ou 4 pedras,
ou o que pode tirar 2 ou 3. O melhor modelo mateméatico duma posigao &,
pois, um par ordenado (n,.J), em que n é o nimero de pedras (um inteiro
nao-negativo) e J é o jogador, A ou B, que vai jogar.

Nos jogos 11 e 12, os jogadores estao em posicao simétrica pelo que nao vale
a pena incluir na definicao de “posicao”qual deles vai jogar: quando uma
posicao é fragil (ou segura) ela é-o para ambos. A posigao é identificada pelo
par ordenado (m,n), em que m < n sd@o os numeros de pedras existentes nos
montes. Nos jogos com regras analogas, mas que envolvem trés montes de
pedras, a posicao do jogo sera identificada pelo trio ordenado dos cardinais
dos montes, (m,n,p), com m < n < p (ou outra ordem qualquer).

Nos jogos 19, 20 e 28, as coisas complicam-se quanto ao conceito de ‘posi¢ao’
ou ‘estado’ do jogo. Apesar de serem simétricos (o que dispensa incluir na
definicdo de estado a referéncia a quem vai jogar) as regras de tirar sao
dinamicas, variam com a evolugao do jogo. Nos jogos 19 e 24, definimos
posi¢ao (ou estado) como sendo o par ordenado (n,t), em que n > 0 é o
nimero de pedras na mesa e t ¢ o nimero maximo de pedras retirdveis para
quem vai jogar. Se, na posigao (n,t), um jogador tirar 7 pedras (7 < t),
entao:

No jogo 19, (n,t) transforma-se em (n — 7,7 + 1);
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No jogo 24, (n,t) transforma-se em (n — T,27).

No jogo 20 podemos adoptar como estado do jogo o par ordenado (n, ), onde
n > 0 é o nimero de pedras na mesa e r (r € {1,2,3,4,5}) é o nimero de
pedras retiradas pelo adversario na jogada anterior. Note que quem vai jogar
sobre (n,r) nao pode tirar r pedras. Se o jogador tirar s pedras, s # r, o
estado passa a ser (n — s, s).

O jogo 28 é um pouco mais complicado, pois o estado do jogo deve conter
a memoria das duas jogadas anteriores a que vai ser feita. O estado pode,
pois, ser modelado como um trio ordenado, (n,a,b), onde n > 0 é o nimero
de pedras na mesa, a e b sao os nimeros de pedras retiradas na pentultima e
ultima jogadas, respectivamente. Se um jogador tira, nessa posicao, ¢ pedras
(¢ < a+b), a posigao transforma-se em (n — ¢, b, c).

Tabela dum jogo

Trata-se da tabela de valores da fungao que transforma uma posi¢ao p num
dos termos ‘sequra’ ou ‘frdgil’, conforme a classificacao de . E um ins-
trumento sistematico de determinacao dos estados frageis e inatacaveis e de
estratégias de jogo, que deve ser utilizado no cumprimento do objectivos
programaticos da péagina 12, para orientacao da parte experimental deste
jogo de descoberta. E importante que seja desenhada de forma limpa, sem
emendas, de preferéncia em papel quadriculado.

No seguimento, apresento diversas tabelas, onde preferi usar os simbolos
‘+7 e ‘=" em vez de ‘sequra’ e ‘frdgil’, respectivamente. Em alguns casos
cumprir-se-4o pormenorizadamente as trés etapas, (a)-(b)-(c), do programa
estabelecido na pagina 12.

Jogo 8. Tirar uma ou duas de um so monte.

(a) O estado do jogo pode dispensar o jogador que joga, por se tratar de um
jogo imparcial. Dispensa também a referéncia as jogadas possiveis, pois elas
nao variam ao longo do jogo. Assim, o estado (ou posigao) pode identificar-se
pelo ntimero de pedras do monte.

(b) A tabela do jogo tem duas linhas infinitas: na primeira representam-se as
posigoes & (inteiros nao negativos), na segunda vao os respectivos simbolos
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+ e — (denotando inatacéveis e frageis):

2ot |2]3]4]5]6|7]8]9]10
£+ -1+l -1-1+1-1-1+]-

O padrao é 6bvio: os multiplos de 3 sao inatacaveis, os outros sao frageis.

(¢) Se quisermos ser rigorosos (nao vale a pena num caso tao 6bvio) podiamos
verificar as propriedades caracteristicas do teorema 4.1 para a conjectura
acima feita.

(d) A estratégia para quem jogue sobre uma posigao fragil é tirar uma ou
duas, sempre que o adversario tire duas ou uma. Etc..

Jogo 9. Tirar uma ou quatro de um so monte.

(a) Como no problema 8, o estado pode reduzir-se ao nimero de pedras do
monte.

(b) A tabela do jogo é a seguinte:

o123 [4]|5|6|7[8]9]10]11]12]13|14[15]|16]17
4+l -1+l l+]-l+][-l-]+]-1+l=-]1-1+1-1+

H& um padrao muito regular: a sequéncia de 5 simbolos 4+ — + — — repete-
se periodicamente, o que conduz a conjectura sobre o conjunto dos estados
inatacaveis:

S={neNy: nmod5=0 ou nmodb=2}.

e F é o complementar de S em Nj.

(c) A verificagao das quatro alineas teorema 4.1 nao oferece dificuldade. Por-
tanto os conjuntos conjecturados em (b) sdo mesmo os dos estados frageis e
inatacaveis deste jogo.

(d) Como 1000 = 0(modb5), a posicao de arranque do jogo é segura, i.e.,
o jogador A, que comeca, vai perder se B cumprir a seguinte estratégia. B
consegue sempre transformar uma posicao n fragil numa posigao segura, pelo
seguinte processo (que ja deveria ter sido referido em (c)!):

Se n modb5 =1, B tira uma ou quatro pedras.
Se n modb5 = 3, B tira uma pedra.
Se n modb =4, B tira quatro pedras.
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Jogo 10. Tirar duas ou trés de um sé monte.

A posicao do jogo identifica-se, apenas, pelo nimero de pedras no monte.
Ha duas posigoes vitoriosas: 0 e 1. A tabela preenche-se da esquerda para
a direita, das posi¢oes mais simples para as mais complicadas. As duas
primeiras posicoes, 0 e 1, sao vitoriosas, dai os dois primeiros sinais +. Para
cada uma das posicoes 2, 3,4, existe uma jogada que a transforma numa
posicao marcada com +; portanto 2, 3,4 levam sinais —. A posicao 5 leva
sinal +, porque todas as jogadas permitidas a transformam em posicoes que
ja foram marcadas com —. Etc., etc..

2lol1 |23 |4|5|6|7[8]|9]10]11]12]13]|14
£+ ]+ |-+ +[-1-1-]+1+]-1-1-

Note-se que, neste caso muito simples, nem sequer foi preciso jogar com
pedras ou fosforos... tudo se reduziu a uma combinatoria executada para
preenchimento da tabela. A conjectura é Obvia: as posicoes seguras sao
as que tem resto 0 ou 1 na divisao inteira por 5. Nao havendo empates,
conjectura-se que as outras posigoes (de restos 2, 3 e 4, na divisao por 5) sao
frageis. E a conjectura pode verificar-se mediante o teorema 4.1.

Nota sobre o método. Pensemos num jogo em que cada jogada transforma
cada posicio numa posicdo mais simples.” Se tivermos a preocupacao de
preencher cada tabela dos estados mais simples para os mais complicados, o
preenchimento da tabela pode transformar-se num mero puzzle combinatorio
montado sem sequer pensarmos no jogo-jogado. Por exemplo, no caso dos
jogos sem empates, basta aplicarmos mecanicamente as alineas (a), (b), (¢)
do teorema 4.1, as quais, na linguagem dos =+ da tabela se traduzem por:

As posigoes vitoriosas tém sinal + )
& tem sinal — sse existe uma jogada que transforma & numa posicao + }
& tem sinal + sse todas as jogadas transformam & numa posi¢ao —.

(2)
Repare-se que, quando jogamos sobre &, esta transforma-se numa posi¢ao
mais simples que, por isso, ja tem valor + atribuido na tabela.

"Em quase todos os jogos verdadeiramente interessantes, certas jogadas complicam a
posigao, as vezes de forma drastica. Por exemplo: Trés-em-linha (K-em-linha), Hex,
Reversi (também conhecido por Tiago ou Otelo, em referéncia ao negro-branco da pega
de Shakespeare), Damas, Xadrez, Go, etc..
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Jogo 11. Tirar de dois montes.

Trata-se de um caso particular dum jogo de ‘Nim’ bem conhecido. Este caso
tem solucao elementar que ilustra bem o método geral em causa.

(a) A posigao do jogo fica inteiramente caracterizada pelos cardinais dos dois
montes, i.e., por um par (m,n) de inteiros nao negativos.

(b) Portanto a tabela do jogo é de duas entradas. Aqui vao as suas 6 primeiras
linhas e colunas:

S N =
I
I
I
+
I
I

Note-se que (m,n) e (n,m) representam, essencialmente, a mesma posigao,
pelo que a tabela é simétrica relativamente a diagonal principal. A tabela
pode construir-se por analise caso a caso num crescendo de complexidade.
Primeiro, determinam-se as primeiras linha e coluna, que sao triviais. De-
pois determinam-se as segundas linha e coluna, o que também nao ¢é dificil.
Pode imediatamente passar-se ao processo indutivo: uma vez desenhadas as
primeiras k linhas e colunas, pensamos nos simbolos que falta colocar na
linha £+ 1 e coluna k+ 1. A posigao (k+1,k+ 1) é segura, porque qualquer
jogada que se faca sobre ela transforma-a numa posicao da tabela onde ja
esté colocado um sinal — (de fragilidade); portanto, na posigao (k+1,k+1)
pode colocar-se +. Para cada posi¢do na coluna (ou linha) k + 1 fora da
diagonal, existe uma jogada® que a transforma numa posicao diagonal onde
ja esta colocado o simbolo +; portanto a tal posicao fora da diagonal da
matriz leva o sinal —.

A conjectura é ébvia: as posigoes seguras constituem o conjunto S das (m,n)
com m = n. As frageis constituem o conjunto F das (m,n) com m # n.

(c) A verificacao da conjectura mediante o teorema 4.1 é muito simples: sé
ha uma posicao vitoriosa, que é (0,0), e ela pertence a S. Se (m,n) € F,
entao satisfaz m # n; se, por exemplo, m < n, existe uma (e, por acaso, uma
s6) jogada que a transforma em (m,m), e esta estd em S. Dado (m,m) € S,

8Repare na quantificacio!
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qualquer jogada transforma (m,m) num par de elementos distintos, que por
isso pertence a F. Nao havendo empates, nao existem neutras.

(d) A estratégia para ganhar o jogo é ébvia: jogue de modo a entregar ao
adversario uma posigao inatacavel, i.e., com dois montes de cardinais iguais.

Jogo 12. Tirar uma ou duas de dois montes.

Como no jogo anterior, a posi¢ao do jogo pode identificar-se por um par
(m,n) de inteiros nao negativos.

Trata-se de uma generalizagao do jogo 8: quando um dos montes fica vazio,
estard a jogar o jogo 8 o que justifica que aprenda a jogar o jogo de um sé
monte antes de tentar jogar o dos dois montes. Por outro lado, o jogo actual
é parecido com o ‘Nim’ de dois montes. E natural conjecturar alguma relacao
entre esses dois jogos e o que temos entre maos.

Com um sé monte, as posicoes seguras reduzem-se aos multiplos de 3. No
‘Nim’ de dois montes, a estratégia é a de tentar igualar os dois montes. No
caso presente essa igualizacao nao pode conseguir-se caso os montes difiram
em mais de duas pedras. Mas nao custa experimentar a estratégia de igualar
os montes modulo 3. Trata-se de um salto intuitivo arriscado, que nao custa
testar via teorema 4.1. A nossa conjectura é, entao, a seguinte: S é o conjunto
das posigoes (m,n) com m,n congruentes moédulo 3, e F é o conjunto das
restantes (pois nao hé neutras, claro). Deixo a seu cargo verificar as alineas
(a), (b), (c) do teorema 4.1.

Em alternativa, pode seguir o caminho mais seguro utilizado na resolucao do

jogo anterior. A tabela do jogo é de duas entradas e as primeiras experiéncias
conduzem ao seguinte:
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0w N oUW N = O
|
+
|
|
+
|
|
+
|
|

- -+ - - 4+ - - 4+ -

9+ - - + - - + - - +

Foi precisa uma tabela um pouco maior que a anterior para que o padrao
de regularidade se revele com clareza. Dela poderd tirar as conclusoes ade-
quadas, em particular que as posicoes seguras sao as de montes congruentes
modulo 3.

Jogo 13. Jogo de tirar assimétrico. Apenas se considera o Jogo I.

A parcialidade (ou assimetria) destes jogos obriga a incluir no estado a
referéncia a quem joga. Nao é preciso explicitar (no estado) as jogadas
possiveis, pois essas nao variam no decorrer de cada partida. O estado pode,
pois, ser do tipo (n, X), onde n é o nimero de pedras ainda no monte e X é
o jogador que vai jogar sobre elas. A tabela do jogo é de duas entradas, e as
primeiras experiéncias produzem o seguinte

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Al+ - — + - — 4+ + - + + - 4+ + + + + + +
Bl+ + - — 4+ - = + = = = = - - - - - - -

A tabela pode construir-se de acordo com o método recomendado na pagina
10. Os primeiros sinais a colocar sao os + das vitoriosas, em (0, A), (0, B)
e (1,B). Os outros vao-se colocando ordenadamente, da esquerda para a
direita. Pode fazer a coisa mecanicamente, com a mnemonica (2) da pagina
20, notando que uma posigao (n, A) se transforma, com uma sé jogada, numa
posicao (m, B), e reciprocamente; portanto os sinais da linha A constroem-se
a custa dos da linha B, e reciprocamente.

O padrao + mostra caracteristicas interessantes: ap6s um comeco irregular
nas 12 primeiras colunas, o padrao passa a periddico de periodo 1; para
montes iniciais com 12 ou mais pedras, o primeiro a jogar perdera sempre,
se o segundo souber o que fazer.
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Nota tmportante. Ao construir a tabela, o periodo 1 comeca a tornar-se
aparente a partir de n = 14. Mas tem de preencher a tabela até n = 16
para ter a certeza matematica dessa regularidade; tal certeza deve-se
ao facto de ser 4 o maximo de pedras retiraveis em cada jogada.

Jogo 14, 1. Um cavalo para dois. A e B fazem o cavalo saltar: (i) duas
casas para Norte e uma para Este ou Oeste, ou (i7) duas casas para Este
e uma para Norte ou Sul. A tabela do jogo pode fazer-se sobre o préprio
tabuleiro n x n, denotado .7,,, preenchendo a negro as posicoes de tipo s
e deixando as outras a branco. A figura seguinte mostra os 16 tabuleiros
Ta,..., 717 ja preenchidos. Em cada tabuleiro n x n é claro o seguinte
padrao: no sub-tabuleiro T’ formado pelas linhas e colunas 1,...,.n —1

n—1’
de T ,,

(¢) Sdo megras as casas (1,1),(1,2),(2,1),(2,2) e todas as que resultam delas
por translagoes de (4i,47).
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Isto pode provar-se por meios aritméticos elementares. O problema reside,
agora, no preenchimento das casas da linha n ou da coluna n. As 8 tabelas
das duas primeiras linhas da figura mostram que os casos n = 4k + 2 e
n = 4k + 3 satisfazem (o) para todo o tabuleiro. Mas os casos n = 4k e
n = 4k + 1 sao irregulares devido ao facto de o cavalo nao poder saltar para
fora do tabuleiro. Uma vez provado (¢) para o sub-tabuleiro .77 _,, prova-se
facilmente uma descricao completa das tabelas para todos os valores de n. E

dai se tiram as consequéncias seguintes:

Com o cavalo na posi¢ao inicial (n,n), o primeiro jogador tem es-
tratégia para ganhar sse n = 4k + 3. Se a posi¢ao inicial € (n,n — 2),
o sequndo jogador tem estratégia para ganhar sse n = 4k + 1.

Jogo 14, II. Um cavalo para dois. Caso em que A salta duas casas para Sul
e uma para Este ou Oeste; B salta duas casas para Oeste e uma para Norte
ou Sul. A casa inicial é (n,n).

Dizemos que A joga para Oeste quando desloca o cavalo de 2 casas para Sul
e 1 para Oeste; dizemos que B joga para Sul quando desloca o cavalo de
2 casas para Oeste e 1 para Sul. Claro que A tem interesse em jogar para
Oeste, pois se o cavalo atingir a coluna 2, B nao podera jogar. Do mesmo
modo, interessa a B jogar para Sul.

Na primeira jogada, A é obrigado a por o cavalo na casa (n — 2,n — 1).
Admitamos que B joga sempre para Sul. Com esta estratégia de B, em
cada par de jogadas (A-B) o cavalo desce 3 linhas para Sul, e desloca-se 1
ou 3 colunas para Oeste. Se A jogar alguma vez para Este, perde (pois B
conseguird colocar o cavalo numa das duas linhas de baixo). Portanto, A
s6 podera aspirar a ganhar jogando sempre para Oeste; nessas condigoes, o
cavalo ocupara sucessivamente as casas

(n,n),(n—=2,n—1),(n—3,n—3),(n—5n—4),(n—6,n—6),...

Com esta estratégia, B ganha se n nao é multiplo de 3. Quando n é multiplo
de 3, a estratégia de B de jogar sempre para Sul nao funciona; nem nenhuma
outra funciona, pois, como facilmente se reconhece, A ganha adoptando a
estratégia de jogar sempre para Oeste.

A tabela do jogo. As posigoes do jogo sao trios ordenados, (X,1,7), onde X
¢ o jogador que joga (X € {A, B}), e (7,j) ¢ a casa onde esta o cavalo antes
de X jogar. Para cada posicao (X,i,j) teremos de calcular o valor, s ou p,
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da posicao. Isto produz duas tabelas: uma para X = A e outra para X = B;
as duas primeiras da figura.

B|B|B|B|B|B|B|B B|B|B|B|B|B|B|B

AlAlA B|B|B|B|B|B|B|B B|(B|B|B|B|B|ABAB A

AlAIA B|B|B|B|B|B|B|B B|(B|B|B|B|B|ABAB A

AlAlA B|B|B|B|B B|B|B|B|B AlAIA
AlAAAIAIA B|B|B|B|B B|(B|B|ABAB|A|A|A|A
AlAIAIAIAIA B|B|B|B|B B|(B|B|ABAB|A|AlA|A
AlAIAIAA|A B|B B|B A|AAAIAIA
AlAIAIAIAIAIAA|A B|B AB|/AB|A|A|A|A|A|AIA
AlAIAIAIAIAIA|A|A B|B AB|AB|A|A|A|A|A|AIA

Na primeira, colocou-se a letra A nas casas (i,7) para as quais (A,i,7) é
posicao de tipo s. Na segunda fez-se o mesmo para B. A terceira é so-
breposicao das duas primeiras. De acordo com isto, o jogador A procura, em
cada jogada sua, colocar o cavalo numa casa que contenha o simbolo “B”;
e analogamente para B. Note-se, na terceira tabela, a indicagao de que as
casas (3n,3n) sao de tipo p, para ambos os jogadores (o primeiro a jogar
ganha).

Jogo 16. Tirar de varios montes.

Trata-se de um jogo famoso inventado e de estratégia resolvida por Charles
Bouton, em 1901. O autor chamou-lhe “game of nim” que literalmente sig-
nifica “jogo de tirar”. Sobre o assunto existe uma literatura muito vasta,
especialmente sob forma digital.

A grande dificuldade do nim reside no facto de o estado ser muito complexo.
Dado tratar-se de um jogo imparcial, o estado dispensa a referéncia ao jo-
gador que vai jogar. Mas, se houver k£ montes de pedras, que numeramos de
1 a k, os estados sao da forma (ny,ns, ..., ng), onde n; é o niimero de pedras
no monte numero ¢. Claro que, quando algum n; se anula no decorrer do
jogo, o estado podera simplificar-se reduzindo o nimero de coordenadas. . .
mas nao vale a pena, pois a simplificacao nao é significativa.

A tabela de um nim de k montes é, pois, uma tabela de k entradas. A
“observagao” das suas regularidades terd de fazer-se num espaco de k di-
mensoes. A recomendacao é que se desista desse processo de adivinhacao. A
resolucao de um problema matematico valera tanto mais quanto mais dificil
for chegar a uma conjectura e quanto mais distante estiver a conjectura da
formulagao inicial do problema. Eo que acontece com o teorema de Bouton:
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a demonstracao é facil, o que espanta é ter-se chegado a conjecturars-lo.”

Escrevam-se os inteiros nq, no, . .., ng na base 2, e coloquem-se esses k ntimeros
bindrios numa pilha de k linhas ajustadas & direita (como costumamos fazer
para somar k nimeros) a que chamamos a pilha bindria da posigao (nq, na, . .., ng).
O aspecto da pilha serd o que se ilustra com a posi¢ao ‘nim’ (48, 25,7, 52, 3)
que, na base 2 se escreve (110000,11001,111,110100,11) e produz a pilha:

1 10
11

_ = O O
— O = O O

0
1
1 (3)
0
1

Note-se que uma posicao nim pode ser identificada pela sua pilha binaria.

Teorema 5.1 Uma posicao ‘nim’ é sequra se a sua pilha bindria tem um
numero par de 1’s em cada coluna. Se uma das colunas tem um niumero
impar de 1’s, a posi¢ao € fragil.

Demonstracao. Apenas temos que verificar I e II do teorema 4.1, com S o
conjunto das posicoes cujas pilhas binarias tém, em cada coluna, um nimero
par de 1’s, e F o conjunto das outras posigoes (note-se que a III tem veri-
ficacao trivial por se tratar de jogo sem empates).

A nica posigao vitoriosa é a de todos os montes nulos; portanto vale (a).
Fixada uma posicao de S, uma jogada sobre ela altera uma sé linha da pilha
bindria; nessa linha, um dos 1’s passa a ser 0, pelo que a coluna desse bit
alterado passou a ter um numero impar de 1’s; portanto qualquer jogada
sobre um elemento de S produz uma posigao de F.

Fixemos agora uma posicao & de F. Vamos mostrar a possibilidade de a
transformar numa posicao de S com apenas uma jogada. Ha& umas tantas
colunas da pilha correspondente a & que tém um nimero impar de 1’s; sejam
elas cq,..., ¢y, a contar da esquerda. Seja £ uma das linhas de entre as que

9Em certos problemas matematicos, surgem conjecturas crediveis de modo simples e
natural, como a de Goldbach que aposta na existéncia duma infinidade de pares de primos
gémeos. O valor de tais problemas serd tanto maior quanto mais dificil for provar ou
infirmar a conjectura feita. Conjectura-se que a conjectura de Goldbach, se for verdadeira,
venha a ter um desfecho dramaticamente complexo.
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tém 1 na coluna cq; alterem-se, nessa linha da pilha, os bits das colunas
1, .-+, Cm. O nimero bindrio que assim se obtém ¢ inferior ao que estava na
linha ¢, e a nova pilha pertence a S.

Ezemplo. Na pilha (3) as colunas 2, 3 e 6 sdo as que tém um nimero impar
de 1’'s. H4 trés linhas com 1 na coluna 2: as linhas 1, 2 e 4. Qualquer
destas linhas pode ser reduzida de modo a que a nova pilha represente uma
posicao de S. Assim, temos trés jogadas seguras possiveis: transformar a
linha 110000 em 101001; transformar a linha 11001 em 1; ou transformar a
linha 110100 em 101101.

Jogo 17. Tirar uma ou duas de vdrios montes.

O estado do jogo é tao complexo quanto o ‘nim’ de G. Bouton. Mas a
dificuldade do problema pode considerar-se baixa depois de se conhecer a
solugao desse jogo cldssico (com a solucao das pilhas bindrias) e do jogo 12,
que é caso particular do que temos entre maos e que envolve a “leitura”
mddulo 3 dos nimeros de pedras em dois montes. As dificuldades 6bvias de
construcao duma tabela leva-nos a procurar, num salto intuitivo arriscado,
uma conjectura plausivel, a verificar posteriormente pelo teorema 4.1.

No jogo 12, dois montes constituem uma posi¢ao segura sse eles sao ‘“iguais’
modulo 3, quer isto dizer que nao temos que olhar o nimero de pedras em
cada monte, mas apenas os seus restos médulo 3. O salto, agora, é este:

havendo k£ montes com nq,ns,...,n, pedras, seja r; o resto da divisao de n;
por 3. A nossa aposta é que (ny,...,ng) é posicao segura deste jogo se e s
se (1,79, ...,7) é posigao segura do ‘nim’ de Bouton.

Dito de outro modo, a nossa conjectura é que o conjunto S é constituido
pelas posigoes (nq,...,ng) tais que os restos r1,rs, ..., g, depois de escritos
na base binaria e empilhados com alinhamento a direita, apresentam um
nimero par de 1’s em cada coluna. Toma-se para F o conjunto das outras
posicoes.

A tinica posigao vitoriosa (0 pedras em jogo) pertence obviamente ao conjunto
S conjecturado. Portanto, de acordo com o teorema 4.1, a conjectura, S, F,
constitui uma descricao rigorosa das posigoes seguras e frageis se provarmos
que toda a posigao de S s6 é transformavel (por uma sé6 jogada) em posigoes
de T, e para cada posicao de F existe uma jogada que a transforma numa de
S. Os pormenores desta prova (muito parecida com a do teorema 5.1) ficam
a cargo do leitor.
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Jogo 19. Tirar de wm s6 monte alté mais uma que o parceiro.

E um jogo em que o estado, ou posicao, pode dispensar a indicagao de quem
joga, mas tem que incluir a referéncia as jogadas possiveis. Um dos modos
de o representar é por um par, (n,7), em que n > 0 é o nimero de pedras
na mesa e r > 1 é o nimero de pedras retiradas na jogada anterior; assim,
o jogador que joga sobre a posigdo (n,r) pode retirar até r + 1 pedras. A
tabela do jogo é de duas entradas; a figura seguinte d4 um esbogo das suas
primeiras linhas. Cada coluna diz respeito a um valor fixo de r e cada linha
a um valor fixo de n. No processo de construgao da tabela vao-se observando
algumas caracteristicas que interessa reter. Se uma posicao (n,r) é fragil,
todas as posigoes (n, R) sao frageis para R > r; isto é, uma vez colocado um
sinal —, todos os sinais a sua direita na mesma linha sao —. Para poupar
esfor¢o, nao se marcaram os sinais —; eles ocupam todas as posi¢des nao
marcadas no extracto da tabela.

Nesta representacao as linhas n € {5,10,20,40} sao “longas”, i.e., nelas
ocorrem n — 2 sinais + consecutivos. Podemos conjecturar que o mesmo se
passa com todas as linhas da forma n = 5-2%. Mas nao é muito claro o
padrao de posicionamento dos restantes sinais +. No entanto, vendo bem,
0 que nos interessa é saber quem tem estratégia vencedora para um monte
inicial de n pedras. No inicio do jogo, a posigao é (n,1). Para resolver a
questao, basta, pois, olhar para a coluna r = 1; ela apresenta sinais claros de
periodicidade que tornam natural a seguinte

Conjectura. As posigdes iniciais inatacdveis sao (n,1), com n congruente
com 0 ou 3 mddulo 5. As restantes posi¢des iniciais sdo frageis.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9

o+ + + 4+ 4+ + 4+ + 4+ + 4+ + + + + + + + + o+ o+ o+
1

2

3

4

5 + o+

6

7

8

9

10 + o+ o+ o+ o+ 4+ o+
11

12

13

14

15 + o+

200+ 4+ + + + 4+ + + + + + + 4+ + + + o+ o+

25 + +
26

27

28

29

30 + + + + + + +
31

32

33

34

35 + +

00+ + + 4+ + 4+ + + 4+ + + + 4+ + + + + + o+ + o+ o+

O problema é que, neste caso, nao podemos provar a conjectura usando o
teorema 4.1, dado que apenas conjecturamos sobre as frageis e seguras da co-
luna 1; para usarmos o dito teorema teriamos de estabelecer uma conjectura
abrangendo todas as posicoes do jogo.

Demonstracao da conjectura. A prova pode fazer-se descobrindo uma es-
tratégia de vitéria do segundo jogador no caso de o monte inicial ter um
nimero de pedras congruo com 0 ou 3 modulo 5, e uma estratégia de vitoria
do primeiro jogador para os outros casos.

Ao construir a tabela, é inevitavel observar o seguinte fenémeno valido nas
primeiras 18 linhas: se (n,r) é fragil, existe uma jogada segura que consiste
em retirar no maximo 3 pedras. Essas jogadas especiais sao as seguintes
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(onde = denota congruéncia médulo 5):

sen=1 ~-» tira 1 pedra;

sen=4 ~» tira 1 pedra;
- (1)
PUNN

sen =2 tira 2 pedras;
sen =3 tira 3 pedras.

Recorde que s6 é possivel tirar 3 pedras se o adversario tiver tirado mais do
que uma na jogada anterior. FEsquecamos a tabela e pensemos apenas na
estratégia de jogo expressa em (4). Note que nem sempre é possivel jogar
de acordo com esta estratégia, havendo dois casos em que ela nao funciona:
quando n = 0, e quando n = 3 e a jogada anterior foi de retirada de 1 pedra.

Provemos que, se o jogador A usar esta estratégia jogando sobre uma posigao
(n,1), com n = 1,2 ou 4, ele ganha a partida. O que temos de provar é que
A pode sempre jogar de acordo com (4), isto é, que B nao pode entregar a
A um monte congruo com 0 e s6 pode entregar a A um monte congruo com
3 retirando pelo menos 2 pedras.

Como n # 3, A pode, na sua primeira jogada, jogar de acordo com (4).
Admitamos que A e B vao jogando, com A a cumprir, sem falhas a estratégia
(4). Fixemos um certo momento em que é B a jogar; B tem pela frente
um monte congruente com 0 ou 3. Se é congruente com 0, B nao pode
transformé-lo noutro congruente com 0, pois nao pode tirar 5 pedras, e, para
o transformar num monte congruente com 3 tem que tirar duas pedras. Se
o monte é congruente com 3, entao o dito monte resultou duma jogada de A
que consistiu em retirar 1 pedra; portanto B tera de entregar a A um monte
congruente com 1 ou 2. Em qualquer dos casos, A poderd sempre continuar
a jogar de acordo com (4). Portanto A ganha, pois B nunca lhe entregard o
monte vazio.

Falta provar que se n = 0 ou 3, a posicao (n,1) ¢é inatacavel. Agora, é B
quem vai adoptar a estratégia (4). A joga primeiro e entrega a B um monte
nao multiplo de 5, que s6 sera congruo com 3 caso A tenha tirado 2 pedras.
O argumento anterior aplica-se, e B ganha a partida.

Assim termina a demonstracao da veracidade da nossa conjectura. O

Jogo 20. Tirar de wm so monte, sem repetir a jogada anterior.

Como vimos acima, o estado do jogo pode ser um par (n,r), em que n é o
numero de pedras no monte e r é o nimero de pedras retiradas pelo adversario
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na jogada anterior. Construiu-se uma tabela do jogo colocando, na linha n,
os valores 4+ das 5 posicoes que envolvem n pedras. Note que a tabela sé é
valida para montes iniciais de mais de 5 pedras!

H4 6 posigoes vitoriosas, que sao (1,1) e as que correspondem a mesa vazia:
(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5). Podemos pois, na tabela, colocar desde logo
os 6 primeiros simbolos +. A seguir, preenche-se a tabela linha por linha, de
cima para baixo, tendo em conta os critérios (2).

1 2 3 4 5 13 + 4+ + o+ o+
0 + o+ o+ 4+ o+ 14 + - - - -
1 + - - - - 15 - - - - -
2 - - - - - 16 - - 4+ - -
3 - -+ - - 17 - - - - -
4 - - -y - 18 - - - -
5 - - - - ¥ 19 - -+ - -
6 - -+ - - 20 + o+ o+ o+ o+
7 + o+ o+ o+ o+ 21 + - - - -
8 - - - - - 22 - - - - -
o - 23 - - - - -
10 - - - - - 24 - - - +t -
11 - - - 4 - 25 - - - -+
12 _ _ _ _ 4 26 + 4+ o+ o+ o+
13 + o+ o+ o+ 4+ 27 + - - - -
14 + - - = - 28 - - - - -
15 - - - - - 29 - - +t - -
16 - - o+ - - 30 - - - - -
17 - - - - - 31 - - - -+
18 - - - - 4+ 32 - -t - -
19 - 4 - 33 + 4+ o+ o+ o+
20 + 4+ 4+ o+ o+ 34 + - - - -
21 + - - = - 35 - - - - -
36 - - - - -

37 - - - o+
38 - - - -
39 + 4+ o+ o+ o+

Depois de preenchidas 5 ou 6 linhas, imediatamente salta a vista a im-
portancia das diagonais ascendentes da matriz. Chamamos diagonal-n a
sequéncia dos simbolos tabelados nas posigoes (n, 1), (n—1,2),(n—2,3), (n—
3,4),(n — 4,5), por esta ordem. Por exemplo, a diagonal-8 da tabela é
+ — — 4+ —. Os critérios (2) implicam a seguinte mneménica para a de-
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terminacao rapida da linha n + 1 da tabela:

s

A linhan+1é 4+ + + + + sse a diagonal-n é — — — — — .
Alinhan+1é — — — — — sse a diagonal-n tem mais do que um +.
A linha n 4+ 1 é igual a diagonal-n sse a diagonal-n tem um s6 +.

Isto permite o preenchimento rapidissimo da tabela, de que mostramos as
primeiras 40 linhas. A sub-tabela da direita é a continuacao da da esquerda,
com algumas linhas repetidas para facilitar a aplicagdo da mneménica das
diagonais.

Note que s6 na linha 35 se pode concluir qual o padrao de regularidade da
tabela: a partir da linha 9 a tabela é periddica, com periodo 13. S6 quando
esse periodo se repete é que temos a certeza quanto ao padrao. A sub-tabela
da direita mostra dois periodos completos.

Note que a nossa mnemonica das diagonais serviu para construir a tabela
de modo a satisfazer as propriedades caracteristicas. Portanto, neste caso,
a alinea (b) dos objectivos programéticos da pagina 12 esta incorporada na
elaboracao da tabela.!?

Como deve jogar um campeao. A melhor forma é levar para o terreno de jogo
a subtabela da esquerda, de 0 a 21. Ela inclui a cauda inicial, de 0 a 8, que
nao se repete mais, e o primeiro dos periodos, de 9 a 21. Quando o adversario
lhe deixa uma posi¢ao (n,r), o campeao trata de determinar a natureza da
posigao: fragil, ou segura. H& dois casos a considerar: (i) quando n < 21,
a posicao vem na cébula, a qual lhe diz directamente se (n,r) é fragil ou
segura; (i) quando n > 21, o campedo determina o inteiro, 13, do intervalo
9, 21] congruente com n médulo 13, e usa o cardcter periddico da tabela para
concluir que (n,r) e (n13,r) tém a mesma natureza.

Se a posicao é segura, o campeao pouco mais pode fazer do que uma qualquer
jogada e esperar por um erro do adversario. Se (n,r) for frégil, existe uma
jogada segura que a tabela permite determinar do modo seguinte.

Se a linha n [ou a linha ni3, no caso n > 21] tem um s6 sinal 4, o campeao
tira um numero de pedras igual ao da coluna onde esté esse sinal.

Se a linha n [ouni3] sé tem sinais —, o campeao tira um nimero de pedras,
distinto de r, igual ao nimero de uma das colunas onde a diagonal-(n — 1)

10Qupde-se, claro!, que ndo houve gralhas nem enganos na confeccdo da tabela. A tal
alinea (b) poderia servir para confirmar que as contas estao certas, e a melhor maneira de
as confirmar é... aplicar novamente a mnemonica das diagonais a cada linha :-D
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[ou a diagonal-(ny3 — 1)] tem sinal +. H& sempre duas'! colunas dessas,
portanto uma delas nao é a coluna 7.

No problema das OIAM de Caracas, em 2000, nao se explicitam as condigoes
da primeira jogada do jogo, o que é um defeito que deveria ter sido evitado.
Vamos supor que na primeira jogada do jogo podem tirar-se 1,2,3,4 ou 5
pedras do tal monte inicial de 2000. Como 20003 = 11, a tabela diz-nos que
a posicao é fragil e que a primeira jogada sé serd segura se o jogador tirar 4
pedras (esse facto observa-se melhor na linha 24 da tabelal).

Jogo 21. Tirar de um so monte, sem repetir a jogada anterior. Episodio 2.

Se o monte inicial tem m pedras, o segundo jogador tem estratégia para
ganhar se e s6 se a diagonal-(m—1) é — — — — — , i.e., alinhamé +++4+++.
Pela tabela, isso acontece se e s6 se m = 13k ou m = 13k — 6, para k € N.

Jogo 22. Dois numa bicicleta.

Esta resolucao é baseada na resposta dada pelo délfico Ricardo Moreira, do
10° ano, sob a pressao de um teste de preparacao olimpica. .. parabéns!

O jogador X pedala na etapa k — 1 e o outro, Y, pedala na etapa k. A soma
Sk das distancias percorridas nessas duas etapas pode ser controlada por Y
da seguinte forma: se X pedalar 1, Y pode pedalar de modo a que S, seja
qualquer nimero real & sua escolha no intervalo [2, k+1]; se X pedalar k—1,
Y pode escolher qualquer Sy em [k, 2k — 1]; portanto, qualquer que seja a
distancia percorrida por X na etapa k — 1, Y pode pedalar de modo a obter
qualquer Sy em [k, k + 1]. Se fizer S, = k, a escolha de Y diz-se minima; se
fizer S, = k + 1, a escolha de Y diz-se mdxima.

Assim, o jogador A pode controlar todas as somas Ss, S5, S7,... e o jogador
B pode controlar todas as somas Ss, Sy, Sg, . ... Coloquemos B no controlo:
ao fim de 2n etapas, ele pode escolher a distancia total percorrida, Sy + S, +
Se + - -+ + Sa,, no intervalo

2444420, 345+ -+ (2n+1)]=[nn+1), (n+1)>=1]. (5)

Para qualquer distancia D neste intervalo, B consegue 14 chegar pedalando
na sua etapa 2n, com a seguinte estratégia: em quaisquer D —n(n+1) etapas

1A diagonal-14 e a -21 tém trés sinais +.
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pares, B faz a escolha maxima das somas Si; nas outras etapas pares, B faz
a escolha minima.

Para n = 44, este intervalo é [1980,2024], a que 2008 pertence. Portanto B
tem estratégia para ganhar e a estratégia pode ser a que foi descrita. !

Podemos ir um pouco mais além, determinando quais os casos em que A
pode ganhar o jogo controlando as somas S3, S5, S7,.... Na primeira etapa,
A é obrigado a pedalar 1km. No final da sua etapa 2n + 1 poderéa chegar a
qualquer distancia a sua escolha no intervalo

[1+34+54--+2n+1), 1+4+6+---+(2n+2)] = [(n+1)*, (n+1)*+n].

A surpresa agradavel é que estes intervalos preenchem os espacos vazios entre
os intervalos (5). Portanto, se B (ou A) tem estratégia para ganhar, essa
estratégia pode ser a do Ricardo Moreira.

*

Vou apresentar uma analise do jogo pelo método de construcao de um ex-
tracto da tabela, conjectura e prova. Nao é tao interessante quanto o anterior,
mas tem a vantagem de ser exaustivo e... sistemdtico, estilo receita.

Os estados do jogo sao os pares (k, d), com k natural e d inteiro nao negativo;
d é a distancia da bicicleta ao destino no instante em que se inicia a etapa k.
O estado seguinte é (k + 1,d — j), onde j é um natural escolhido por quem
pedala no intervalo [1, k].

E conveniente fazer a tabela do jogo numa folha de papel quadriculado. Na
figura, cada linha de quadradinhos corresponde a um valor de d e cada coluna
aum valor de k, com 0 <d<40el1 <k <31

Seguimos o processo de adivinhacao recomendado na pagina 10. As posi¢oes
inatacaveis foram marcadas com ‘x’. Para facilitar o reconhecimento do
padrao, ndo se marcaram as frageis (detectam-se por serem “as outras”, nao
assinaladas).

As vitoriosas sao (k,0). (Com vitéria para A se k é impar, e vitéria para B se
k é par. Mas, neste momento, nao interessa deslindar de quem ¢é a vitdria.)
Depois determinam-se as que podem transformar-se, numa sé jogada, em
posigoes vitoriosas. Depois marcam-se as posicoes (k, d) que se transformam
em posicoes do tipo anterior. Etc., etc..
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Os resultados parcelares da tabela ja dao para conjecturar quais sao as
posicoes inatacaveis. A coluna k, lida de cima para baixo, aparenta uma
estrutura que pode descrever-se esquematicamente assim

v]xx\v]x X x\v]x X xx\v]x X X X x\v]x X X X ><><\ —_—
k k41 k+2 k+3 k+4 k+5

Neste esquema, os X’s ocorrem em grupos de 1,2, 3,4,... simbolos consecu-
tivos, intercalados por fieiras de casas vazias de comprimentos k, k + 1,k +
2,k +3,.... Neste padrao da coluna k, os grupos de cruzes, X, XX, X X X,
X X X X,..., serao designados por grupo 0, grupo 1, grupo 2, grupo 3, ...,
respectivamente. Assim, o grupo w tem w + 1 simbolos X, seguindo-se-lhe
uma sequéncia de k + w casas vazias.
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Podemos pois conjecturar que (k,d) é inatacavel se e sé se existe um w > 0
tal que a casa (k,d) estd no grupo w. Para cada k e cada w, sejam df e DF
os valores de d tais que (k,d) é a posicao do primeiro simbolo x e do ltimo
simbolo x do grupo w. Claro que

w w—1

Di=di+w e di=Yi+> (k+i)=[..]=wlk+w).

i=1 i=0
Isto implica D* = d*+1, bem visivel na tabela. Portanto, a nossa conjectura
traduz-se por

Conjectura. (k,d) € inatacdvel se e sd se existe um inteiro w > 0 tal que
dF <d < D}, e,

w?

wk+w) <d < wk+w+1). (6)

Demonstragao da conjectura. Parte 1. Prova-se que (6) implica que todas as
jogadas transformam (k, d) numa posigao (k+ 1,d — j) que nao satisfaz (6).
A legitimidade da jogada significa 1 < j < k, portanto
d—j<wk+w+1)—1=d"" -1
d—j>wk+w) —k=[.]=DM+1.
Isto prova que (k+ 1,d — j) estd estritamente entre os grupos w e w — 1 da
coluna k + 1, como pretendiamos.

Parte 2. Supondo que (k, d) estd estritamente entre os grupos w e w — 1 da
coluna k, prova-se que existe uma jogada que transforma (k, d) em (k+1,d—7)
pertencente ao grupo w — 1 da coluna k + 1. Temos, pois, de provar que se
dit < d < dF, existe j € [1,k] tal que df*] <d—j <dFt3 Osd—j cuja
existéncia interessa sao os da intersecgao do intervalo [d — k,d — 1] com o
grupo w — 1 da coluna k + 1, interseccao essa dada por

[max{d —k, dkﬂ} , min{d — 1, dif%}], (7)

w—1
Este intervalo é nao vazio se se sé se
max{d — k,d*_, +1} < min{d — 1,d**2}

Esta desigualdade é f4cil de provar por temos férmulas simples para os df.0]

Terminada a demonstracao, sabemos ja quais sao as posicoes inatacaveis. As
outras sao frageis. Mas provamos um pouco mais:
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Se a posi¢ao (k,d) estd no grupo w da coluna k, qualquer sua transformada
(k+1,d — j) estd estritamente entre os grupos w e w — 1 da coluna k + 1.

Podemos provar um pouco mais ainda, com muito pouco esforco adicional
(que fica como exercicio):

Se a posicao (k,d) estd estritamente entre os grupos w e w — 1 da coluna k
(entao ela € frdgil e) as boas jogadas sobre ela sio as que a transformam em
(k+1,d—j) para d— j no intervalo (7). As boas jogadas sdo 0s j’s tais que

max{1,d — d**?} < j < min{k,d — dF*}. (8)

A posigao inicial do jogo é (1,2008). Os grupos da coluna 1 sao dados
pelos intervalos [d), d2] = [w? + w, w? + 2w], w = 0,1,2,.... Para vermos a
posicao de 2008 nesta sucessao de intervalos, podemos determinar as solucoes
de w? +w = 2008; h4 apenas uma solucao positiva que é ~ 44.33, o que nos
indica que devemos experimentar w’s inteiros na ordem de 44-45. De facto,
[diy, d}y] = [1980,2024], pelo que o estado de partida do jogo estd no grupo
w = 44 da coluna 1. A posigao (1,2008) é, pois, inatacavel, i.e., A vai perder
se B souber jogar. A estratégia de B consiste em pedalar, em cada uma das
etapas pares, um numero de quilémetros j no intervalo (8). Se B jogar de
forma perfeita, a viagem terminard ao fim da etapa 88 com B a pedalar.

Jogo 23. Dois numa bicicleta, percorrendo distancias reais.

Os estados do jogo sao os (k, d), como antes, mas com d real nao negativo. O
estado seguinte é (k+ 1,d — z), onde x é um real escolhido por quem pedala
no intervalo [1, k.

A tabela do jogo é de tipo diferente do anterior, pois agora temos uma
variavel, d, que varia continuamente. No eixo horizontal da figura colocaram-
se os k’s e no vertical as distancias d. No jogo anterior cada estado era rep-
resentado por um quadradinho, agora cada estado é um ponto do primeiro
quadrante, com abcissa inteira.

Seguimos o processo de adivinhagao recomendado na pagina 10. As posigoes
seguras foram marcadas com pontos ‘grossos’. Como no problema anterior,
as frageis nao se marcaram.

1. As vitoriosas sdo os pontos (k,0) marcados na figura.

2. Depois determinam-se as que podem transformar-se, numa sé jogada, em
posigoes vitoriosas. E fécil ver que sao as posicoes (k,y), com 0 < y <
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k. Trata-se de segmentos constituidos por posigoes frageis, pelo que nao se
marcam.

3. Depois marcam-se as posigoes (k,d) que se transformam em posigoes do
tipo anterior (i.e., do tipo (k + 1,y) com 0 < y < k + 1) qualquer que
seja a jogada de quem pedala. E facil ver que sdo os pontos (k,d), com
k < d < k+ 2. Trata-se de segmentos constituidos por posicoes seguras,
pelo que se marcam a trago grosso na figura (sdo os segmentos verticais de
comprimento 2 que, na figura, acompanham a diagonal d = k). Etc., etc..

Note que as bolinhas brancas denotam posicoes frageis. Os resultados parce-

lares na figura acima ja dao para conjecturar quais sao as posigoes inatacaveis.
Procedemos como anteriormente, fixando um valor de k£ e olhando para a

39



‘coluna’ k (que, aqui, é a semi-recta vertical de abcissa k); nessa coluna
conjecturamos que ocorrem grupos, i.e., intervalos de pontos marcados, al-
ternados com intervalos de pontos nao marcados, designados por grupo 0,
grupo 1, grupo 2, ..., grupo w, .... O grupo 0 reduz-se a um sé ponto,
(k,0). Se w > 0, o grupo w é um segmento de comprimento w + 1. Para
w > 0, os d tais que (k,d) pertence ao grupo w da coluna k, constituem o
intervalo semi-fechado 6%, DF], em que:

SF=wk+w)—1 e DF=wk+w)+w=206""+1.

Estas formulas determinam-se tal e qual como no problema anterior. A nossa
conjectura tem, agora, uma formulacao precisa:

Conjectura. (k,d) € inatacdvel se e s se d =0, ou existe um inteiro w > 0
tal que 0F < d < DF, ie.,

wk+w)—-1l<d<wk+w+1). 9)

Demonstracao da conjectura. Pode adaptar-se a que foi feita para o caso
anterior, com pequenas diferencas, mas sem alteracoes substanciais. Os por-
menores ficam como exercicio. O

Dao-se aqui alguns pormenores na parte mais interessante da prova (a parte 2
na resolucao do problema anterior). Considera-se uma posicao (k,d) estrita-
mente entre os grupos w e w— 1 da coluna k; aqui, isso significa D | < d <
6k prova-se com facilidade a existéncia dum real z € [1, k] tal que (k+1,d—x)
estd no grupo w — 1 da coluna k + 1. De facto, os x nessas condigoes sao os
que satisfazem as desigualdades 1 <z <k e d— lﬁﬂ <z<d-— 5u’ff}, que
podem condensar-se na condigao

max{1,d — 65?2 + 1} <z < min{k,d — 6]} 10

com a possibilidade x = k no caso k < d — 61 (10)
No inicio do jogo, a posigao é (1,2008). O segundo jogador tem estratégia
para ganhar sse 2008 pertence a um dos intervalos 6.}, D}]. Como ¢} =
w? + w — 1, considera-se a equacao w? +w — 1 = 2008 determina-se apenas
uma solugao positiva, & 44.3247. O grupo 44 da coluna 1 corresponde aos d’s
no intervalo [1979,2024]. Como 2008 esté nesse intervalo, podemos repetir

quase todas as conclusoes da resolucao do problema 22. A estratégia aqui

40



é um pouco diferente. A estratégia de B para ganhar consiste, no inicio de
cada etapa k par e sabido o estado (k,d), em calcular o valor de w tal que
DF | < d < dF; depois, basta pedalar z quilémetros de acordo com (10).

Jogo 24. Tirar de um s6 monte até ao dobro do que o parceiro tirou.
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O estado aqui adoptado é o mesmo que na resolucao do jogo 19: (n,r), com n
o numero de pedras na mesa e r o nimero de pedras retiradas pelo adversario
na jogada anterior; assim, o jogador que joga sobre (n,r) pode retirar até
2r pedras. A figura acima da um esboco das primeiras 111 linhas da tabela
do jogo.'? A construcao foi feita em papel quadriculado, como em jogos
anteriores, com preenchimento a negro das casas correspondentes a posigoes

12Bastavam as primeiras 35-40 para se reconhecer um padrao.
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inatacaveis e auséncia de marcas para posigoes frageis.

Vejam-se as diferencas relativamente a tabela da pagina 29: naquele caso, os
valores £ dos estados (n, 1) eram periddicos de periodo 5 e ocorriam linhas
‘longas’ de sinais 4+ com regularidade animadora. Mas, no caso presente, nao
se vislumbra periodicidade na primeira coluna da tabela.

Diremos que a linha n é longa, se n > 3 e nela ocorrem L”T_IJ sinais W

consecutivos. As linhas longas visiveis no extracto de tabela sao as de ordens
n = 3,5,8,13,21,34,55. Trata-se de termos consecutivos da sucessao de
Fibonacci!. .. portanto:

Conjectura 1. As linhas longas sao as de ordens iguais aos numeros de
Fibonacci > 3.

Mas temos de avancar mais na decifracao da estrutura da tabela. Recorde que
os numeros de Fibonacci se definem pela recorréncia Fy o = Fj 1 + F}, com
valores iniciais Fy = 0, F; = 1. Algo parecido se passa com a tabela: escolha 3
linhas longas consecutivas observaveis na tabela, por exemplo, n = 21, 34, 55.
a estrutura da tabela entre as linhas 34 e 55, extremos excluidos, é cépia
exacta das linhas entre 0 e 21.

Conjectura 2. Para quaisquer numeros de Fibonacci consecutivos > 3, Fy,
Fiy1, Fri2, a seccao da tabela nas linhas n €]Fy11, Fi12| € igual a secgdo
nas linhas n €]0, F|.

As conjecturas, juntamente com a certeza que temos de que as linhas 1 e
2 da tabela estao em branco, determinam a tabela univocamente: primeiro,
a conjectura 1 diz-nos como colocar os quadrados negros nas linhas longas;
a seguir, usa-se a conjectura 2 para construir, sucessivamente as secgoes da
tabela para as linhas dos intervalos |3, 5[, |5, 8], |8, 13], ...

Esta, pois, estabelecida a nossa conjectura sobre os conjuntos S e F das
posicoes inatacaveis e das posigoes frageis deste jogo. Falta prova-la usando
o teorema 4.1.

Demonstracao. Em construcao. . .

Jogo 25. Jogo das bandeiras.

O facto de haver possibilidade de empate é irrelevante para o problema, pois
a condicao de vitoria podia modificar-se do seguinte modo:
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&/ ganha o jogo se dominar uma area maior ou igual que a de #; A
equipa # ganha o jogo se dominar uma area maior que a de 7.

O objectivo do jogo é o mesmo que o do enunciado original: provar que
(apesar da aparente desvantagem de perder caso haja empate nas dreas) &
tem uma estratégia para ganhar.

Uma determinada equipa controla um ponto P do circulo (P # centro) sse
controla todos os pontos do raio do circulo a que P pretence. Portanto
o problema reduz-se ao controlo dos pontos de F. No seguimento, F' é a
circunferéncia que delimita o territério, e arco significa arco de F' excluidos
0s extremos.

Admitamos fixadas k£ bandeiras. Elas decompoem F' em k arcos disjuntos,
tendo cada arco uma bandeira em cada extremo. Um arco delimitado por
bandeiras da mesma cor diz-se azul ou branco, de acordo com a cor das
bandeiras limitrofes; se essas bandeiras forem de cores distintas, o arco dir-
se-a neutro.

Um arco é azul [branco| sse é controlado por &/ [por Z]. De um arco neu-
tro, metade é controlada por «/ e a outra metade por . Assim, para se
determinar quem ganha ou se hé empate, nao interessa contabilizar os arcos
neutros.

Coloquemos a bandeira n° k + 1; ela ocupa um ponto de um desses k arcos,
o arco «; diremos que a nova bandeira separa as bandeiras limitrofes de a.
Se « é colorido e tem cor distinta da cor da nova bandeira, ela decompoe «
em dois arcos neutros; diremos entao que a bandeira neutralizou .

Lema. Numa configuracdo de a + b bandeiras, sendo a azuis e b brancas, os
numeros o e rg de arcos azuis e brancos, respectivamente, satisfazem

Ty —Tg=a—Db.

Assim, no decorrer do jogo, cada jogada de o/ deixa a Z uma configuracao
com pelo menos um arco azul. % pode, pois, de cada vez que joga, neu-
tralizar um arco azul. A neutralizacao sistematica conduz a empate. Para
melhor resultado, apds a colocagao da primeira bandeira azul, constréi-se o n-
agono regular inscrito em F' que tem essa bandeira como vértice. Chamamos
vértices-V aos vértices desse n-agono; os V' determinam n arcos disjuntos,
iguais, a que chamamos arcos-G (“grandes”). Eis a estratégia de A:
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1. % wvai colocando as suas bandeiras em vértices-V , até ndao haver mais
vértices-V  disponiveis.

2. Depois disso, % neutraliza um arco azul em cada jogada, dando prior-
tdade aos arcos-G, até ficar com apenas uma bandeira disponivel.

3. A dltima bandeira branca € colocada em posicao q.b. para ganhar.

Se, no fim da fase 1, hd w vértices-V azuis, entao ha n—w vértices-V brancos;
hé quanto muito w — 1 arcos-G azuis e # tem w bandeiras disponiveis.
Portanto, na fase 2, % neutraliza todos os arcos-G azuis.'® Na fase 2, % nao
cria novos arcos brancos.

E preciso provar a exequibilidade de 3. Quando % vai colocar a sua tltima
bandeira, ha pelo menos um arco-G, mas nenhum desses é azul; o ntmero
de arcos azuis excede em uma unidade o de arcos brancos; todos os arcos
brancos sao arcos-G. Ha dois casos a considerar:

Caso 1: existe um arco-G branco. % coloca a ultima bandeira branca de
modo a neutralizar um arco azul, e ganha.

Caso 2: nao existe um arco-G branco. Portanto nao existe um arco branco;
existe, pois, um sé arco azul, que nao é arco-G, e existe pelo menos um arco-
G neutro. Entao, % coloca a ultima bandeira branca num arco-G neutro, de
modo a criar um arco branco de comprimento superior ao do tinico arco azul
existente.

Jogo 26. Jogo das bandeiras (Episddio 2).

Apresenta-se uma estratégia de mitigagdo da perda de /. Supondo F' de
perimetro 1, escolha-se € €]0, %[ 4/ coloca a primeira bandeira azul, que
determina vértices-V' e arcos-G como anteriormente. Eis uma estratégia
possivel:

1. & wai colocando as suas bandeiras em vértices-V , até ndao haver mais
vértices-V disponiveis.

2. Depois disso, em cada jogada:
2.1. Se existe um arco branco, &/ neutraliza um arco branco, dando
prioridade aos arcos-G brancos;

130 argumento prevé o caso w = 1, no qual a fase 2 é vazia.
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2.2. Se nao existe um arco branco, &/ coloca uma bandeira azul num

arco-G neutro, de modo a criar um arco azul de comprimento % — €.

Cumprida a fase 1, o nimero de bandeiras azuis por colocar é > que o niimero
de arcos-G brancos. Portanto, na fase 2.1, &/ neutraliza todos os arcos-G
brancos.

Quando &7 joga, se nao existe arco branco também nao existe arco azul, pelo

que existe um arco neutro pelo menos; por isso, 2.2 é exequivel.

Os arcos azuis tém comprimentos % ou % — €. Terminado o jogo, seja w o

nimero de arcos brancos (ou azuis). & controla pelo menos uma fracgao
“ —we de F'; A controla uma fracgao de F' menor que . Portanto, se &

ganhar, ganha por uma diferenca inferior a ne.
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