QB Projeto Delfos: Escola de Matematica Para Jovens 7 de Junho de 2014
elfos LiGA DELFOS 2013-2014 7* JORNADA

Puzzle dos 16 & companhia
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Trata-se dum puzzle do famoso Sam Lloyd (1841-1911) jogado num tabuleiro 4 x 4, com 15 peg¢as nu-
meradas e uma casa vazia que rotulamos com @. Em cada jogada, @ troca de posi¢do com o rétulo
duma das casas adjacentes. Uma configuracdo ou rotulacdo € uma permutacdo de &, 1, ..., 15, lida no
tabuleiro linha ap6s linha (da esquerda para a direita) de cima para baixo; a rotulacio da figura acima é
S=(2123456789101112131514). O problema de Sam Lloyd € o de saber se existe uma sequéncia
de jogadas que permita, partindo de S, chegar a configura¢@o ‘natural’ N = (@123 ... 1314 15).

Numa sequéncia de jogadas, o rétulo & percorre um caminho no tabuleiro, que se chama circuito se @
comega e acaba na mesma posicéo. Cada circuito de @ determina uma aplicagdo f: % — €, onde f(A)
¢ a configuragio obtida quando se executa o circuito de @ comegando com A. Chamamos F' ao conjunto
dessas fungdes. Um invariante de F' é uma aplicagdo ¢ de dominio @, tal que ¢(f(A)) = p(A). A drbita
de A € € éoconjunto Oy = {f(A) : f € F}. Os elementos duma 6rbita t€ém todos & no mesmo local.

Os problemas basicos sdo descobrir invariantes e determinar Orbitas.

1. Mostrem que F' é um grupo para a composicdo funcional. Provem que O, = Op se e SO se existe

f € F tal que B = f(A), e que drbitas distintas sdo disjuntas.

2. No puzzle dos 16, que relagcdo hd entre as paridades das permutagcoes A e f(A)? O problema de Sam

Lloyd tem solu¢do? Quantas orbitas hd e quantos elementos tem cada uma?

(*) O puzzle pode generalizar-se a um grafo (simples) com nodos rotulados, um deles com &.

Pergunta-se entdo: quais sdo e quantos sdo os elementos da orbita da configuracdo dada?

3. Respondam as perguntas colocadas em (*), quando:
(a) O grafo é o de 16 nodos da figura.
(b) O grafo é o triangular da figura. Generalizem a um grafo triangular com n nodos de lado.
(c) O grafo é um ciclo de 2n nodos com uma ponte de 1 nodo ligando dois nodos opostos do ciclo.

(d) O grafo é o da quarta figura acima.

4. No conjunto € das rotulacdes dum grafo com n = 3 nodos, hd n orbitas. Provem que o grafo é conexo,

sem nodos pendentes, e com pelo menos um ciclo impar. Serd verdadeiro o reciproco?
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RESPOSTAS

1. Mostrem que F' é um grupo para a composigdo funcional. Provem que Oy, = Op se e so se existe

f € F tal que B = f(A), e que drbitas distintas sdo disjuntas.

F' ¢ fechado para a composi¢do funcional, pois se f,g € F|, entdo f resulta dun circuito ¢ € g dum
circuito d; claro que f o g resulta da concatenagdo dos circuitos c e d. Se ¢* é o circuito “reverso” de ¢ (as
inversas das jogadas de c executadas pela ordem inversa) entfio a fun¢io associada a ¢* é f~1, pelo que F
¢é fechado para a inversdao. Claro que a aplicacdo identidade, id, estd em F’ pois corresponde ao circuito

de comprimento 0.

Seja O4 = Op; como B € Op, vale B € O4; portanto existe f € F tal que B = f(A). Reciprocamente,
se B = f(A) paraalgum f, entdo A = f~!(B), isto é, A € Op; para qualquer X € Op temos X = g(B)
para algum g; portanfo X = go f(A), donde X € Oy ; provou-se O C O e aprovade Oy C Op segue
do mesmo modo pois A € Og. Portanto O 4 = Op.

Se existe X € O4 N Op, temos Ox = O e Ox = Op; portanto O 4 = Opg. Conclusdo: se O4 # Op,
entio O4, N O = <. O

2. No puzzle dos 16, que relagdo hd entre as paridades das permutagcoes A e f(A)? O problema de Sam

Lloyd tem solucdo? Quantas orbitas hd e quantos elementos tem cada uma?

Uma jogada simples executada sobre A faz em A uma troca de dois termos; assim, resulta de A uma
permutagdo de paridade distinta da de A; se sobre A executarmos uma sequéncia de jogadas simples em
ndmero par, resulta daf uma permutagao com a mesma paridade de A. No tabuleiro 4 x 4 todos os circuitos
tém comprimentos pares. Portanto A e f(A) tém a mesma paridade. O problema de Sam Lloyd nio tem

solu¢do, pois a configuracao da figura e a permutagdo ‘natural’, NV, sdo de paridades distintas.

Para completar a resposta, provamos que a 6rbita de N é o conjunto & das permutacdes pares nas quais
& ocupa a primeira posi¢do. Vimos que Oy C . Reciprocamente, seja 0 € &. Vamos ver que é
possivel transformar o em N, com um elemento de £ (isto €, vamos indicar um algoritmo para resolver o
puzzle dos 16). Com jogadas adequadas € facil colocar os rotulos 8,9, . .., 15 nos devidos lugares das duas
linhas de baixo. Depois colocam-se 2, 3, 6, 7 nos seus lugares, sem mexer nos anteriormente colocados.
Apenas ficam por colocar &, 1,4,5. Mexendo apenas nestes, coloquemos & na casa (1,1); fazendo @
descrever ciclos sucessivos nas quatro casas (i,j), ¢,j = 1,2, ainda é possivel colocar 1 na sua casa
(1,2); e sobram apenas os rétulos 4,5 que ficam nos lugares (2,2) e (2,1); e tém que ficar nas casas

certas, pois a configuracdo obtida tem a paridade de o, igual a de N. Assim sendo, 0 € Oy.

No conjunto das permutagdes de n elementos, hd n!/2 pares. Como as de & tém & na primeira posi-
cdo, & tem 15!/2 elementos. O raciocinio acima pode repetir-se para qualquer configuracgdo inicial K,
concluindo-se que Ok tem 15!/2 elementos. Como % tem 16! elementos, e dada a disjuncdo das Orbitas,
ha 16!/(15!/2) = 32 6rbitas. (Pode também argumentar-se dizendo que hd duas érbitas para cada uma
das 16 posicoes de &.)
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[...] quais sdo e quantos sdo os elementos da orbita da configuragdo dada?
3. (a) O grafo é o de 16 nodos da figura.

Depois dum circuito de &, os nodos 1,2, 3,7,12,13, 14, 15 ficam invariantes. Se colocarmos & no lugar
“T’ e, a partir daf o fizermos percorrer uma vez o ciclo vy das posi¢des iniciais de 7,6, 5,4, 8,9, 10, 11, no
sentido direto, os rétulos 6,5,4,8,9,10, 11, fardo a seguinte rotacdo, onde x — y significa que x passa
para o lugar onde estava y: 6 — 11 — 10 —9 — 8 —4 — 5 — 6. Esta rotacdo serd reiterada k vezes se

fizermos & percorrer k vezes o ciclo y no sentido direto. H4, pois, 7 elementos na 6rbita em estudo.

3. (b) O grafo é o triangular da figura. Generalizem a um grafo triangular com n nodos de lado.

Teorema. Para o grafo triangular com n nodos de lado a orbita em causa consta de todas as configura-

coes possiveis com & no topo.

Prova. Por indugdo em n. Para n = 2 isso é 6bvio, pois um circuito de & de comprimento 3 troca as
posicdes dos rétulos 1,2. Aceitando o teorema para n prova-se para n + 1. Com jogadas adequadas,
constituindo um circuito de @, é facil colocar quaisquer n + 1 rétulos na dltima linha do triangulo. Sobra
um grafo triangular com n nodos e & no topo. A prova termina com aplicacdo d hipétese de indugdo. O
n+1

>')

O grafo triangular com n nodos de lado tem 7, = ( nodos. Existem, pois, (7, — 1)! rotulagdes

distintas com & no topo, sendo esse o cardinal da 6rbita.

3. (¢) O grafo é um ciclo de 2n nodos com uma ponte de 1 nodo ligando dois nodos opostos do ciclo.

Nao consegui encontrar uma solucao explicita. Fica em aberto para quem quiser entreter-se.

3. (d) O grafo é o da quarta figura acima.

O rétulo 19 € invariante pois estd num nodo pendente; podemos pensar que ele ndo estd 14, o que deixa
pendente o nodo 18 que, por isso, também € invariante. Pelo mesmo motivo, 20,21 sdo invariantes. O
rétulos 14,15, 16,17 podem rodar no conjunto de 4 nodos que inicialmente ocupam e ndo podem ser

transferidos para a parte superior do grafo; ha pois 4 modos de colocar 14, 15, 16, 17.

Quanto a parte superior do grafo (cabeca e orelhas) os rétulos 1,2, ..., 13 podem sofrer permutagdes
circulares do tipo 1 - 2 — 3 — --- — 13 — 1, por meio do circuito § = (&,13,12,...,2,1,2).
Se fizermos o circuito v = (@,1,2,3,4,5,3,2,1,9), os tnicos rétulos que mudam sdo aqueles que
se encontram nas posicdes originais de 4 e 5; esses dois rétulos sofrem uma transposicdo. Compondo
repetidamente os circuitos 7y e 4, podemos transpor quaisquer rotulos que ocupem posi¢des adjacentes em
{1,...,13}. Portanto, hé 13! rotulagdes distintas das posi¢des 1,...,13. Assim, o nimero de elementos

da 6rbita em estudo é 4 x 13!

4. No conjunto € das rotulacoes dum grafo comn > 3 nodos, hd n orbitas. Provem que o grafo é conexo,

sem nodos pendentes, e com pelo menos um ciclo impar. Serd verdadeiro o reciproco?

Para cada nodo z, seja U, o conjunto de todas as configuragdes com & no nodo z. Claro que U, € uma

unido de orbitas; como os U, sdo disjuntos 2-a-2 e ha apenas n Orbitas, os U, sdo essas Orbitas.
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Por absurdo, admitamos que o grafo € desconexo. Fixemos um nodo z. Existe outro nodo w nao conectado
a z por um caminho no grafo. Em U,, & estd em z e nenhum circuito de @ passa em w; portanto o rétulo
de w € invariante. Como n > 2 ha pelo menos dois rétulos distintos de &; existem entdo pelo menos duas

orbitas em U,, uma com w rotulado duma maneira, outra com w rotulado doutra maneira. Contradicao!

Por absurdo, admitamos que o grafo tem um nodo w pendente; tomemos U, com z # w. O rétulo de w é

invariante; como no caso anterior, U, tem pelo menos duas 6rbitas. Contradi¢do!

Lema. Num grafo em que todos os ciclos sdo pares, todo o circuito tem comprimento par.

Prova. Um circuito de comprimento m é uma sucessio de nodos, vy = (v, vg, . . ., Un,, v1 ), onde cada nodo
€ adjacente ao seguinte. Um ciclo € um circuito onde em vy, vo, . . . , v, N30 ha repeticdes. Podemos provar
o lema por indug@o em m, aceitando, desde j4, a sua veracidade para circuitos de comprimentos < m. Se 7y
é ciclo, entdo m € par. Se 7y ndo € ciclo, existem < s tais que v, = vs. Entdoy’ = (vp, Upi1, ..., Vs_1,Ur)
ey’ = (v1,...,0r_1,Vs,...,Un,v) sdo circuitos de comprimentos s — r e m — s + r; por indugdo, estes
nimeros sdo pares pelo que m € par. O

Por absurdo, admitamos que no grafo todos os ciclos sdo pares. Fixemos uma o6rbita UU,. Como os
circuitos de & tém comprimentos pares, as configuragdes em U, sdo permutacdOes pares. Isso deixa de

fora as impares. Contradicao!
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