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Regra XIlI|

"Se compr eender mos per feitamente uma questéo, devemos abstrai-la
detodo o conceito supérfluo, reduzi-la a sua maior smplicidade e
dividi-la em partestéo peguenas quanto possivel enumerando-as’
(...) frequentemente alguns pdem-se a investigar proposi¢oes com tanta
precipitacéo que aplicam a sua solugdo um espirito errante e
aventureiro, antes de notarem por gue sinais reconhecer&o o objecto
procurado, se ele acabar por se apresentar. Nao sGo menos ineptos do
gue um servidor enviado a qualquer lado pelo seu senhor e que
estivesse tdo desg0so de obedecer que se pusesse a correr
precipitadamente sem ter ainda recebido ordens e sem saber onde se lhe
mandava.ir.



Descartes "Regras para a direccdo do espirito”

.11 Fungdesinversas

Se uma varidvel dependente y esta relacionada com a varidvel independente x
por meio da fungdo f, isto €, se y = f(x), ficamos a saber exactamente como y varia
guando x varia

Poderemos contudo estar interessados em saber como varia a mesma variavel x
guando fazemos variar y, isto € como muda a variavel x em fungdo da variavel y, o
que significa encontrar uma outra funcdo g tal que y passe a ser a variavel
independente passando x a ser a variavel dependente, isto é, encontrar uma outra
funcdo g tal que x = g(y).

Esta fung&o g pode existir ou ndo. Se existir, chama-se afuncéo inversa def e
designa-se por f L.

Quando existiraafuncéo g?

Suponhamos que f faz corresponder a cada elemento de um conjunto A um e
um sb elemento de um outro conjunto B:

fA%® B
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X[Fa® y=1(x)

Para a funcéo g estar bem definida é preciso que a cada elemento do conjunto
B corresponda um e um s6 elemento do conjunto A:

g:B%® A
y[F® x=9(y)

Assim, parag estar bem definida é preciso queacada y1 B correspondaum e
um so elemento x T A, ou sga
1) Cada y1 B tenhaum transformado x1 A (por meio de g);

2) Dado o elemento y de B ent&o s6 |he corresponde um tnico x1 A, isto é
1] 1

$ . _
yiB xia - f¥=V

Reescrevendo as duas condi¢des em termos da fungéo f,
1) Cada y1 B sejatransformado (por meio def) deagum x1 A;
2) Aos elementos de A correspondem (por meio def) diferentes elementos de

Ou seja,

1) f é sobrejectiva;
2) f éinjectiva.

Em conclusdo: para que a funcdo g = f 1 exista € preciso que f sga
sobrejectiva e injectiva, isto é, bijectiva. Em face do que foi visto é claro que, se a
inversa existir, ser4 unica. Também é 6bvio que se f € invertive, f -1 também serd
invertivel (também é bijectiva) eainversadef ! sera exactamente afuncéo f.

Comparemos o gréfico de f eda suainversa.



Fig 1: Gréficosde f e f 2

Os gréficos das duas funcfes sdo simétricos em relagdo arecta y = X, como se
pode observar nos respectivos gréficos, e é ainda mais claro sobrepondo os graficos
das duas fungdes no mesmo referencial:

ANV

Fig 2: Gréficosde f e f 1 sobrepostos

Se uma fungdo ndo for injectiva, claro que ndo se pode inverter. 1sso também é
Obvio observando o respectivo gréfico:
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Fig 3: Gréficos de fungdes ndo invertiveis

Outra forma de observar isso € tragando os desenhos simétricos em relacéo a
recta y = X, e constatando que os desenhos obtidos ndo podem ser o gréfico de

qualquer funcéo:

N

Fig 4: Nenhuma funcéo pode ter estes graficos (porqué?)
AsfuncBesinvertiveis ndo precisam de ser continuas
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Fig 5: Gréficos de fungdes descontinuas (no seu dominio) einvertiveis

nem precisam de ser monotonas:

Fig 6: Gréficos de funcfes ndo mondtonas (no seu dominio) einvertiveis

Curiosamente, umafuncdo pode ser igual a suainversa:

Fig 7: Gréficosde f e f* (iguais)
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Nos exemplos das figuras 1 e 5, as fungfes dadas sGo monétonas e as suas
inversas também o sdo. Mesmo no exemplo da figura 6, em cada intervalo onde a
funcdo dada é monotona a sua inversa também € mondétona. Serd isto verdade em
gera?

Teoremal.11.1

Sgja f uma funcdo invertivel. Se f € estritamente mon6tona no conjunto A
entdo f ! também é estritamente monétona no conjunto f(A) (e o sentido daj
monotonia € 0 Mesmo).

Demonstracdo
VVamos fazer a demonstragdo para o caso de f ser estritamente crescente.
Sef é estritamente crescente em A ent&o, dados dois quaisguer pontos X; € X,
do conjunto A, se x; <X, tem-se f(x,) <f(x,) ; simbolicamente
~ X <X, b f(x)<f
Xl, X2 I A 1 2 ( l) (XZ)
Mas, sef éinvertivel, podemos escrever que, se

Vo= (%) Y, = F(x)

% = Ty, % = F7H(y,)

e, assim, amonotonia estrita de f pode ser escrita como

- f i y)<f ()P y<
yl’ y2 I f(A) (yl) (yZ) yl y2

Mas, albégica matemética diz-nos que

[ < 0P ¥ <%]0 w2y, P ()2 F(y,)]
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Assim, temos que

oy, 1 f(A) Y2® 2P 7 00)2 17(3)

Logo, sendo y, <y,, terd de ser f '(y,) £ f *(y,). Como f - é hijectiva (tal
como f), ndo se pode ter aigualdade. Assim

vy, 1 f(A) Y2 <VP () < f7(v)

e afuncéo f € estritamente crescente em f(A). n

Esta demonstracdo pode ser visualizada facilmente:

f(x)
Pz )
f
’ (Xl) + + + + + + yl + + +
Xq X, Yy
fly)

Fig 8: Monotoniade f “traduzida’ para f -1

O teorema seguinte também permite determinar propriedades das funcdes
inversas, e sera demonstrado no capitulo 1.

Teoremal.11.2
Sejaf uma funcéo invertivel. Se f é continua no conjunto A ent&o f -* também é
continua no conjunto f(A).
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Vejamos quais as fungdes inversas das fungdes trigonomeétricas.
A funcdo seno ndo € injectiva pelo que ndo pode ser invertida. Contudo
podemos restringir a fungéo seno a um dominio menor de modo a obter uma funcéo

injectiva. Por exemplo, se restringirmos a fungéo seno aos intervalos ¢ BB ou

€ 2'2H
g%%pa obtemos duas funcdes injectivas (que serdo bijectivas se considerarmos

para conjunto de chegada o contradominio de cada restricéo).

N

Fig 9: Duas restri¢des dafungo seno

As fungdes inversas sao representadas graficamente por:
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N

Fig 10: FungBes inversas das fungbes da figura anterior

Pelos teoremas1.11.1 e 1.11.2 podemos concluir que ambas as fungdes inversas
obtidas s8o0 monotonas e continuas no respectivo dominio (sempre [-1,1]).

Por definicdo, a funcdo arco-seno, designada por arcsen é a primeira das
funcbes inversas que obtivemos. A segunda pode ser obtida a partir desta através de

* - arcsen(x)

Como outras restricdes da funcdo seno se podem obter a partir de arcsen,
estudamos apenas esta.

A funcdo co-seno também ndo é injectiva pelo que também n&o pode ser
invertida. Contudo podemos restringir afungdo co-seno de modo a obter uma funcéo
injectiva. Por exemplo, se restringirmos a fungdo co-seno aos intervalos [0,p] ou
[p,2p] obtemos duas fungdes injectivas (que serdo bijectivas se considerarmos para
conjunto de chegada o contradominio de cada restri¢ao).
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Fig 11: Duas restri¢des da funcéo co-seno

As fungdes inversas sdo representadas graficamente por:

%
4

A

Fig 12: FungBes inversas das fungbes da figura anterior

Pelos teoremas1.11.1 e 1.11.2 podemos concluir que ambas as fungdes inversas
obtidas s8o0 monotonas e continuas no respectivo dominio.

Por definicdo, a fungcdo arco-seno, designada por arccos € a primeira das
funcbes inversas que obtivemos. A segunda pode ser obtida a partir desta através de

2¢ - arccos(x)

A fungdo tangente também ndo € injectiva pelo que também ndo pode ser
invertida. Contudo podemos restringir a funcdo tangente de modo a obter uma
fungdo injectiva. Por exemplo, se restringirmos a fungdo tangente aos intervalos
u p pe up 3pé . . e
- —,—a OU —,— 2 obtemos duas fungdes injectivas (que serdo bijectivas se
H228 H2 2E : : “ :
considerarmos para conjunto de chegada o contradominio de cada restri¢&o).

0]
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Fig 13: Duas restrigdes da fungo tangente

As fungdes inversas sao representadas graficamente por:
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L
N

Fig 14: FungBes inversas das fungbes da figura anterior

Pelos teoremas1.11.1 e 1.11.2 podemos concluir que ambas as fungdes inversas
obtidas sGo mondtonas e continuas no respectivo dominio.

Por definicdo, a funcdo arco-tangente, designada por arctg é a primeira das
funcbes inversas que obtivemos. A segunda pode ser obtida a partir desta através de

* + arctg(x)

Outras fungbes trigonométricas inversas podem ser obtidas pelo mesmo

[Processo:

N 1 p
= arcsec U =——=x, 0O<y<p,yl =
y X Secy cosy y<p,y 5

~ 1
y=arccosecx U cosecy = —— =X, __pgyg_p Y10
seny 2 2

. cosy
= arccot U cofgy=——==x, O<y<
y gXx gy seny y<p

Varias férmul as relacionam estas fungoes:
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arcsenx + arccosx :g

arctg x + arccotgx = g

1
arctgx + arctg— =D , x>0
X 2

arctgx—arc:szenae X9~ arccosec Vit x' 0
g31+x21Zj & x g

arctg x + arccotgx +arcsenx + arccosx =arccosecx+arcsecx=%

V gjamos como se pode obter a primeira destas formulas.

Sejam
y=arcsenx , zz%- y
Temos
X =seny
e ® 0
_Senéz- 2y
=C0sz
- ) - ;€ PP
Assim, como zl [O,p] (vistoque y | § 2ok ,vem
Z= arccosx
e portanto
p

arccosx:E - arcsenx

gue € equivalente ao pretendido.
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Vejamos quais as fungdes inversas das fungdes hiperbdlicas.
A funcdo seno hiperbdlico é bijectivade R em R pelo que pode ser invertida.

Fig 15: Fun¢do seno hiperbdlico e suainversa

Como

e*-e*
senhx =

podemos obter a suafungdo inversa argsenh x em termos da funcéo logaritmica (tal
como vem na pég 27 do Livro de Texto):

argsenh x = In(x+ x2+1)

A funcdo co-seno hiperbdlico ja ndo é injectiva pelo que ndo pode ser invertida.
Contudo podemos restringir a funcdo co-seno hiperbdlico de modo a obter uma
funcdo injectiva. H4, essencialmente, dois modos de o fazer: restringindo a fungdo
aos intervalos ]-» ,0] ou [0,++ [ obtemos duas fungdes injectivas (que serdo bijectivas
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se considerarmos [1,++ [ como conjunto de chegada).

Fig 15: Duas restrigdes dafuncdo co-seno hiperbdlico

As fungdes inversas sao representadas graficamente por:

Fig 15: Duasrestrigbes dafun¢do co-seno hiperbdlico

Por definicdo, a funcdo argumento co-seno hiperbdlico, designada por
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argcosh é aprimeira das funcfes inversas que obtivemos. A segunda pode ser obtida
apartir desta atraves da primeira (como?).

Como
e +e”

2

coshx =

podemos obter afuncdo inversa argcosh x em termos da funcéo logaritmica:

argcoshlen(x+m) , X31

Exercicios

1+ Indique quais das fungdes, cujos gréficos sdo apresentados a seguir, tém inversas:

AN Y S N
VU~ 7w

A B C

2+ Para cada uma das correspondéncias abaixo apresentadas indique quais definem
uma funcéo invertivel:
: i x s x£0 i) f:R]-22 ® R
i) £:RJ02 ® R =15 & x>2 x a f(x) tal que
x a f(x) tal que
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: _1-X se x£O : _12x se X£0
(X)_}-Sx e X>2 (X)_}-Sx e x>1

i) f:R\]-24] ® R
x a f(x) tal que

2

I-x* se xXx£0
f(X) =1
i-5X se X>2
iv) f:R\]-4,4] ® R
x a f(x) tal que

2

I X se XxX£O0
f(X) =1
7- OX se x>2

V) fTR\Q %® R
X aeXx

Vi) R %® R
xalX
X

vii) . R\]-4,4] ® R
x a f(x) tal que
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3+ Esboce as fungbes inversas das fungdes cujos graficos sdo representados a seguir

L
7 M

A B C

4+ Determine analiticamente as funcdes inversas das funcdes definidas por:

a) - 1 b)2x-1
X
X
c d) 3+4x- 2
) ) 3+
& 3pl

é
5¢ Encontre o valor exacto de secrcsen - .
§' e e

Resolugéo: Fazendo

_ & 36
t =arcseny- 49
gueremos determinar sect. Mas
sent=->  PgigP
4 2 2

Logo,
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cost =v1- sen’t
3930
=1 49
_N7
4
eassm
4
sect =—= ==+7
J—?
6¢ Encontre valores exactos de:
a) arcsen(- 1) b) arctg(- 1)
aly é 1y
C arccos.— d cosarcsen-— -
) €20 ) éar 3H

e) tggarcsenad\/éou

7+ Determine:

g  acsen(sen(7p)) b) arctg‘ﬁgmo

C) arccosgcosgé)—p % d) cosgarccos éo

E\ C'

8+ Recebi, por correio electronico, a seguinte questdo:

Estou a trabalhar na programac¢cdo em computador de um
problema que determina as milhas nauticas entre dois

pontos de que se conhecem a latitude e a longitude. A
férmula que devo utilizar é
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dist = R* arccogsen(latl) * sen(lat2) +

+ coglatl)* cos(lat2)* cos(longl- long2)]

onde R = raio da terra
Como é que eu obtenho

computador apenas tem
ARCTAN?

Como responderia a esta pessoa?

= 3957 milhas.

a funcdo ARCCOS quando

as

funcdes

Cos,

SEN,

O meu

TAN e



