« Tal como a tecnologia requer as técnicas da matematica
aplicada, também a matematica aplicada requer as teorias do
nicleo central da matemédtica pura. Da lbégica matemédtica a
topologia algébrica, da teoria de numeros a andlise harménica, as
estruturas abstractas da matemdtica pura sdo usadas extensamente
pelos matemdticos aplicados contemporéneos. Poucos especialistas
de matemética pura s&do imunes as solicitacgdes das aplicacgdes. Os
problemas e as conjecturas enraizadas na ciéncia e na tecnologia
criam areas tedricas em acelerado crescimento que se tornam
rapidamente quase impenetrédveis. Através da paisagem da
matemdtica contemporédnea novas espécies se criam com crescimento
antigo, criando recursos vivos variados e vigorosos para a

resolugcdo de problemas e a compreensdo da estrutura. »
[in"A Matemaética hoje", Lynn Arthur Steen (1978)]

X.0 Sucessbes de nimerosreaist
Uma sucessdo de nimeros reais € uma aplicacdo de N em R. Pode assim
representar-se por
u: N343%3%® R
n %% %® u(n)

1 Este paragrafo foi escrito em colaborag@o com o Dr. Manuel Rol&o Candeias.
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Usual mente representa-se u(n) por u, e a sucessao designa-se simplesmente por
(uy). Os elementos do contradominio chama-se termos da sucessao; u, € o termo de
ordem n ou termo de indice n e diz-se termo geral ou termo gerador da sucessao.
Alguns exempl os sdo:

u: N343%® R u: N343%® R
n 34%%® 2n+3 n 34%%® n2
u: N343%® R u: N343%® R
1 nl
N %%%® = n%%%e (1=
n n

Podemos representé-| as graficamente num referencial ortogonal dimétrico:

2n+3 n2 1 ¢ 1)%

No primeiro exemplo apresentado a expressdo designatoria “2n+3”" é o termo
gera da sucessdo ou termo gerador pois para cada concretizagdo da variavel n no
universo N obtém-se um termo da sucessdo. Assim, sendo, por exemplo, n = 1,
obtém-se o primeirotermou, =2° 1+ 3=5; sendo n = 2, obtém-se 0 segundo termo
u,=2" 2+ 3=7. Continuando este processo obtemos 0s sucessivos termos da
sucessao

57911,13,...,2n+3,...



43

Importa fazer a distincdo entre a sucessdo (aplicagdo de dominio N) e o
conjunto dos seus termos (contradominio da aplicacdo). A notacdo {un} designarao
contradominio de (uy), e representa assim o0 conjunto dos termos da sucessao (u,).

Diremos que uma sucessao € crescente se e sO se, paratodo o indice n, u, for
inferior ou igual a u,;. Ou sga, os termos de (u, crescem com os indices.
Simbolicamente

n’l‘ N l'ln£un+l

Uma sucessdo € decrescente se e sO se, para todo o indice n, u, seré superior
ou igua au,.;. Ou sgja, ostermos de (u,) decrescem com os indices. Simbolicamente

Diremos que a sucessdo € estritamente crescente ou estritamente
decrescente quando a desigualdade lata for substituida pela desigualdades estrital.
As sucessOes crescentes ou decrescentes dizem-se monotonas e as estritamente
crescentes ou estritamente decrescentes dizem-se estritamente mondétonas.

Diremos que a sucessdo € limitada se e sO se 0 seu contradominio esté contido
nalgum intervalo de extremidades reais, isto €, se existem nimeros reais A e B tais

que
{u}1 [AB]

E facil ver que esta definicdo é equivalente a dizer que existe um nimero real M

1 Alguns autores dizem crescente em sentido lato onde nos dizemos crescente, e
dizem crescente quando nés dizemos estritamente crescente.
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ta que |u|£M para todo o indice n. E indiferente usar intervalos abertos ou
fechados (e portanto usar |y |£ M ou Ju|< M).

Dos quatro exemplos antes apresentados, 0s dois primeiros ndo so sucessoes
limitadas e os dois Ultimos sdo sucessdes limitadas.

Dizemos gue uma sucessao (u,) de nimeros reais conver ge (ou tende) paraum
nimero real L (que se diz limite da sucessdo) e se e sO se qualquer que sgja o
nuimero real (€), existir uma ordem p depois da qual a distancia entre qualquer termo
dasucessdo e L € menor do quee, isto €,

el R pT$N nin "7 PP Ju, - L <e

Ou sgja, 0 numero real L é limite da sucessdo (u,) se 0s termos da sucessao se
forem aproximando de L tanto quanto se arbitrar previamente, ou ainda, se paratodo
0 nimero real previamente escolhido (€) existir uma altura na sucesséo (uma ordem
p) apartir da qual todos os termos u, estdo proximos de L amenos de el

E f&cil ver que uma sucess3o cujo termo geral sgja constante é convergente e o
limite é a prépria constante. Dos quatro exemplos antes apresentados, os dois
primeiros ndo sdo sucessdes convergentes e os dois Ultimos sdo relativos a sucessdes
convergentes para zero.

Uma sucessao que ndo é convergente chama-se diver gente. Uma sucessdo que

€ convergente para zero chama-se um infinitésimo.
Como se pode ver a convergéncia geometricamente? Temos que |qq - L| <eé

equivalentea L - e<u, <L+ e, pelo que, apartir da ordem p, todos os termos estéo
entreasrectas y=L-eey=L+ e

~

1 aexpressdo “todos ostermos u, estdo proximos de L amenos de €' significao
mesmo que “adistancia entre qualquer termo da sucessdo e L é menor do que €".
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nl
No caso da sucessdo de termo geral ( 1) =

qualquer sgja o e escolhido existira sempre uma ordem p a partir da qual todos os
termos estdo entreasrectas y=-e e y =e.

Ta como na definicdo de sucessdo limitada também na definicéo de sucessao
convergente é indiferente escrever <ou £ 1.

O limite de uma sucessao convergente sera Unico?

Intuitivamente, para que dois nimeros reais L e M pudessem ser limites da
sucessao (u,) era preciso que 0s termos da sucessado se fossem aproximando tanto de
L como de M tanto quanto se arbitrasse previamente; ora se se arbitrasse uma
guantidade inferior a metade da disténcia de L a M, nunca os termos da sucesséo

M
. Logo so6

. oA . L+
poderiam estar a uma distancia tanto de L como de M inferior a

pode ser L igual aM. Temos assim provado o teorema:

Teorema X.0.1 (da unicidade do limite)
O limite de uma sucessao convergente € Unico.

Note-se que uma sucessdo ser limitada ndo significa que tenha limite. Um
exemplo é asucessdo ((-1)M).

1 em particular a“ordem” p apartir daqual se verificaa desigualdade com os termos
da sucessdo pode ser logo incluida (ou seja podemos dizer que a desigual dade se
verificapara n® p).
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(-Hn

Basta olhar para o gréfico para perceber que nenhum nimero real L pode ser
limite da sucessdo ((-1)") pois para isso era preciso que 0s termos da sucessdo se
fossem aproximando de L tanto quanto se arbitrasse previamente e iSsO ndo se
verificacom L=1, L=-1 ou com qualquer outro nimero real.

Por outro lado a sucessio é limitada pois {(— 1)”}] [-11].

Observamos assim que ((-1)") é uma sucessao limitada e divergente, isto &, sem
limite.

Uma sucesséo que tem uma infinidade de termos que se aproxima de dois ou
mais valores diz-se oscilante.
Contudo, uma sucessao convergente € obrigatoriamente limitada.

Teorema X.0.2
Toda a sucessdo convergente € limitada.

Com efeito, supondo que o nimero real L é o limite da sucessdo (u,), entéo

qualquer que seja o nimero rea e, existe uma ordem p depois da qual a distancia
entre qualquer termo da sucessdo (u,) e L € menor do que e. Fixemos entéo o e que

nos aprouver; fixado esse e existe assim uma certa ordem p tal que todos os termos
da sucessdo verificam

L-e<u<L+e
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paran superior ap; ou sgja, apartir den = p+1, os termos da sucessdo estéo todos no
intervalo [L - e, L+e€]

{uln>p}i [L-eL+e]

Podemos entdo dizer que todos os termos estdo contidos no intervalo anterior
reunido com o conjunto dos primeiros termos

{u}l [L-eL+€lE {ul,uz,ua,...,up_l,up}
eassim, se A eB foremtais que

A= min{L- e,ul,%,t%,...,up_l,up}

B= max{L +e,u,Uu,,u,, ...,up_l,up}

podemos dizer que
{u}1 [AB]
e concluimos que a sucessao (u,) é limitada.
c.g.d.

Dada uma sucesséo (u,) chamaremos subsucessao de (u,) aqualquer sucessao
(V) que resulte da primeira por supressio de termos. E evidente que se uma sucessio
(u,) converge para L entdo qualquer subsucesséo (v,) também converge paralL.

Por exemplo: sdo subsucessdes de (u,) as sucessoes (Uy,Us,Us,Uz,...,Usy 1,Uons1,---),
(Ug,Up,Us,Ug,...,Usry 1,Uon,Usiy 3,Uonesy-o.);  OU (Ug,Ug,Ug,Ug,...;Usn 2,Us,...), . AS Subsucessdes
gue € mais comum utilizar sGo aprimeira e aterceira, que é costume designar por (U,
1) € (Uy,), respectivamente.

A relacdo entre as sucessdbes e as subsucessbes permite esclarecer muitas
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situagdes. Algumas dessas situagdes sdo evidentes nas seguintes propriedades:
|§| Dada uma sucessdo (u,) se dela for possivel obter duas subsucessdes

convergentes para nimeros reais diferentes, entdo (u,) € divergente.
|E| Se a sucessdo (U,,;) converge para L e a sucessdo (u,,) converge para L

entdo a sucessdo (u,) converge paral.

Exemplo X.0.1
A sucessdo (u,) = ((-1)M) é divergente pois as subsucessdes (U,,) = (1) € (Upyy) =

(-1) sdo convergentes para limites diferentes.

A sucessdo (u,) = ((— 1)”%) é divergente pois as subsucessoes (U, = (%) e

1 i
(Ug1) = (- ;) S80 convergentes parao mesmo limite L = 0.

V gjamos outras propriedades das sucessdes de nlmeros reais.

Teorema X.0.3 (do sanduiche ou das sucessdes enquadr adas)
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Se (u,) e (u,) sdo sucessdes convergentes para 0 mesmo numero real L e sdo
tais que, a partir de certa ordem p,
u,£Ew, £v,
entdo a sucessdo (w,) também converge paral.

Teorema X.0.4 (da conver géncia das sucessdes monétonas)
Toda a sucessdo mon6tona e limitada € convergente.

Observe-se que uma sucessao crescente e limitada é convergente para o
supremo do conjunto dos termos da sucessdo (ou seja, convergente para 0 menor
dos majorantes dos termos da sucessao)!.

Como uma sucessdo é uma funcado, as propriedades do teoremal1.0.3 sdo ainda
vélidas paralimites de sucessdes?.

Teorema X.0.5

Suponhamos que (u,) e (v,)) S0 sucessdes convergentes.
Se p e q forem nimeros reais quai squer, entao

) fimlou, +av]=plim v, +a im v,

1) ngrp¥[u” , V”] - n|<ijrp¥ Uy n[ijrp¥ Vi

Se sfor um nimero real positivo eu, >0, entdo

1 E uma sucessao decrescente e limitada € convergente para o infimo do conjunto
dos termos da sucessao (ou seja, convergente para o maior dos minorantes dos
termos da sucesséo).

2 Partimos do principio que as propriedades dos limites de fun¢es foram provadas
usando a definicdo de limite de funcéo segundo Cauchy. Também se podem primeiro
provar para sucessoes e depois fazer a extensdo para as fungdes através da definicéo
de limite segundo Heine.
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i) fim [u*]= Iimu]
)n®+¥ " @+¥ "

Se sfor um nimero real positivo, entdo
. . lim u,
iv) lim s™ =g®*
n® +¥

Sev,* Oparatodoon, ese I(;m¥vn 1 0, entdo
n® +

lim u,

. u
V) lim =120 —
¥y lim v,

n® +¥
Se u, > 0 paratodo o n e se os dois limites ndo forem simultaneamente nulos,

entdo

2)m¥vn
vi) lim u ™ =]lim un]
n® +¥ ® +¥

Se, em vi), os dois limites forem simultaneamente nulos, nada se pode dizer a
priori sobre o comportamento do limite. Neste caso dizemos que estamos em
presenca de uma indeter minagdo porque, dependendo das sucessdes particulares
(uy) e (v,) envolvidas, assm obteremos diferentes valores para o limite. No caso

presente, diz-se que se trata de umaindeter minac&o do tipo 00. Essa indeterminacéo
desaparecerd quando for possivel determinar o valor do limite (quando exista) por
outros meios.

- %®

V ejamos algumas propriedades dos infinitésimos.

Teorema X.0.6
Se uma sucessdo (u,) converge para L entdo a sucessdo (w,), definida por

W, = U, - L, @éuminfinitésimo.
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Basta observar que a definicéo de “(u,) converge paralL” e adefinicdo de “(w,)
converge paraQ” sdo iguais.

Do Teorema X.0.5 decorre que a soma e o produto de dois infinitésimos é ainda
um infinitésimo e que o produto de um infinitésimo por uma constante € ainda um

infinitésimo.

Teorema X.0.7
Se a sucessdo (u,) é um infinitésimo e se a sucessdo (w,) é limitada entéo aj
sucessdo (t,), definida por t, = u, w,, € um infinitésimo.

Se (u,) é um infinitésimo, entdo qualquer que sgja 0 numero real e, existe uma

ordem p depois da qual temos
Ju,f<e

Se (w,) élimitada, ent&o existe um nimero real M tal que

| <M

Sendo assim podemos dizer que qualquer que seja o nimero real e, existe uma

ordem p depois da qual temos
lu, w,] <eM
isto é
t]<em

Como eM é também um numero real positivo qualquer o teorema X.0.7 fica
demonstrado.

- %®
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E f&cil ver que se (u,) converge para L ent3o (|u,) converge para |L|. Contudo, o
contrario pode ndo ser verdadeiro quando L * 0. Por exemplo

(u,) ndo é convergente (Ju,]) € convergente

SeL = 0vale o seguinte teorema:

Teorema X.0.8 (critério da majoracéo)

Se uma sucessdo (u,) converge para 0 (é um infinitésmo) e se (v,) é umaj
sucessdo tal que, a partir de uma certaordem p,
Vol £

entdo a sucessao (v,,) também converge para0.

Uma consequéncia imediata deste critério é que uma sucessdo converge para
zero se e somente se 0 seu médulo converge para zero. Como vimos esta concluséo
ndo é vélida para uma sucessdo que convirjaparaum valor diferente de zero.

- %®

Teorema X.0.9
Se uma sucessao (u,) converge paralL e Lt 0, entdo s6 um namero finito de

termos da sucess&o podem ser nulos.
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Com efeito, se a sucessdo tivesse uma infinidade de termos nulos, teria uma
subsucessdo constituida por esses termos nulos que convergiria para zero; mas se a
sucessdo (u,) converge para L entdo qualquer subsucessdo (v,) também converge
paral e sb poderiaser L =0 o que ndo se verifica por hipotese.

Pode-se ir ainda mais longe na relagdo entre o sinal dos termos de uma
sucessdo e o sina do limite:

Teorema X.0.10 (da permanéncia de sinal)
Se uma sucessao (u,) converge paralL e L * 0, entdo existe uma ordem a partir

da qual todos os termos da sucessdo séo todos do mesmo sinal do limite (todos
positivosseL > 0 etodos negativos seL < 0).

Este teorema é consequénciaimediata de

Teorema X.0.11 (da permanéncia de sinal)
Se uma sucessao (u,,) converge paral e L * 0, entdo existe uma ordem a partir

daqual setem
L
un>E nocasoemquel >0

L
un<E nocasoemquel <0

Da definicdo de sucessdo convergente para L concluimos que dado um e

positivo qualquer se tem, a partir de certa ordem,
lu,- L<e

ou sgja
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-e<u,- L <e

ou ainda
L- e<u,<L+e

. s , N L "
Como e é qualquer podemos tomar (ejasevai ver porqué) e = > Entéo vem
L- L <u, <L+ L
2 2

ou sgja

No caso em que L € positivo o teorema fica entdo provado (porque é que no
caso em que L é negativo esta desigualdade ndo é vaida?). No caso em que L é
negativo tomamos um outro e (qual?) e obtemos facilmente a concluséo pretendida.

Teorema X.0.12
Se uma sucesséo (u,) converge para L e se a partir de uma certa ordem se tem
u,* Oentdo L 3 0.

Se fosse L < 0 entdo, como (u,) converge para L, pelo teorema X.0.10 teria de
existir uma ordem a partir da qual todos o0s termos da sucessdo seriam do mesmo
sina do limite isto €, todos negativos, o que ndo se verifica por hipotese; assim s
poderaser L 3 0.

- %®

Diremos que uma sucessao (u,) € um infinitamente grande positivo quando,
paratodo o nimero positivo L, existe uma ordem p, de modo paratodo o n superior
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ap setenha

u,>L
isto €, qualquer que seja 0 nUmero positivo L, € sempre possivel encontrar uma
ordem p, de modo que, a partir dessa ordem, se tenha

u,>L

Simbolicamente
" $:" n>pb u,>L

LR pIN nl N

Também se escreve
lim u, =+¥

com 0 mesmo significado.

Geometricamente, para um infinitamente grande, dado um real L qualquer
existe um ordem p tal que todos os pontos de coordenadas (n,u,) que constituem o
gréfico da sucessdo (u,) estdo no canto superior direito dafigura:

Ou sga, estdo acimadarectay =L eadireitadarectax = p.
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S80 exempl os de infinitamente grandes positivos:

n
2n+3 n2 n _—
\/_ In(n+1)

Diremos que uma sucessao (u,) € um infinitamente grande negativo quando a
sucessdo (-u,) for um infinitamente grande positivo, e escreve-se lim u, =-¥.
Diremos que uma sucessdo (u,) € um infinitamente grande em médulo quando a
sucessdo (|u,|) for um infinitamente grande positivo. Diremos que uma sucessao (Uy)
€ um infinitamente grande sem sinal determinado quando for um infinitamente

grande em médulo mas ndo for infinitamente grande negativo nem positivo e
escreve-se lim u, = ¥ . Estas Gltimas sucessdes sd0 sempre oscilantes.

S80 exempl os de infinitamente grandes negativos:

-2n+3 1-n2 _\/F]

S80 exempl os de infinitamente grandes sem sinal determinado:
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-2(-1)"n+3 1+(-1)n2 -)N/n

Deve observar-se com toda a énfase que +¥ , -¥ e ¥ ndo s80 NUMeros reais.
As sucessoes (u,) que sdo infinitamente grandes ndo sdo convergentes no conjunto
dos nimerosreaisR. Asnotages lim u, = +¥, lim u,=-¥ elim u,=¥ servem

apenas para dar informac&o adicional sobre o comportamento de certas sucessoes
(u,) que sdo divergentesem R.

Recomenda-se que 0 aluno verifique quais das nogoes de infinitamente grande
implicam as outras, assm como a sua relagdo com as nogdes de convergéncia,
monotonia e limitagdo, exibindo contra-exemplos quando adequado. Por exemplo, se
a sucessdo (u,) for um infinitamente grande em modulo a sucessdo ndo é limitada,

mas uma sucessao ndo limitada ndo é necessariamente um infinitamente grande de
algum tipo. Estude 0 exemplo (9 +n+ (- 1)"n) para constatar que assim &

Estas sucessdes sdo sempre oscilantes.

Os seguintes teoremas fornecem propriedades interessantes, que devera
demonstrar atitulo de exercicio:
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~ ) o . X100 |
|§| Se a sucessdo (u,) € um infinitamente grande a sucesséo %_; € um
un
infinitésimo.
@ Se a sucessdo (u,) é um infinitésimo e todos os termos forem néo nulos, a
L &1O0 , . . ) .
sucessao _E € um infinitamente grande em maodulo; se, a partir de certa ordem, for
un
u,> 0, o infinitamente grande € positivo e se, a partir de certa ordem, for u, <0, 0
infinitamente grande é negativo.
O produto de uma constante ndo nula por um infinitamente grande é ainda
um infinitamente grande.

@ O produto de dois infinitamente grandes é ainda um infinitamente grande.
@ A soma de dois infinitamente grandes positivos € ainda um infinitamente

grande positivo.

A soma de dois infinitamente grandes negativos € ainda um infinitamente
grande negativol.

@ Uma sucessdo monotona crescente e ndo limitada tem limite +¥ ; Uma

sucessao monotona decrescente e ndo limitadatem limite -¥ .
Se (u,) tende para um limite diferente de zero e (v,) € um infinitamente

grande em modulo entdo (u,v,) € um infinitamente grande em médulo.

E| Se (u,) é um infinitamente grande positivo e (v,) € limitada inferiormente,
entdo (u,+v,) é um infinitamente grande positivo.

m Se (u,) é um infinitamente grande positivo e (v,) € limitada inferiormente

por um numero estritamente positivo?, entdo (u,v,) € um infinitamente grande

1 A somade doisinfinitamente grandes ndo é necessariamente um infinitamente
grande (pense num exempl o).
2sto é, existe um L positivo tal que, paratodo o n, setemyv,, > L.



positivo.

m Se (u,) é um infinitamente grande negativo e (v,) é limitada superiormente

por um numero estritamente negativo!, entdo (u,v, € um infinitamente grande

positivo.

Observe-se que um infinitamente grande positivo ndo é necessariamente uma

sucessd0 monGtona crescente como 0 mostra o exemplo (n + (- 1)”):

Uma sucessdo particularmente importante é a sucessdo exponencial (a).

Temos:
Valor dea limite de () comportamento tipo
a>1 +¥ u
x
a=1 1 u

1isto €, existeum L negativo tal que, paratodoon, setemv, <L.
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-l1<ax<l 0 u

a=-1 ndo existe, é oscilante "
(en&o éinf. grande)

a<-1 inf. grande sem sinal v
determinado '

Alguns limites notéveis sdo os seguintes:

n
. . X
Sucessdo de Euler: I|mg_eL+—g =g
n

A exponencia de base superior a um cresce mais rapidamente para infinito do
gue qualquer poténcia do seu expoente:

n

. a
Im—=+¥,sea>1
n

ou, mais geralmente, se lim u, = +¥,

Un

.a
im——=+¥, sea>1
()
O logaritmo de base superior a um cresce mais lentamente para infinito do que
gualquer poténcia positiva do seu argumento:

imi%%a" _o & a>1,k>0
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que o factorial do seu expoente:

resultado.

A exponencial de base superior a um cresce mais lentamente para infinito do

limiyn=1

Sebye O, Iim

ca
lim— =0
n!

a X" +ax™+. . +a_x+a,
bx" +bx"*+..+h X +h

I
— — — — —

o w3

Se m=n
Sse m>n
se m<n

Muitos limites ndo podem ser calculados directamente usando estes limites
basicos ou algum teorema sobre limites, por ndo ser possivel prever a priori 0

Tratase de uma sSituagdo de

indeterminagdes estéo resumidas no seguinte quadro:

indeterminacéo. As principas

Caso Se (u,) tende para... ... (v,) tende para... ...nada se pode dizer,
apriori, sobre:
¥-¥ |+¥ - ¥ lim(u.+vy)
0 .Uy
6 |ImV—
0 0 n
¥ .u
v lim—=
¥ Vi
+¥ OU-¥ oux¥ +¥ OU-¥ OU¥
0" ¥ 0 +¥ OU-¥ OU¥ lim(u,” v,)
OO ot 0 limu,"
yO +y 0 limu, "
iig 1 +¥ Ou-¥ ou¥ limu,"

Estas indeterminacdo sdo normamente levantadas usando manipulagoes
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algébricas; por exemplo, as trés Ultimas indeterminacdes reduzem-se a0 caso 0~ ¥
observando que

v v _log u
n — n n
u,n=e

Também é possivel recorrer a alguns teoremas particulares, como 0s seguintes:

Teorema X.0.13
Se (u,) é umasucessdo tal que
Iim(un+l- un) =a

entéo
lim2 =a
n
Teorema X.0.14
Se (u,) é umasucessdo de termos positivostal que
H un+1
im—= =a
un
entéo
limyu, =a

Recomenda-se 0 uso de representagdes gréficas de sucessdes (usando uma
calculadora grafica ou um computador) pois fornecem frequentemente imagens
mentais muito sugestivas no auxilio da intuicdo de resultados sobre sucessdes antes
de os demonstrar.
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~ n

E usada com certa frequéncia a expressio "a partir de certa ordem” ou "depois
de certa ordem" ou ainda "para uma ordem suficientemente grande”. Convém
entender bem o que isto significa. Quando se pretende saber 0 que se passa "no
limite", & dbvio que 0 que se passa "no inicio" ndo influi nada. Assim, todos os
resultados sobre limites sdo vaidos se as condi¢cBes do enunciado se verificarem
apenas "a partir de certaordem".

Por exemplo, considere a sucesséo de termo geral

u, =-n° +300n+1

Usando uma calculadora grafica ou um computador trace um gréfico dos
primeiros termos da sucessdo (30, 50 ou 100 termos). Trace em seguida alguns
termos a partir do termo de ordem 150. Que observa? O que é pode conjecturar que
Se passa "apartir de certaordem'? Prove a sua conjectural



