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1. INTRODUÇÃO

de velocidade nas vias públicas. Salvo casos especiais, os 

-

tâneas, dependendo do tipo de vias.

-

tões matemáticas importantes.

A primeira é o próprio conceito de velocidade instan-

-

for. Descontemos a circularidade desta forma de pensar e 

observemos que a velocidade instantânea é um conceito 

estritamente matemático: é a derivada em cada instante do 

é uma das principais motivações iniciais para esse estudo.

A segunda questão matemática importante do Código 

da Estrada é suscitada pela interrogação óbvia: indo além 

-

des controlam na prática a velocidade 

instantânea dos automóveis nas estra-

-

ceda os limites legais?

O processo mais conhecido consiste 

em usar um aparelho que se aponta ao 

A velocidade média diz-nos alguma coisa sobre a velocidade  
instantânea? E sobre outras velocidades médias?

velocidade instantânea, tipicamente emitindo um sinal de 

pelo objecto em movimento.

O presente artigo é motivado por um segundo proces-

so, que é referido no mesmo artigo do Código da Estrada, 

Para os efeitos do disposto nos números anteriores, 

considera-se que viola os limites máximos de velocidade 

instantânea o condutor que percorrer uma determinada 

distância a uma velocidade média incompatível com a  

observância daqueles limites (...).

percorrer determinada distância. O tempo decorrido entre 

-

 

O senso comum, que qualquer um entende, aponta para 

para a velocidade instantânea no troço, o condutor terá de 

2. O TEOREMA DE LAGRANGE

O facto matemático que aqui está presente, e que subjaz ao 
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do cálculo diferencial elementar, o Teorema de Lagrange 

ou do valor médio. Diz o teorema que, se uma função real 

da função coincide com o valor médio dela no intervalo.  

f : [a, b] → R [a, b] e dife-

renciável em ]a, b[ θ ∈]a, b[ tal que

 f ′(θ) =
f (b)− f (a)

b− a
.

-

ção é muito frequente.1

-

questão é normalmente uma das primeiras aplicações do 

teorema vistas no estudo do cálculo diferencial.

3. PROBLEMAS POSSÍVEIS

-

monstração não é construtiva, as autoridades não podem 

limite legal para a velocidade instantânea. O legislador pro-

vavelmente pensou nisto e resolveu o problema escrevendo 

-

resolve um problema formal mas tem vulnerabilidades.  

O condutor pode dizer − e se calhar até provar − que no 

Um problema de outro tipo pode surgir se o condutor 

-

sa não satisfaz as hipóteses do Teorema de Lagrange, mais 

precisamente a da diferenciabilidade da função espaço 

-

tar). Isto é, o automobilista pode dizer que a sua técnica de 

condução é tal que, por vezes, não há diferenciabilidade da 

função. Aqui o condutor não terá sorte, porque há versões 

do Teorema de Lagrange para o caso em que f pode não ser 

diferenciável em todos os pontos de ]a, b[

se o conjunto D dos pontos em que f não é diferenciável for 

f (b)− f (a)

b− a
≤ sup

θ∈]a,b[\D

f ′(θ)

e portanto a velocidade média continua a dar a informação 

desejada.

Mesmo assim, seria interessante assistir a uma con-

testação judicial de um condutor a uma multa aplicada 

Poderia haver uma discussão matemática em tribunal de 

aplicação do Teorema de Lagrange e da sua conclusão, di-

vergências sobre a natureza dos números reais, intervenção 

de advogados da escola intuicionista, etc. Quem sabe se 

não se acabaria num recurso para o Tribunal Constitucio-

Sobre este teorema podemos fazer várias observações:

1. A demonstração é simples e pode ver-se em qualquer 

livro introdutório de Análise. Reduzimo-nos primeiro 

ao caso particular em que f (a) = f (b) (situação em que 

ao resultado se chama por vezes Teorema de Rolle) e 

usamos de forma decisiva a completude do conjunto 

dos números reais. Esta propriedade básica de R pode 

ser apresentada de várias maneiras quando se ensina 

Análise, sendo uma das mais habituais a seguinte: qual-

quer que seja a forma de escrever R como uma reunião 

de dois subconjuntos A e B tais que qualquer elemento 

de A é menor do que qualquer elemento de B

certeza c ∈ R tal que ∀a∈A, b∈B a ≤ c ≤ b .

R pelos chamados 

-

quência da completude de R como lhe é mesmo equi-

algo. Nada no enunciado ou na demonstração diz seja 

o que for sobre o valor de θ -

confusão para os não-matemáticos: pois como se pode 
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nal, com este a consultar pareceres da Sociedade Portugue-

sa de Matemática?

4. UM PARADOXO NO ATLETISMO

Uma pergunta natural, relacionada com o tema anterior, é 

se a velocidade média numa certa distância nos diz alguma 

coisa sobre a velocidade média em partes dessa distância.  

O problema colocou-se com alguma publicidade a propósi-

-

ceu uma nova melhor marca mundial para a distância de 

-

marca sobre essa distância a esta atleta.

Esta conclusão, curiosamente, não está correcta, isto é, 

-

na, o seu tempo fosse pior do que o tempo total de Huddle.

recorde. Supõe-se a velocidade constante em cada um dos 

três subintervalos.

 

 

uma parte da distância percorrida à mesma velocidade mé-

dia que a velocidade média da corrida completa: isso acon-

tece se a distância total for um múltiplo inteiro do subtroço 

em causa.

Para o mostrar, suponhamos, sem perda de generalida-

de, que a distância total é de n km, com n um número na-

Seja t -

bintervalo de tempo de duração t/n em que o corredor per-

correu pelo menos 1 km: se não, a distância total percorrida 

seria menos de n

de tempo de duração t/n em que o corredor percorreu no 

-

subintervalo de duração t/n em que o corredor percorreu 

 

média foi n/t, igual à velocidade média na distância total.

-

co caso em que se pode dar uma tal garantia: se a distância 

parcial não for um submúltiplo inteiro da distância total, 

qualquer troço de comprimento igual à distância parcial a 

velocidade média é inferior à velocidade média na corrida 

completa.
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1 Para um exemplo muito simples e curioso veja-se [3, p. 94], onde se 

prova em poucas linhas que em Madrid existem de certeza mais de  

20 pessoas com o mesmo número de cabelos.


