NAO-NEGATIVIDADE, SOMAS DE QUADRADOS E
OPTIMIZACAO

JOAO GOUVEIA

REsumo. Quando é que um polinébmio é nao-negativo? E quando é que o
podemos escrever como uma soma de quadrados de outros polinémios? Per-
guntas como estas tém ocupado matematicos desde Hilbert. Nos altimos anos,
estas questoes ganharam especial importancia quando foi descoberto como se
podiam utilizar eficientemente para encontrar minimos de polinémios, permi-
tindo intimeras aplicagOes as mais diversas areas. Este artigo pretende mostrar
ao leitor uma breve histéria desta area, partindo dos resultados de Hilbert e
viajando no tempo até as fronteiras actuais da investigagao.

1. UMA BREVE HISTORIA DAS SOMAS DE QUADRADOS

Os polinémios de coeficientes reais sdo objectos aparentemente simples, no en-
tanto o seu estudo tem sido historicamente uma fonte inesgotavel de problemas.
Areas inteiras da matematica nasceram motivadas por estes objectos: das formulas
resolventes a teoria de Galois, do estudo de curvas algébricas & geometria algébrica.
Neste artigo debrugar-nos-emos sobre uma propriedade destes polinémios que mo-
tivou a criagao da area da geometria algébrica real com ligagoes surpreendentes a
problemas praticos de optimizacao.

De facto, muitos problemas importantes de optimizagao, por exemplo nas areas
de visao computadorizada, bioestatistica ou localizagao de sensores, envolvem
apenas polinémios. A resolugao exacta destes problemas é muito dificil, tornando-
se por isso importante desenvolver métodos para aproximar solugdes. A ferramenta
que nos permitira desenvolver esses métodos é a teoria dos polindmios nao-negativos,
isto é, daqueles que tomam valores nao-negativos quaisquer que sejam os valores
(reais) das variaveis.

Esta propriedade é em geral muito complicada de verificar. Consideremos por
exemplo o polinémio

plz,y) = a® + 2t +y° — 2%y — 2% + .
Sera que p é nao-negativo? Olhando para o gréafico deste polinémio, na Figura 1,
parece provéavel que tal seja o caso, mas esta esta longe de ser uma garantia de nao-
negatividade. Para termos a certeza de que o polinémio é realmente nao-negativo,
é necesséaria uma melhor justificaggo. Uma forma de certificar que o polindémio p
é nao-negativo é apresentar uma decomposicao de p como soma de quadrados de
outros polinémios. Por exemplo, neste caso, verificamos que

(1) pla,y) = (2° =y +y)° + (zy — 2)*.
Para qualquer valor de = e y, a expressao da direita é sempre nao-negativa, logo p
¢ um polinémio nao-negativo, confirmando o resultado sugerido pelo grafico.

Uma questao que se levanta é se para qualquer polinémio nao-negativo pode-
remos encontrar um certificado deste tipo. A procura destas decomposicoes ¢ um
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FIGURA 1: Grafico do polinémio 2 + 2% +y2? — 22y — 2y +y*. Figura criada pelo
autor usando o programa Mathematica.

topico muito antigo. Em meados do século XIX ja era conhecido o facto de um
polinémio nao-negativo de uma variavel ou de segundo grau ser sempre uma soma
de quadrados, mas nada se sabia para além disso. A questao da existéncia destes
certificados foi completamente resolvida por Hilbert em 1888 [2], que mostrou que,
para polinémios de grau 2d em n varidveis, ser nao-negativo ou ser decomponivel
em soma de quadrados sao condi¢oes equivalentes se e s6 se: d=1;n=1;oud = 2
e n = 2. Para todos os outros valores de d e n, existem polinémios de grau 2d que
sao nao-negativos mas nao tém qualquer decomposicao em soma de quadrados.

Assim, para além de polindémios de uma variavel e polinomios de segundo grau,
a unica classe em que esperamos que todos os polindémios nao-negativos tenham
certificados em termos de somas de quadrados é o caso de polinémios de quarto
grau em duas variaveis. Em particular, o exemplo acima esté nestas condigoes.

O processo que Hilbert utilizou para provar a existéncia de polinémios nao-
negativos que nao sao somas de quadrados nao oferece nenhum método para cons-
truir um destes polinémios. De facto, o primeiro exemplo concreto de um destes
polinémios foi apenas obtido em 1967 por Motzkin [7], quase 80 anos depois da
demonstracao de Hilbert.

O polinémio de Motzkin, dado por

M(z,y) = z*y® + y'2® + 1 — 32%y°,

é nao-negativo, mas nao é uma soma de quadrados.

A prova de que este polinomio nao ¢ uma soma de quadrados é bastante sim-
ples, e um leitor com algum tempo nas maos podera tentar reconstrui-la. A nao-
negatividade pode ser provada usando a desigualdade aritmética-geométrica. Estes
métodos sao simples, mas dependem fortemente da estrutura deste polinémio em
particular, nao sendo faceis de generalizar. Isto parece sugerir que talvez existam
poucos polindmios nestas condigoes, mas tal nao é o caso. De facto, Blekherman [1]
provou que, para grau maior que dois, se fixarmos o grau e deixarmos o namero de
varidveis tender para infinito, a propor¢ao entre polindémios que sao somas de qua-
drados e polinomios nao-negativos tende para zero. Isto significa, de certa forma,
que existem muito mais polinémios nao-negativos que somas de quadrados, e que
aqueles que tém certificados sao a excepgao e nao a regra.

As investigagoes de Hilbert sobre somas de quadrados levaram-no a incluir nos
seus famosos vinte e trés problemas a seguinte questao:

17° PROBLEMA DE HILBERT. Dado um qualquer polinémio nao-negativo,
serd sempre possivel escrevé-lo como uma soma de quadrados de fungoes racionais
(i.e., de quocientes de polinémios)?



NAO-NEGATIVIDADE, SOMAS DE QUADRADOS E OPTIMIZACAO 3

FIGURA 2: M (xz,y) é ndo-negativo e tem quatro zeros, em (+1,+1). Figura criada
pelo autor usando o programa Mathematica.

Por exemplo, o polinémio de Motzkin tem uma expressao deste tipo,

23y 4+ 2y — 2xy 2 2 —y? 2

$2+y2 ) <I2+y2> ’
o que em particular prova que é sempre nao-negativo. Em 1927, Artin provou que
a resposta ao 17° Problema de Hilbert é afirmativa. Este problema foi uma das
questoes que deu origem & geometria algébrica real, uma area que trata em particu-
lar estes problemas de nao-negatividade. Nesta introdugao, vamos concentrar-nos
apenas nas somas de quadrados de polinémios e nas suas aplicagoes.

M(z.y) = (2 + 9" +1) (

2. SOMAS DE QUADRADOS E MATRIZES

Se verificar que um polinémio é uma soma de quadrados fosse tao dificil como
verificar que é nao-negativo, os certificados que discutimos anteriormente teriam
pouca aplicabilidade. Felizmente, este nao é o caso. Mas primeiro temos de intro-
duzir algumas defini¢oes de algebra linear.

Dizemos que uma matriz M, n por n, real e simétrica é semidefinida positiva ou,
de forma abreviada, SDP, se, para todos os

vectores reais v € R™ (que consideraremos sempre como vectores coluna), o
produto v Mv for ndo-negativo. Se M & uma matriz n x n real e simétrica, as
seguintes condigoes sao equivalentes:

e M ¢é semidefinida positiva.
e Existem n vectores vi,...,v, € R" tais que M = v, vlT +- Vv,V
e Todos os valores proprios de M sao nao-negativos.

T

n-

Este ¢ um resultado classico que pode ser encontrado na maioria dos textos de
Algebra Linear. Neste texto apenas precisaremos da equivaléncia entre as duas
primeiras condigoes, que nos permitira relacionar somas de quadrados com matri-
zes. Comecemos, como ilustragdo, com a soma de quadrados que ja vimos em (1).
Consideremos o vector [z,yls de todos os monémios em z e y de grau menor ou
igual a dois, isto é,

[z, y]2 = [1 z y 2 a2y yz]T
Para simplificar a notagdo usaremos x para (z,y), e escreveremos apenas [X]s.
Entao o polinémio (z2—y?+y), que usamos na decomposicao em soma de quadrados
(1), pode ser escrito como

0 0 1 1 0 —1][x],
e o polinoémio (zy — z), que também foi usado nessa decomposi¢ao, como

0 -1 0 0 1 0][x].
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Designemos o primeiro vector de coeficientes por v e o segundo por vy, tendo o
cuidado de os transpor para trabalharmos com vectores coluna como anteriormente.
Podemos reescrever (1) como

p(r,y) = (Vi [x]2)* + (va [x]2)* = [x]3vi vi [x]2 + [x]5 va v5 [x]a.

Se definirmos A = v; vl + vo V], esta matriz ¢ SDP (por uma das equivaléncias
listadas acima) e, efectuando todas as somas e multiplicagoes, obtemos

o 0 0 0 0 O

0 1 0 0 -1 0

0 0 1 1 0 -1
p(a:,y) = [X}FZFA [X}Q = [X]g 0 0 1 1 0 —1 [X]Q'

0 -1 0 0 1 0

0 0o -1 -1 0 1

Por outro lado, usando as mesmas equivaléncias, é facil ver que a identidade
p(z,y) = [x|]T A[x]2, onde A é uma qualquer matriz SDP, é uma garantia de que
p(z,y) ¢ uma soma de quadrados, uma vez que podemos decompor A como uma
soma de v; v, e cada (v][x]2)? nos dard um termo da soma de quadrados. Como
o raciocinio é valido para qualquer polinémio, obtemos a seguinte proposigao:
Seja p(x) um polindémio de grau 2d em n variaveis x = (z1, ..., 2, ). Designemos
por [x]4 o vector de monomios nas variaveis x de grau menor ou igual a d, isto é,

T
Xla=[1 o1 - zp 2} w70 -+ 2] .

Entéo p(x) é uma soma de quadrados se e so se existir uma matriz SDP A, tal que

p(x) = [x]g Ap[xa.

Uma matriz A, que satisfaga esta condicdo designa-se por matriz de Hankel de p.

Note-se que as matrizes de Hankel de um polinémio fixo nao sao em geral tni-
cas, e que um polindomio pode ter muitas representacoes diferentes como soma de
quadrados. De facto, a condigdo p(x) = [x]} A,[x]q impode condigdes afins, cor-
tando um subespaco afim no conjunto de todas as matrizes desse tamanho. Uma
matriz de Hankel de p serd uma matriz que esta na interseccao deste espago afim
com o conjunto de todas as matrizes SDP. Torna-se portanto importante encontrar
ferramentas para trabalhar com este tipo de objectos.

3. PROGRAMAGAO SEMIDEFINIDA

Na seccao anterior demos uma caracterizagao equivalente a um polinémio ter
uma decomposicao como soma de quadrados, mas nao temos para ja qualquer
forma facil de verificar este critério. Para isso, necessitamos de uma ferramenta
vinda da optimizacao: programacgdo semidefinida (PsD). Para os propositos deste
artigo, um programa semidefinido é um problema de maximizagao de uma fungao
linear ¢(X) = > a;; X;;, em que X é uma matriz SDP. Podemos ainda adicionar
condicbes lineares nas entradas de X, isto &, condi¢bes do tipo > b;; X;; = by, com
bo e b;; ntmeros reais. Em suma, um programa semidefinido é um problema do
tipo
(2)

>0 Xi; = by,
S b3 X5 = b,

P = Xgﬁ@’in Z a;;Xij, restringindo a X SDP e tal que

2 b Xy = by



NAO-NEGATIVIDADE, SOMAS DE QUADRADOS E OPTIMIZACAO 5
onde os a;j, bfj e b5 sdo ntimeros reais e m o ntimero de condigdes lineares impos-
tas. Isto permitir-nos-a finalmente manipular eficientemente somas de quadrados,
usando as observagoes do final da seccao anterior.

Consideremos como exemplo um polindémio p de quarto grau em duas variaveis.
Ja vimos que mostrar que este polindémio é uma soma de quadrados é o mesmo que
mostrar que

A A Az Ay Ais A | 1

Arp Agp Aoz Asy Az Axg| | @

vy 7] ilS 323 leB i34 i35 1:36 :UQ
14 24 34 44 45 46 €T

Ais Az Azs Ays Ass Ase| |7

A Aze Aze Ass Ase Aess| |Y

plz,y)=[1 = y a?

A

para alguma matriz semidefinida positiva A. Expandindo o produto de matrizes,
temos

p(z,y) = A11+2A100+2A13y+ (2414 + Ao2)2® + (2415 +2A03) vy +(2A16+ Az3) y?
+ 2A047% + (2434 + 2A25) 2%y + (2426 + 2A35)2y* + 2A36y°
+ Aga® + 2A457%y + (Ass + 2446)2%y? + 2A562y° + Asey?,

e comparando coeficientes podemos transformar esta igualdade de polinémios num
sistema de equacoOes lineares onde as variaveis sao entradas de A. Mas entao o
problema de verificar se um polinémio p é uma soma de quadrados é equivalente a
verificar se existe alguma matriz SDP que verifique essas equacgoes lineares, ou seja, se
um problema do tipo (2) tem solugdo. Este é um problema tipico de programagao
semidefinida e existem algoritmos eficientes que o resolvem numericamente com
precisao arbitraria, estando disponiveis gratuitamente.

Uma mais-valia importante desta técnica de verificar se um polinémio é soma
de quadrados é que também pode ser adaptada a problemas mais complicados,
nomeadamente na optimizacao polinomial que nos serviu de motivagao. Dado um
polinémio p(x), o problema
(3) Pmin = 10in p(x),
de encontrar o minimo de p, é extremamente dificil de resolver. No entanto, é um
problema importante, com muitas aplicagoes praticas. Uma técnica que se usa para
aproximar a solucao deste problema passa por notar que este é equivalente a

Pmin = max{\ € R: p(x) — A é ndo-negativo}.

Podemos entao substituir a condigao de ser nao-negativo pela condigao mais
restritiva de ser uma soma de quadrados, e obtemos o problema

(4) Dsos = max{\ € R: p(x) — A é soma de quadrados}.

E facil de ver que psos < Pmin, POT isso temos sempre pelo menos um limite inferior
para o problema (3). Por outro lado, o problema (4) é um programa semidefinido, e
podemos resolvé-lo eficientemente. O programa Yalmip [5], por exemplo, consegue
lidar directamente com polinémios, construindo e resolvendo automaticamente o
programa semidefinido correspondente. Suponhamos por exemplo que queremos
minimizar o polinémio

p =% — 224y + 3y° — By + 2.

Para calcular p,,s usando o software Yalmip, que corre em Matlab, bastam as
seguintes quatro linhas de cédigo.
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sdpvar x y lambda

p=(x"6 - 2*xx~4*xy~2 + 3%y~6 - Bxx*xy~3 + 2);
solvesos(sos(p-lambda) ,-lambda, [],lambda)
double (lambda)

Correndo este programa, obtemos a resposta —7.7112.

4. OPTIMIZAGAO COM RESTRIGOES

Na dltima secgao, vimos como podemos utilizar programagao semidefinida para
aproximar o minimo global de um polinémio. Em muitas aplicagoes estamos inte-
ressados em encontrar o minimo de um polinémio, nao em todo o seu dominio, mas
apenas numa area mais restrita. Na pratica, é este o tipo de problemas que apa-
rece na maioria das aplicagoes. Nesta seccao mostraremos como as mesmas ideias
podem ser adaptadas para o problema

91(x) =0,
(5) Pmin = ){rel% p(x), restringindo a x tal que :
gm(x) =0,
onde os g;(x) s@o polinomios. Isto ¢, dado o conjunto de polindmios G = {g1,...,9m},

queremos encontrar o valor minimo que o polinémio p atinge no conjunto S(G) de-
finido por

S(G)={xeR" : g1(x) >0,...,9m(x) > 0}.
Estes conjuntos sao designados conjuntos semialgébricos bdsicos fechados. Na Fi-
gura 3 podemos ver um exemplo de uma destas regices. Note-se que estas regioes
nao sao necessariamente convexas ou sequer conexas.

FIGURA 3: S={x€R? : y>0,1 —2%—y?> >0,y —2® > 0}.

Para utilizarmos técnicas analogas as que utilizAmos na seccao anterior, temos
de encontrar um certificado que garanta que um polinémio é nao-negativo em S(G).
Uma possibilidade é encontrar uma decomposicao do tipo

(6) p(x) = oo(x) + Z oi(x)gi(x),

onde todos os o; sejam somas de quadrados. Como somas de quadrados sdo sempre
nao-negativas e os polindémios g; sdo ndo-negativos em S(G), qualquer fungdo com
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uma decomposigdo deste tipo sera nao-negativa em S(G). Ao conjunto de todos
os polindémios com representagoes do tipo (6) chamamos mddulo quadrdtico de G
e denotamo-lo por MQ(G). O problema deste certificado é que nio sabemos os
graus das somas de quadrados ¢;, uma vez que podem existir cancelamentos de
monoémios quando somamos todos os termos. Isto leva-nos a estabelecer a nocao de
mddulo quadrdtico truncado de G, que denotamos por MQ,(G), e que é o conjunto
de todos os polinémios com representagoes do tipo (6) em que os graus de oq e
de 0;g; sao menores que 2k para todo o i. Usando as ideias da secgao anterior,
podemos verificar que decidir se um polinémio pertence a MQ(G) corresponde de
novo a decidir a exequibilidade de um programa semidefinido. Podemos portanto
aproximar o problema (5) pelo problema

(7) P, =max{A €R : p(x) — X € MQ,(9)}.

Para cada k temos uma aproximagao e temos a relacao
G g g
psos,l S psos,Z S T S psos,k S T S Pmin-

Interessa saber se estas aproximacgoes estao perto do valor pyi,. O seguinte resul-
tado mostra que, se o problema verificar algumas condigoes técnicas, as aproxima-
¢oOes funcionam, pelo menos no limite. Trata-se do teorema de Putinar:

Seja S(G) ‘suficientemente’ compacto; entao

Jm Pl = Pmin-

A condicao ‘suficientemente’ compacto é apenas uma condi¢ao técnica que pode
ser traduzida por exigirmos que para algum N € N, o polinémio N — 3" 27 pertenga
a MQ(G). Isto corresponde, de certa forma, a existéncia de um certificado algébrico
de compacidade.

Podemos criar uma versao mais geométrica deste método considerando poli-
némios lineares. Para cada vector ¢ = (¢1,...,¢,), consideremos o polindémio
p(X) = 121+ -+ cpxy € 0 problema (7), que nos garante que p(x) —pgos’k >0em
S(G). Para cada valor de c, obtemos uma inequacao linear que ¢ vélida em todo
o conjunto S(G), e define um semi-espago. Intersectando todos estes semi-espagos,
obtemos um conjunto convexo e fechado que contém S(G). Este conjunto é deno-
tado por L(G) e chama-se a k—ésima aprozimagao de Lasserre. Estas formam uma
hierarquia de aproximagoes convexas de S(G), e verificam

Li(G) D La(G) D--- D Le(G) 2 --- 2 S(G).

Estas aproximagoes (e outras relacionadas) permitem atacar problemas de opti-
mizagao polinomial, e tém intimeras aplicagoes quer em optimizagao combinatoria
quer em optimizacao continua. Para ilustracao retomemos o exemplo da Figura 3.
Usando Yalmip, podemos escolher diversas direcgoes ¢ = (cos 6, sin §), maximizar
A tal que ¢1x + coy — A pertence a MQ,(G), e desenhar ¢1z + coy — A = 0 para esse
valor de A\. Repetindo o processo 128 vezes obtemos a Figura 4.

Podemos observar nessa figura que Ly(G) coincide com S(G) em quase toda a
fronteira, excepto perto da origem, onde L2(G) é um pouco maior, contendo a regiao
a branco. Usando a mesma ideia, podemos visualizar a hierarquia de aproximagoes
para qualquer conjunto semialgébrico.

5. PARA SABER MAIS

Um livro que trata o problema das somas de quadrados na perspectiva da geome-
tria algébrica real é Positive polynomials and sums of squares de Murray Marshall
[6]. Para uma perspectiva vinda da optimizagao, o livco Moments, positive polyno-
mials and their applications de Jean Bernard Lasserre [3] é uma boa opgao. Dois
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FIGURA 4: S(G) comparado com Ly (G).

bons textos que resumem diferentes partes desta area sao o artigo de Monique Lau-
rent [4] sobre somas de quadrados e o artigo de Bruce Resznick [8] que desenvolve
em mais pormenor a histéria do 17° problema de Hilbert, e os resultados que nele
tiveram origem.
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