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Resumo: Politopos com muitas facetas podem muitas vezes ser escritos
como projeccoes de objectos muito mais simples, como por exemplo poli-
topos com muito menos facetas. HEsta observacdo permite, por vezes, op-
timizar eficientemente sobre politopos aparentemente muito complicados,
técnica que tem dado frutos em optimizacdo combinatoria. Poe-se entao a
questao de, dado um politopo, saber qual o conjunto “mais simples” do qual
este é uma projeccdo. Apresentamos aqui o resultado classico de Yanna-
kakis, que responde a esta pergunta no caso de representagoes lineares, e
generalizamo-lo para representacoes semidefinidas, resultado que utilizamos
para caracterizar politopos com representacoes semidefinidas minimas.

Abstract: Polytopes with many facets can many times be written as pro-
jections of simpler objects, namely, polytopes with a much smaller number
of facets. This observation allows us, sometimes, to optimize efficiently over
apparently complicated polytopes, a technique that has been very useful in
combinatorial optimization. The question arises of, given a polytope, deter-
mining the “simplest” set of which it is a projection. Here, we present the
classic result of Yannakakis that solves the question for the case of linear re-
presentations, and we generalize it to semidefinite representations, allowing
us to characterize polytopes with minimal such representations.
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1 Introducao

Um politopo P é um subconjunto compacto de R"™ definido por um sistema
de inequacoes lineares. Assumindo que P tem dimensdo méaxima, ou seja
que o espa¢o afim minimo que contém P é R", existe um tnico (a menos de
multiplicagao por escalares positivos) sistema minimo de inequagoes lineares
nao redundantes que definem P, cada uma das quais definindo uma faceta
de P. Os vértices de P sao o subconjunto V (finito) minimo de P tal que P
é o invélucro convexo de V. Qualquer politopo pode ser representado por
{x €eR" : ag+a1z1 + -+ + apzy, > 0}, onde os a; sdo vectores em R™, m
o numero de facetas e a desigualdade é considerada entrada a entrada.

Um problema central da programacao linear é a optimizacdo de uma
funcao linear sobre um politopo. Os algoritmos correntes resolvem este pro-
blema em tempo polinomial no tamanho dos dados. Se representarmos o po-
litopo usando as facetas, isso significa que estes algoritmos terdo problemas
em politopos com muitas facetas. Poderiamos em alternativa representar o
politopo pelos seus vértices, mas isso nao resolveria esta situagdo quando os
politopos tém muitas facetas e muitos vértices simultaneamente.

Isto motiva a necessidade de encontrar formas alternativas de represen-
tar o politopo, que permitam uma optimizacdo mais eficiente. Uma forma
classica de o fazer é escrever o politopo como projeccdo de um objecto mais
simples. Neste artigo apresentamos alguns resultados sobre a existéncia de
representacgoes eficientes de politopos por meio de programagcao linear e pro-
gramacao semidefinida.

2 Teorema de Yannakakis

Uma representacdo linear de um politopo P é uma descricao do politopo P
dada por

P={zeR":3Jy,a0+a1z1+ -+ apnTp + @Gpni1y1 + - - GngmYm > 0},

ou seja, uma descricdo de P como projeccao de um politopo numa dimensao
maior. O tamanho da representagao linear serd o tamanho dos vectores a;
ou, equivalentemente, o nimero de facetas do politopo cuja projeccio é P. A
motivacdo para considerar estas representagoes prende-se com o facto bem
conhecido de um politopo poder ter muito menos facetas que a sua projecgao.
Um exemplo deste fenémeno é o resultado de Ben-Tal e Nemirovski [1], de
que o poligono regular de n-lados pode ser escrito como a projecgdao de um
politopo de 2[logy(n)] lados. Na Figura 1 podemos ver a ilustragido desse
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Figura 1: Octégono regular como projeccdo de um poliedro de seis facetas.

resultado para n = 8. Dado um politopo fixo pretendemos caracterizar o
nimero minimo de facetas de um politopo que o tenha como projeccao. Para
isto temos de introduzir duas defini¢des adicionais. Seja P um politopo com
facetas dadas por hi(x) > 0,...,hs(x) > 0, e vértices p1,...,py,. A matriz
de folgas de P é a matriz Sp € RF*V definida por Sp(i,j) = hi(p;).

Seja M uma matriz m por n, ndo negativa. M tem uma factorizacio
ndo negativa de ordem k, se existirem vectores nao negativos ai,--- ,ay, €
b, -+ b, em R¥ tais que M;; = (a;,b;), ou seja, se existirem A, m por k, e
B, k por n, ndo negativas com M = AB. A caracteristica nao negativa de
M é o menor k para o qual tal factorizacao existe.

Teorema 2.1 (Yannakakis [4]) Dado um politopo P, o tamanho minimo
de uma sua representacdo linear corresponde a caracteristica ndo negativa
da sua matriz de folgas.

3 Representacgoes semidefinidas
Uma representacao semidefinida de um politopo P é uma descrigao
P={x:3y Ag+Ajz1+ -+ Apzp + Api1yr + - ApemYm = 0},

onde os A; sdo matrizes reais simétricas e A > 0 significa que A é uma
matriz semidefinida positiva. Optimizar sobre esta representacdo pode ser
feito em tempo polinomial no tamanho das matrizes A; (que denominare-
mos por tamanho da representacio semidefinida), recorrendo a programacao
semidefinida. Para estabelecer um paralelo com o teorema de Yannakakis
temos de apresentar uma nova noc¢ao de factorizacdo de matrizes: dizemos
que uma matriz ndo negativa M, m por n, tem uma factorizacio semidefi-
nida de ordem k, se existirem matrizes positivas semidefinidas Ay, -+, A,
e By, By, em R**F tais que M; ; = (A;, B;) para todas as entradas de M.
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A caracteristica semidefinida de M é o menor k para o qual tal factorizacao
existe.

Teorema 3.1 (G.-Parrilo-Thomas [2]) Dado um politopo P, o tamanho
minimo de uma sua representagdo semidefinida corresponde d caracteristica
semidefinida da sua matriz de folgas.

Nao ¢ dificil provar que a matriz de folgas de um politopo de dimen-
sdo d tem caracteristica semidefinida maior ou igual que d + 1, o que nos
levou a questionar quais sdo exactamente os politopos de dimensdo d que
possuem representagoes semidefinidas minimas, isto é, de tamanho d + 1.
Terminaremos este artigo com alguns resultados nesta direcgao.

Seja M uma matriz ndo negativa. Uma raiz quadrada de Hadamard,
que denotaremos por v/M, é uma matriz cujo quadrado entrada a entrada
coincide com M. Note-se que VM esté definida apenas a menos de trocas de
sinal nas suas entradas pelo que definiremos a caracteristica de Hadamard
de M como sendo a caracteristica (usual) minima de entre todas as suas
raizes de Hadamard.

Teorema 3.2 G.-Robinson-Thomas [3] Um politopo P de dimensdio d tem
uma representacdo semidefinida de tamanho d + 1 se e s6 se a sua matriz
de folgas tiver caracteristica de Hadamard d + 1.

Usando este resultado podemos obter resultados interessantes em di-
mensdes baixas, incluindo a caracterizacio total para R? e R3, que pode ser
encontrada parcialmente em [3], mas muito permanece ainda por fazer.
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