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Optimizar um objectivo linear directamente sobre um politopo
depende do numero de facetas e vértices.
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Se um politopo tem muitas faces, torna-se necessario
encontrar descricoes alternativas.

Uma representacao linear de um politopo P € uma descricao
P={x:3y,aixq+-- -+ anXn+an1ys +---anrmym > b},

ou seja, uma descricdo de P como projeccao de um politopo
numa dimensao maior.
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Motivacao

A projeccao de um politopo pode ter muito mais facetas que o
politopo original:

(Ben-Tal + Nemirovski, 2001): Um n-gono regular pode ser
escrito como a projec¢ao de um politopo de 2[log,(n)| lados.

Para optimizar no politopo original, podemos optimizar no
politopo “de cima” e projectar a solucao.
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Matriz de Folgas
Seja P um politopo com facetas dadas por
hi(x) > 0,..., hy(x) > 0, e vértices py,...,py.

Matriz de Folgas
A matriz de folgas de P é a matriz Sp € R"*V definida por

Se(i.J) = hj(pi)-

No caso do cubo unitario:
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Factorizacbes de matrizes
Seja M uma matriz m por n, ndo negativa.

M tem uma factorizacéo nao negativa de ordem k, se existirem
vectores ndo negativos ag,--- ,an e by, --- by em R" tais que
Mi; = (ai, by).

Ou segja, se existirem A, m por k, e B, k por n, nao negativas
com
M= AxB.

M tem uma factorizacéo semidefinida de ordem k, se existirem
matrizes positivas semidefinidas Aq,--- ,Ame By,---Byem
R tais que M,’}j = <A,‘7 B]>
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» O menor nimero k tal que S tenha uma factorizacao
semidefinida de ordem k. [carsq,(S)]



O Hexagono

Considere-se o hexagono regular.



O Hexagono

Considere-se o hexagono regular.



O Hexagono

Considere-se o hexagono regular.

Tem uma matriz de folgas 6 x 6.



O Hexagono

Considere-se o hexagono regular.

Tem uma matriz de folgas 6 x 6.

O—=DMNN-—=0O
NN -=00
NN =00 =
N—=2L0O00 =N
- OO -=DMNDN
QO —=-MNDN =



O Hexagono

Considere-se o hexagono regular.

Tem uma matriz de folgas 6 x 6.
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A questao

Pretendemos estudar quais os politopos que tém
representacdes “pequenas”.

Um resultado simples permite-nos definir “pequeno”.

Lema (G.-Robinson-Thomas 2012)

Um politopo de dimenséo d nao pode ter uma representagao
semidefinida de ordem menor que d + 1.

Queremos saber que politopos tém representacdes de
tamanho d + 1.
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Raizes Quadradas de Hadamard

Seja M uma matrix ndo negativa. Uma raiz quadrada de
Hadamard {/M é uma matriz tal que

([W] i,j>2 = M-
Exemplo:
ST e [ o e[ Ty e
Definimos cary, (M) = min{car(¥/M)}.

Lema (G.-Parrilo-Thomas 2011)
Seja M n&o negativa, carggp(M) < cary(M).
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Politopos com Representagcées minimas

Teorema (G.-Robinson-Thomas 2012)

Um politopo de dimenséo d tem uma representagéao
semidefinida de ordem d + 1 se e s6 se a sua matriz de folgas
S verificar cary(S) = d + 1.

Em particular recuperamos como corolario um resultado mais
antigo obtido de forma totalmente distinta.

Teorema (G.-Parrilo-Thomas 2009)

Seja P um politopo de dimensao d cuja matriz de folgas S tem
apenas 0’s e 1’s. Entdo P tem uma representacédo semidefinida
de ordem d + 1.
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Proposicéo (G.-Robinson-Thomas 2012)

Um poligono convexo tem uma representagao semidefinida de
ordem 3 se e s0 se for um tridngulo ou um quadrilatero.
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Nota: Transformagdes projectivas preservam a ordem das
representacdes, logo uma direc¢ao é simples.
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No espaco - Octaedros

v

v X
Um octaedro regular tem uma representacao de ordem 4 mas
nem todas as suas perturbagoes.

Falta uma caracterizagdo mais geométrica/algébrica



O Fim

Muito Obrigado
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