Poligonos, Poliedros e Politopos

Teorema de Yannakakis

Jodo Gouveia

CMUC - Universidade de Coimbra

17 de Marco de 2012 - Oraculo Delfos - Coimbra

Jodo Gouveia (UC) Teorema de Yannakakis Oraculo Delfos 1/29



1. Geometria Convexa
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Convexidade

Um conjunto S C R” é convexo se dados quaisquer dois pontos de S
0 segmento que os une estiver contido em S.
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Convexidade

Um conjunto S C R” é convexo se dados quaisquer dois pontos de S
0 segmento que os une estiver contido em S.

Conjunto Convexo Conjunto Nao Convexo
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Poligonos Convexos

Como definir Poligono Convexo?
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Poligonos Convexos

Como definir Poligono Convexo?

L]
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Definicdo por Vértices

Dado um numero finito de pontos S no plano, um poligono convexo é
0 mais pequeno conjunto convexo que 0s contém.
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Definicdo por Vértices

Dado um numero finito de pontos S no plano, um poligono convexo é
0 mais pequeno conjunto convexo que os contém.

O poligono designa-se por invélucro convexo de S, conv(S).
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Definicdo por Semiplanos

Um poligono convexo € um conjunto limitado obtido por intersecgéao
de semiplanos.
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Definicdo por Semiplanos

Um poligono convexo € um conjunto limitado obtido por intersecgéao
de semiplanos.

As duas definicdes sao equivalentes.
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Exemplo: Quadrado

Consideremos o quadrado unitario.

-
N
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Exemplo: Quadrado

Consideremos o quadrado unitario.

1

i

Vértices:

E o invélucro convexo dos
pontos
(0,0), (1,0), (0,1) e (1,1).
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Exemplo: Quadrado

Consideremos o quadrado unitario.

i

1

1 ?
Vértices: Semiplanos:
E o invélucro convexo dos E a interseccdo dos
pontos semiplanos dados por
(0,0),(1,0),(0,1)9(1,1) XEO,}/ZO,"—XZOG
1—-y>0.
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Poliedros Convexos

E para definir Poliedros Convexos?
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E para definir Poliedros Convexos?
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Poliedros Convexos

E para definir Poliedros Convexos?

As mesmas ideias funcionam, trocando pontos no plano por pontos no
espacgo e semiplanos por semi-espagos.
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Exemplo: Tetraedro

Consideremos o tetraedro unitario.
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Exemplo: Tetraedro

Consideremos o tetraedro unitario.

Vértices:

E o invélucro convexo dos
pontos

(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) e
(0,0,1).
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Exemplo: Tetraedro

Consideremos o tetraedro unitario.

Vértices: Semiplanos:

E o invélucro convexo dos E a interseccdo dos
pontos semiplanos dados por
(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) e x>0,y>0,z>0e
(0,0,1). 1-x-y—-z>0.
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E em R"?

Tudo o que dissemos funciona em qualquer dimensao. Assim
podemos definir politopo convexo:
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podemos definir politopo convexo:

Definig&o por vertices

Um politopo convexo P C R é o invélucro convexo de um nimero
finito de pontos em R”".
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E em R"?

Tudo o que dissemos funciona em qualquer dimensao. Assim
podemos definir politopo convexo:
Definig&o por vertices

Um politopo convexo P C R é o invélucro convexo de um nimero
finito de pontos em R”".

Ou equivalentemente,

Definicao por semi-espagos

Um politopo convexo P C R” é um conjunto limitado obtido pela
interseccao de semi-espacos, isto é, o conjunto de pontos (X1, -, Xp)
verificando um numero finito de desigualdades do tipo

aiX1 + aXo+---+ apXp < Q.
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Exemplos de politopos
Dois exemplos de familias simples de politopos convexos.
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n-cubo unitario

E o involucro convexo de todos
os pontos em R” cujas
componentes S0 zero ou um.
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Dois exemplos de familias simples de politopos convexos.

n-cubo unitario n-simplice unitario

E o invélucro convexo de todos E o invélucro convexo da
os pontos em R” cujas origem e dos n vectores
componentes Sa0 zero ou um. unitarios canonicos em R”".
E o espaco cortado pelas E o espaco cortado pelas
desigualdades desigualdades

Xy >0,---,xp>0¢e Xy >0,--- . x,>0e
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Exemplos de politopos

Dois exemplos de familias simples de politopos convexos.

n-cubo unitario

E o involucro convexo de todos
os pontos em R” cujas
componentes S0 zero ou um.

E o espaco cortado pelas
desigualdades

X1 >0,---,x,>0¢e
1—x4>0,---,1—x,>0.

Jodo Gouveia (UC)

Teorema de Yannakakis

n-simplice unitario

E o invélucro convexo da
origem e dos n vectores
unitarios canénicos em R”.

E o0 espaco cortado pelas
desigualdades

Xy >0,---,x,>0¢e
1—X4—Xo—---— X, >0.
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Faces e Facetas de Poligonos Convexos

Dado um poligono P um subconjunto § C ~ C P é uma face propria

de P, se existiruma recta L tal que LN P = - e P esta todo do mesmo
lado da recta.
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Faces e Facetas de Poligonos Convexos

Dado um poligono P um subconjunto § C ~ C P é uma face propria

de P, se existir uma recta L tal que LN P = F e P esta todo do mesmo
lado da recta.

Tudo se pode generalizar para R" substituindo rectas por hiperplanos.
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Faces e Facetas de Poligonos Convexos

Dado um poligono P um subconjunto § C ~ C P é uma face propria

de P, se existir uma recta L tal que LN P = F e P esta todo do mesmo
lado da recta.

Tudo se pode generalizar para R" substituindo rectas por hiperplanos.
Faces proprias de dimensdao maxima dizem-se facetas.
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2. Programacao Linear
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Exemplo

Um criador de porcos pretende determinar as quantidades de cada
tipo de racdo que devem ser dadas diariamente a cada animal por

forma a conseguir uma certa qualidade nutritiva a um custo minimo.

] | Ragéo A | Ragdo B | Quantidade Requerida |

Proteina 20 50 > 200
Vitamina 50 10 > 150
Hid. Carbono 30 30 < 600

] Custo | 10 | 5 \
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Exemplo - Interpretagdo Geométrica

| Ragdo A | Ragdo B | Quantidade Requerida |

Proteina 20 50 > 200
Vitamina 50 10 > 150
Hid. Carbono 30 30 < 600

| Custo | 10 | 5
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Exemplo - Interpretagdo Geométrica

| Ragdo A | Ragdo B | Quantidade Requerida |

Proteina 20 50 > 200

Vitamina 50 10 > 150

Hid. Carbono 30 30 < 600
 Custo | 10 | 5 | |

x— Quantidade de Racao A
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Exemplo - Interpretagdo Geométrica

| | Ragdo A | Ragdo B | Quantidade Requerida |

Proteina 20 50 > 200

Vitamina 50 10 > 150

Hid. Carbono 30 30 < 600
 Custo | 10 | 5 | |

x— Quantidade de Racado A  y— Quantidade de Racgao B.

x>0ey>0
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Exemplo - Interpretagdo Geométrica

| | Ragdo A | Ragdo B | Quantidade Requerida |

Proteina 20 50 > 200

Vitamina 50 10 > 150

Hid. Carbono 30 30 < 600
 Custo | 10 | 5 | |

x— Quantidade de Racado A  y— Quantidade de Racgao B.

20x + 50y > 200
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Exemplo - Interpretagdo Geométrica

| | Ragdo A | Ragdo B | Quantidade Requerida |

Proteina 20 50 > 200

Vitamina 50 10 > 150

Hid. Carbono 30 30 < 600
 Custo | 10 | 5 | |

x— Quantidade de Racado A  y— Quantidade de Racgao B.

50x + 10y > 150

\
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Exemplo - Interpretagdo Geométrica

| | Ragdo A | Ragdo B | Quantidade Requerida |

Proteina 20 50 > 200

Vitamina 50 10 > 150

Hid. Carbono 30 30 < 600
 Custo | 10 | 5 | |

x— Quantidade de Racado A  y— Quantidade de Racgao B.

30x 4+ 30y <600

\
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Exemplo - Interpretagdo Geométrica

| | Ragdo A | Ragdo B | Quantidade Requerida |

Proteina 20 50 > 200

Vitamina 50 10 > 150

Hid. Carbono 30 30 < 600
 Custo | 10 | 5 | |

x— Quantidade de Racado A  y— Quantidade de Racgao B.

Minimizar 10x + 5y

\
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Exemplo - Interpretagdo Geométrica

| | Ragdo A | Ragao B | Quantidade Requerida |

Proteina 20 50 > 200
Vitamina 50 10 > 150
Hid. Carbono 30 30 < 600

| Custo | 10 | 5 | |

x— Quantidade de Racdo A  y— Quantidade de Racgéao B.

x =55/23, y=70/23

\
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Programa Linear - Definigcao
Programa Linear

Um Programa Linear (PL) € um problema do tipo
MiN C1X{ + CoXo + - -+ CpXp
sujeito a

31X1 +a;x2+---+a}7xn2 by,

al'xq +ag'xa + -+ afxn > ba.
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Programa Linear - Definigcao
Programa Linear
Um Programa Linear (PL) € um problema do tipo

MiN C1X{ + CoXo + - -+ CpXp

sujeito a
) alxq +alxa+---+alxn > by,

al'xy +agxs+---+apxn > by.

Ou de outra forma:
Programa Linear (verséo 2)
Um Programa Linear (PL) é um problema do tipo

Min C1X1 + CoX2 + -+ - CnXp

sujeito a x pertencer a um politopo P.

v
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Programacéo Linear - Complexidade

Quao dificil é resolver um programa linear?
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Programacéao Linear - Complexidade

Quao dificil é resolver um programa linear?

Complexidade

O tempo que demora a optimizar sobre um politopo P, cresce
polinomialmente com o minimo entre o nimero de facetas e o nimero
de vértices de P.
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Programacéao Linear - Complexidade

Quao dificil é resolver um programa linear?

Complexidade

O tempo que demora a optimizar sobre um politopo P, cresce
polinomialmente com o minimo entre o nimero de facetas e o nimero
de vértices de P.

Mas o que fazer quando P tem muitos vértices e facetas?
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3. De Volta aos Politopos
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Projeccdes de Politopos

A projeccao de um politopo P € R para R™, com m < n é o conjunto

m(P) ={(X1,--+ . Xm) = (X1, Xm, Xm41,- -+, Xn) € P}.
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A projeccao de um politopo P € R para R™, com m < n é o conjunto
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Projeccéo do Cubo em R?:
Quadrado
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Projeccdes de Politopos

A projeccao de um politopo P € R para R™, com m < n é o conjunto

m(P) ={(X1,--+ . Xm) = (X1, Xm, Xm41,- -+, Xn) € P}.

Projeccéo do Cubo em R?: Projeccéo do Cubo em R?:
Quadrado Hexagono
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Facetas e Projeccoes

A projeccao de um politopo pode ter muito mais facetas que o politopo
original.

Jodo Gouveia (UC) Teorema de Yannakakis Oréculo Delfos 20/29



Facetas e Projeccoes
A projeccao de um politopo pode ter muito mais facetas que o politopo
original.

Politopo de Paridade

O politopo de paridade em R é o invélucro convexo P, de todos os
vectores de zeros e uns em R” com um namero impar de uns.
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Facetas e Projeccoes
A projeccao de um politopo pode ter muito mais facetas que o politopo
original.

Politopo de Paridade

O politopo de paridade em R é o invélucro convexo P, de todos os
vectores de zeros e uns em R” com um namero impar de uns.

Tem 271 vértices e 2" facetas.
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Facetas e Projecgdes - Continuagao

P, tem uma descricao mais pequena.
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Facetas e Projecgdes - Continuagao

P, tem uma descricao mais pequena.

Consideremos x, e zx com k impare 1 < k < ntodosemR"e ay € R
para os mesmos valores de k.
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P, tem uma descricao mais pequena.

Consideremos x, e zx com k impare 1 < k < ntodosemR"e ay € R

para os mesmos valores de k.Temos portanto (n+ 1)[n/2] +n
variaveis.

Jodo Gouveia (UC) Teorema de Yannakakis Oréculo Delfos 21/29




Facetas e Projecgdes - Continuagao

P, tem uma descricao mais pequena.

Consideremos x, e zx com k impare 1 < k < ntodosemR"e ay € R
para os mesmos valores de k.Temos portanto (n+ 1)[n/2] +n
variaveis. Consideremos as relacoes:

@ (z1)i+(23)i+ -+ (zn)i=xj,parai=1,---,n
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P, tem uma descricao mais pequena.
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Facetas e Projecgdes - Continuagao

P, tem uma descricdo mais pequena.

Consideremos x, e zx com k impare 1 < k < ntodosemR"e ay € R
para os mesmos valores de k.Temos portanto (n+ 1)[n/2] +n
variaveis. Consideremos as relacoes:

@ (z1)i+(z3)i+ -+ (zn)i=xj,parai="1,---,n;
@ ay+ag+-+ap=1;
@ (zk)1 + (k)2 + - - (zk)n = k oy para todo o k impar;
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Facetas e Projecgdes - Continuagao

P, tem uma descricdo mais pequena.

Consideremos x, e zx com k impare 1 < k < ntodosemR"e ay € R
para os mesmos valores de k.Temos portanto (n+ 1)[n/2] +n
variaveis. Consideremos as relacoes:

@ (z21)i+(23)i+ -+ (zn)i= X, parai=1,---,m

@ ay+az+---+ap=1;

@ (Zk)1 + (2k)2 + - - (2Zk)n = k o para todo o k impar;
@ 0 <(zg)i < ak,paratodooie k.
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Facetas e Projecgdes - Continuagao

P, tem uma descricdo mais pequena.

Consideremos x, e zx com k impare 1 < k < ntodosem R" e o, € R

para os mesmos valores de k.Temos portanto (n+ 1)[n/2] +n
variaveis. Consideremos as relacoes:

@ (z21)i+(23)i+ -+ (zn)i= X, parai=1,---,m

@ ayt+az+---+ap=1;

@ (Zk)1 + (2k)2 + - - (2Zk)n = k o para todo o k impar;
@ 0 < (zk)i < ag,paratodooie k.

A projeccao sobre as variaveis x da o politopo de paridade P,,.
Este s6 tem n? facetas.
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Facetas e Projecgdes - Continuagao

P, tem uma descricdo mais pequena.

Consideremos x, e zx com k impare 1 < k < ntodosem R" e o, € R
para os mesmos valores de k.Temos portanto (n+ 1)[n/2] +n
variaveis. Consideremos as relacoes:

@ (z21)i+(23)i+ -+ (zn)i= X, parai=1,---,m

@ ayt+az+---+ap=1;

@ (Zk)1 + (2k)2 + - - (2Zk)n = k o para todo o k impar;
@ 0 <(zg)i < ak,paratodooie k.

A projeccao sobre as variaveis x da o politopo de paridade P,,.
Este s6 tem n? facetas. Podiamos optimizar no politopo com mais
variaveis em vez de optimizar na sua projecgao.
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Exemplo - Optimizagdo em Projeccoes

o>

Queremos optimizar sobre um politopo H
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Exemplo - Optimizagdo em Projeccoes

Queremos optimizar sobre um politopo H
Consideramos o politopo C cuja projecgao € H.
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Exemplo - Optimizagdo em Projeccoes
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Queremos optimizar sobre um politopo H
Consideramos o politopo C cuja projecgao € H.
Optimizamos sobre C.

Projectamos a solugao.
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Problema

O nosso problema é entdo dado um politopo P, encontrar um politopo
Q com o minimo possivel de facetas cuja projeccao seja P.

Jodo Gouveia (UC) Teorema de Yannakakis Oraculo Delfos 23/29



Problema

O nosso problema é entdo dado um politopo P, encontrar um politopo
Q com o minimo possivel de facetas cuja projeccao seja P.
Precisamos de uma definigéo.

Matriz de Folga

Se P é um politopo com vértices p; - - - p, € facetas dadas por

l1(x) > 0,---,/¢{(x) > 0, entdo a matriz de folga de P é
li(p1) l1(p2) l1(p3) --- l1(pv)
la(p1) l2(p2) l2(P3) --- l2(pv)
lf(p1)  1e(p2) Ie(p3) -+ Ie(pv)
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Exemplo - Cubo
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Exemplo - Cubo

x>0

y=>0

z>0
1—-x>0
1—-y>0
1-2z>0
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Exemplo - Cubo

x>0

y=>0

z>0
1—-x>0
1—-y>0
1-2z>0

Jodo Gouveia (UC)

o oo

o o

1 ‘ 0 ‘ 0
0 1 0
0 0 1
i 0 O
o 1 0
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Exemplo - Cubo

O‘ 1 ‘0‘0‘ 1 ‘0‘ 1 ‘ 1

0 0 1 0 1 1 0

0 0 0 1 0 1 1

x>0 o1 0 0 1 0 1 17
y >0 o0 1 0 1 1 0 1
z>0 o0 0 1 0 1 1 1
1-x>0 1 0 1 1 0 1 0 0
1-y>0 1 1. 0 1 0 0 1 0
1-2>0 1 11 0 1 0 0 0 |
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FactorizagcOes nao negativas

Seja M uma matriz m por n, ndo negativa.
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FactorizagcOes nao negativas

Seja M uma matriz m por n, ndo negativa. M tem uma factorizagao
nao negativa de ordem k, se existirem vectores ndo negativos
a, -+ ,ame by, - by em R" tais que M;; = (a;, by).
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FactorizagcOes nao negativas

Seja M uma matriz m por n, ndo negativa. M tem uma factorizagao
nao negativa de ordem k, se existirem vectores nao negativos
a, -+ ,ame by, - by em R" tais que M;; = (a;, by).

Ou seja, se existirem A, m por k, e B, k por n, ndo negativas com

M=AxB.

Exemplo

M =

—
wo g
O IENIEN
—
© BN
1

Jodo Gouveia (UC) Teorema de Yannakakis Oraculo Delfos 25/29



FactorizagcOes nao negativas

Seja M uma matriz m por n, ndo negativa. M tem uma factorizagao
nao negativa de ordem k, se existirem vectores nao negativos
a, -+ ,ame by, - by em R" tais que M;; = (a;, by).

Ou seja, se existirem A, m por k, e B, k por n, ndo negativas com

M=AxB.
Exemplo
10 4 0 2 20
M=6444:11x[‘:’§2;],
3 6 12 9 0 3
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FactorizagcOes nao negativas

Seja M uma matriz m por n, ndo negativa. M tem uma factorizagao
nao negativa de ordem k, se existirem vectores nao negativos
a, -+ ,ame by, - by em R" tais que M;; = (a;, by).

Ou seja, se existirem A, m por k, e B, k por n, ndo negativas com

M=AxB.

Exemplo

M =

10 4 0 2 2 0
6444:11x[?§2
3 6 12 9 0 3

Logo M tem uma factorizacdo nao negativa de ordem 2.

1
3 )
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Teorema de Yannakakis

Teorema de Yannakakis-1991

Seja P um politopo e S a sua matriz de folga. Entdo os dois seguintes
numeros sao iguais.
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Teorema de Yannakakis

Teorema de Yannakakis-1991

Seja P um politopo e S a sua matriz de folga. Entdo os dois seguintes
numeros sao iguais.

@ O menor numero de facetas possivel de um politopo Q cuja
projecgao seja P.
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Teorema de Yannakakis-1991

Seja P um politopo e S a sua matriz de folga. Entdo os dois seguintes
numeros sao iguais.

@ O menor numero de facetas possivel de um politopo Q cuja
projecgao seja P.

@ O menor numero k tal que S tenha uma factorizagdo nao negativa
de ordem k.
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Teorema de Yannakakis

Teorema de Yannakakis-1991

Seja P um politopo e S a sua matriz de folga. Entdo os dois seguintes
ndmeros sao iguais.

@ O menor numero de facetas possivel de um politopo Q cuja
projecgao seja P.

@ O menor numero k tal que S tenha uma factorizagdo nao negativa
de ordem k.

v

Mais ainda, é possivel encontrar o politopo Q a partir da factorizacao
de S.
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O Hexagono

Considere o hexagono regular.
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O Hexagono

Considere o hexagono regular.

Tem uma matriz de folga 6 x 6.
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O Hexagono

Considere o hexagono regular.

Tem uma matriz de folga 6 x 6.

00122 1
1001 22
21001 2
2210 0 f
122100
(012210

CIRT-= = E =
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O Hexagono

Considere o hexagono regular.

Tem uma matriz de folga 6 x 6.

1 0 1 0| o 1

0 01 2 2 1] 1 00 1 0001
1 001 2 2 00 0 1 2 121 0 00
2 10012 = 0011 00O

2 2 1 0 0 1 010 0 1
1 221 00 0110 0 010 10
(001 22 1 0] 1 0 00 O 1
100 2 1 0]~

o S =, «z=» =
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Hexagono - continuagéo.

E a projecgao da fatia de R® cortada por

VitVotVastys=2, Yat+ysa+ys=1.
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Hexagono - continuagéo.

E a projecgao da fatia de R® cortada por
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Hexagono - continuagéo.

E a projecgao da fatia de R® cortada por

VitVotVastys=2, Yat+ysa+ys=1.
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Fim da Apresentacao
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Fim da Apresentacao

Mas muitos problemas por resolver

TPRPRT
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