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Resumo

O conjunto dos resultados eleitorais que conduzem a uma certa e pre-
determinada composi¢do de um parlamento chama-se célula eleitoral.
No caso do processo mais natural de rateio, tais células sao poliedros
convexos. De cada célula determinamos as faces e o reticulado que
elas constituem; determinamos a dimenséo e a ‘forma’ de cada face,
as simetrias e outras caracteristicas geométricas. Para poupar espaco,
nao apresentamos demonstragoes.

Introducao

Estas notas surgiram a propdsito de um dos problemas do famoso livro Math-
ematical Snapshots, de H. Steinhaus [8]. A questdo pode colocar-se assim:
num processo eleitoral, trés partidos, numerados 1, 2, 3, disputam ¢ lugares
num parlamento; face aos resultados eleitorais, denotados por Vi, V,, V3, ex-
pressos em nimero de votos por partido — V; votos no partido ¢ — coloca-se
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o problema dito do rateio: quantos dos ¢ lugares devem atribuir-se a cada
partido, de modo a que nenhum se sinta prejudicado?

O partido i, face a percentagem de votos que obteve (que, feitas as contas,
é V1++;+V3) espera poder ocupar uma correspondente fraccao dos ¢ lugares,
ou seja, espera colocar no parlamento z; candidatos seus, onde

Li = V1+X‘2+V3 t.

Mas este nuimero, a que chamamos resultado eleitoral do partido i, nao é, em
geral, inteiro; o partido ¢ reclamara, pelo menos, um nimero de deputados
igual a parte inteira do seu resultado x;. Nao se concebendo, por enquanto,
fatiar um deputado como um queijo limiano, o problema do rateio acaba por
ser o de recompor as partes fracciondrias dos x; — chamados residuos dos
x;— em um ou dois deputados inteiros e atribui-los a um ou dois dos trés
partidos. De entre os muitos algoritmos para determinar quais os partidos
beneficiados, vamos adoptar o mais natural, o chamado método de Hamilton,!
que premeia com um deputado extra os partidos com os maiores residuos.
Assim, no final do rateio obtém-se uma composicao parlamentar de, digamos,
a1, as, az lugares para os partidos concorrentes. Note-se que os «a; sao inteiros
de soma /, igual a dos x;.

O problema dos Snapshots é, entao, o seguinte: fixada certa composicao
parlamentar, (ai, as, as), descreva-se a correspondente célula, isto é, o con-
junto dos resultados eleitorais (1, z2, r3) que conduzem, pelo rateio de Hamil-
ton, a essa composicao do parlamento. Steinhaus dd uma representagao
‘triangular’ plana dos resultados eleitorais, como na figura 1, onde cada
(21, x9,23) se representa por um ponto R de um triangulo equilatero de al-
tura (. Logo a seguir afirma, em estilo ‘instantaneo’, serem hexagonais as
ditas células que, no seu conjunto, formam o conhecido mosaico plano dos
favos de mel. Na figura 2 esbocamos o caso de elei¢oes para um parlamento
com 5 deputados; ao resultado que determinou o ponto R corresponde uma
composicao parlamentar de 2, 1 e 2 deputados para os partidos que tiveram
as percentagens eleitorais x1, x5 e x3 da figura 1. Repare-se que o mosaico
de hexagonos regulares é truncado pelo dominio triangular, sobrevivendo,

Alexander Hamilton [1755(577)-1804] foi figura de primeiro plano na revolugdo americana,
no processo de independéncia e na elaboracdo da Constituicdo dos EUA. O seu método foi
o primeiro adoptado na determinacdo do ndmero de repesentantes por estado, no Congresso.
Em 1880 foi detectado, teoricamente, o ‘paradoxo do Alabama’: se o total ¢ de lugares
no Congresso passasse de 299 para 300, o rateio de Hamilton determinaria a perda de um
representante do Alabama! O paradoxo ocorrera ja, no concreto, em 1870: Rhode Island
passou de dois representantes a um s, como consequéncia de o parlamento ter sido alargado
de um total de 270 para 280 representantes. Estes e outros paradoxos levaram ao abandono
do método em 1901, nos EUA. Veja-se [1, 2] para mais pormenores.
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na periferia do triangulo, metades e sextavos de hexagonos. Por exemplo,
o sextavo localizado no topo do triangulo corresponde a situacao em que o
partido 1 ocupa todos os lugares do parlamento.

X3

X1

figura 1 figura 2

O ponto R caira sobre a fronteira de uma célula hexagonal sempre que
ocorram certos tipos de empates nos residuos dos z;’s. Por exemplo, quando
a soma dos residuos for 1 e os dois partidos de maiores residuos tenham
residuos iguais, ou quando a soma dos residuos for 2 e os dois partidos
de menores residuos tenham residuos iguais; os vértices dos hexagonos cor-
respondem aos casos em que os trés partidos tém todos o mesmo residuo
positivo. Em situacgoes dessas ocorrem bloqueios no preenchimento das va-
gas parlamentares que, no real concreto, s6 podem resolver-se com legislagao
adequada, por vezes pouco clara.? As eleicoes que mais frequentemente ocor-
rem sao as que conduzem a resultados eleitorais pertencentes ao interior de
uma célula, “longe” das fronteiras; sao, no rateio, muito menos animadas que
as outras, pois determinam distribuicoes parlamentares inequivocas ditadas
pelas coordenadas do centro da tnica célula atingida.

Mais adiante [8, p.210], os Snapshots discutem com brevidade o caso de 4
partidos, modelando o problema em coordenadas ‘tetraédricas’: num tetrae-
dro de referéncia, regular, de altura ¢, escolhe-se uma face para cada partido;
o resultado eleitoral (x1, z9, x5, z4) identifica-se com o ponto R que dista x4
da face do partido 1, x5 da face do partido 2, etc. Os Snapshots sugerem de-
pois, a la minute, uma identificacdo algo imprecisa das células eleitorais: “a
tiling composed of reqular tetrahedra and reqular octahedra”. De facto, como
veremos mais adiante, as células sao dodecaedros rombicos pavimentando
o espaco tridimensional de um modo simples de imaginar: pense na pavi-
mentacao do espago com cubos sélidos todos iguais empacotados do modo
Obvio; pinte-os de branco e negro ‘alternadamente’, de modo que cada branco
fique em contacto facial com seis vizinhos negros e cada negro com seis vi-

Recorde-se o recente caso do Estado da Florida, para seleccdo dos ‘grandes eleitores’ nas
presidenciais americanas. . .
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zinhos brancos, como na figura 3; decomponha cada cubo branco em seis
piramides de base quadrada com vértices no centro do cubo. Se a cada cubo
negro colarmos as seis piramides brancas que o cercam, uma em cada face, o
solido obtido é um dodecaedro rombico, como ilustra a figura 4.

Jigura 3 figura 4
Depois destas operagoes, a pavimentacao cubica transforma-se na pavimen-
tacao dodecaédrica que referimos, em que os dodecaedros sao as células
eleitorais. Nas figuras 5 e 6 mostramos as posigoes relativas do tetraedro
de referéncia e das células eleitorais, no caso de um parlamento com 5 lu-
gares:

figura 5 figura 6

Na figura da esquerda, o tetraedro de referéncia esta sendo coberto por ‘pe-
quenos’ dodecaedros rombicos justapostos (note-se que cada vértice do tetrae-
dro é centro de um dodecaedro); a figura 6 mostra o tetraedro completamente
coberto por células eleitorais. Se seccionarmos este conglomerado de dode-
caedros pelo plano de qualquer uma das faces do tetraedro de referéncia,
obtemos o triangulo com favo de mel da figura 2, onde cada hexagono é uma
seccao plana de um dodecaedro.

Compreendido o caso de 4 partidos, a questao que naturalmente se coloca
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¢é descrever as células eleitorais no caso geral, com p partidos em confronto.
Acontece, sem grande surpresa, que as células sao politopos convexos de
dimensao p — 1, todos iguais entre si, dotados de notaveis propriedades de
simetria. A descricdo de tais criaturas consistiu, para noés, em identificar
as suas faces, rotuld-las, conta-las, determinar as dimensoes e os grupos de
isometrias de cada uma.? A forma de cada face prépria depende apenas da
sua dimensao d: é um §-cubo martelado, politopo que resulta de um d-cubo
por compressao ao longo de uma diagonal. O dodecaedro rombico ilustra
bem este facto: as facetas sao rombos todos iguais e as arestas sao do mesmo
comprimento.

A descrigao das células por meio de desigualdades lineares (Teorema 1)
coloca-nos em terreno conhecido; em particular, mostra tratar-se de células
de Voronoi particulares, frequentemente tratadas na literatura (veja-se, e.g.,
[3] e [4]). No entanto, nao encontramos tragos das descri¢oes da sua estrutura
extremal e do seu tipo combinatoério, assuntos que aqui tratamos exaustiva-
mente, sem demonstragoes, para que o texto pese o menos possivel.

Dos dois autores, um orientou e outro foi orientado, mas os resultados
foram obtidos por ambos, no meio de grande gozo e discussao, por nos par-
tilhados no decorrer do primeiro ano do milénio.

2 Resultados Eleitorais

Temos entao p partidos que disputam ¢ lugares de um parlamento. O total
V' dos votos apurados, abstencoes eliminadas, decompoe-se em p parcelas,
V=Vi+---+V,, em que V; é o nimero de votos no partido i, 1 =1,...,p.
Por defini¢do, o resultado do partido i é o real xz; := ¢V;/V; o vector x =
(1,...,2p) € 0 resultado das elei¢oes. Cada x; pode escrever-se na forma

T; = N, +’I'i,

onde n; é a parte inteira de x; e r; é a sua parte fraccionaria, 0 < r; < 1,
a que chamaremos residuo de x;. A soma dos 7;’s é um inteiro, que sempre
denotaremos por s, tal que 0 < s < p.

O rateio faz-se de acordo com o método de Hamilton, dos maiores residuos,
conforme explicdmos atras: cada n; é o nimero de lugares imediatamente
atribuidos ao partido i; nestas condicoes, s ¢ o nimero sobrante de lugares
ainda nao atribuidos aos partidos; para distribuir esses lugares sobrantes,

3 Os conceitos bésicos sobre convexos, politopos, faces, etc, podem ver-se nos livros [4]-[6]. O
prefixo ‘6’, como em ‘-politopo’, ‘0-cubo’, etc, designa a dimens3o do objecto em causa. As
facetas de um d-politopo sdo as suas faces de dimens3o § — 1. Veja-se mais na secg3o 4.
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ordenam-se os partidos por ordem nao crescente dos residuos e atribui-se
mais um lugar a cada um dos s melhores partidos nessa ordenagao. Even-
tuais empates nos residuos podem implicar o bloqueio deste processo de dis-
tribuicao dos s lugares sobrantes; nesses casos diremos que o resultado x é
indeterminado; no caso oposto, o resultado diz-se determinado. Claro que
x é determinado se, e somente se, o s-ésimo maior residuo é estritamente
superior ao (s + 1)-ésimo maior residuo.

Cada resultado z é um elemento de R”, de coordenadas racionais de
soma £. Mais ainda: fixada a lista de eleitores, ha apenas um ntmero finito
de resultados eleitorais possiveis. Eliminamos este incomodo aceitando como
resultados eleitorais exequiveis todos os p-uplos reais, de soma ¢, mesmo
os que tém coordenadas irracionais. Tudo vai passar-se num hiperplano de
dimensao p — 1, nomeadamente o dos z’s de soma ¢, que denotamos por ;.

As Coordenadas ‘Simpliciais’

Fazemos aqui uma breve pausa para generalizar as coordenadas triangulares
e tetraédricas dos Snapshots. E para concluir que isso nao vai ser preciso!
A generalizagdo natural dos conceitos de triangulo equilatero e de tetraedro
regular é o de simplice reqular. Trata-se, na dimensdo p — 1 (a que nos
interessa) de um politopo convexo que tem por vértices p pontos distintos e
equidistantes uns dos outros. E muito aborrecido determinar p pontos nessas
condicdes em RP™! mas em RP a coisa é trivial: para cada A positivo, o
conjunto Ay constituido pelos y € R? nao negativos de soma A é um simplice
regular de vértices (A,0,...,0), (0,A,...,0), ..., (0,0,...,)). Note-se que
o conjunto dos resultados eleitorais admissiveis constitui o simplice Ay.

Para cada k, o conjunto ® dos y € Ay com coordenada yj, nula é uma faceta
de Ay. Vamos tomar A := £+ 1 —1/p. O nosso simplice tem, entdo, altura
{ —e é naturalmente ele que nos vai servir como simplice de referéncia. Tal
como na figura 1, cada resultado eleitoral admissivel, x € Ay, representa-se
pelo ponto R de Ay que estd a distancia xj da faceta &y, para k =1,...,p.
Feitas as contas, algo cansativas, R é o vector vV1—1/p -x.

Quer dizer, a transformagdo x — R é uma homotetia, contractiva, de
Ay sobre Ay! Assim, tudo o que vai passar-se daqui para a frente podera
processar-se analiticamente em A, ou em Ay, com os resultados eleitorais
2 ou com os seus representantes R. Os tratamentos sdo equivalentes e con-
duzem as mesmas conclusées. Preferimos trabalhar com os resultados x, em
Ay, para fugir ao incémodo factor v'1 — 1/p.

TEOREMA 1. Dado um resultado x, de soma £, o método de Hamilton
determina a distribui¢io a = (ay,...,a,) dos € lugares no parlamento, se e
s0 se, para todos os i # j vale

(ai—xi)+(xj—aj)<1.
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Estas p® —p inequagoes e a identidade xy+---+x, = { determinam um
convexo, aberto na topologia de ¥,. Preferimos trabalhar com o fecho deste
conjunto, a que chamamos célula-a e denotamos por €,. Claro que z € &€,
sse x tem soma ¢ e, para i # 7,

(ai—xi)—k(:vj—aj)gl.

Esta descricao da célula €, permite levantar a restricao de os a;’s e x;’s
serem nao negativos, reduzindo tudo a mera manipulacao formal. Podemos
eliminar do problema partidos e deputados e trabalhar com parlamentos
virtuais onde certos partidos participam com um nimero negativo de repre-
sentantes. Efectivamente, vamos supor que o nosso parlamento tem zero
lugares! Isto corresponde a fazer uma translagao do hiperplano ¥, de modo
a que se transforme no subespaco %o que lhe é paralelo. A situacao é mul-
tiplamente delirante: ha partidos com cotas positivas de presenca e outros
com cotas negativas que, no computo geral, constituem uma assembleia sem
deputados, o que acaba por nao fazer grande diferenga para um matematico.

Em R? as células sao conjuntos fronteiros, sem pontos interiores. Mais
interessante é a topologia de ¥y, relativamente a qual cada célula tem uma
fronteira e um interior nao vazios, a que se chama fronteira e o interior
relativos (ver [6] sobre a topologia relativa de um convexo).

A célula €y ira desempenhar um papel central no processo por estar, como
facilmente se constata, centrada na origem e, por isso, ter uma representagao
matematica mais simples do que as outras: trata-se, de facto, do poliedro
convexo de Yy descrito pelas p? — p desigualdades

Outra vantagem de €, é poder caracterizar-se de modo simples através de
residuos, do seguinte modo:

TEOREMA 2.  Um p-uplo x, de soma nula, pertence a &y se e so se € possivel
reordenar as suas coordenadas de modo a obter um vector da forma

(2) (ri,r9,...,mp) —(1,...,1,0,...,0),

s

onde s denota o nimero de coordenadas negativas de x e 0s r;’s sao reais tais
que 1>11>--->r, >0. A representacao (2) € unicamente determinada
por x.

Um ponto x de &y pertence ao interior relativo de €y sse rs > g1,

Um ponto x de €y pertence a fronteira relativa de €y sse rs = Tg11.
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Facilmente se demonstra que a interseccao de duas células distintas tem
interior relativo vazio, que Y ¢ a uniao de todas as suas células e que toda
a célula se obtém por translacao de €y, mais precisamente

Qa:a+€0.

Estamos, pois, perante um mosaico de ¥, obtido por justaposicao de ladri-
lhos todos iguais a €y, dispostos de forma regular, centrados nos pontos
inteiros de ¥g. A partir de (1) é facil mostrar que, para cada resultado x
(determinado) o processo de rateio de Hamilton selecciona, de entre os pontos
inteiros a de soma ¢, o mais préoximo de z na métrica euclidiana (veja-se [7,
p.248]). Dito de outro modo, em nomenclatura consagrada, as células de
Yo constituem o mosaico das células de Voronoi determinado pela ‘rede’ dos
pontos inteiros de Xy (e.g., [3, 4]).

A figura 7 ilustra, na dimensao 2, uma propriedade muito curiosa das
células de Voronoi determinadas pelo rateio de Hamilton. Rebatido o plano
Yo sobre o plano do papel, os seus pontos inteiros sao os nodos de uma
‘rede triangular’. Imaginemos pequenos circulos de borracha, todos iguais,
centrados nos nodos da rede (a). Fagamos aumentar os raios desses circulos,
mantendo-os iguais entre si, até se tocarem (b) e passarem a deformar-se (c),
em competicao pelo espago disponivel. No limite obtemos o mosaico (d) do
favo de mel.

N N N

DOOO
OOOC

DO
OOOC

™ YN N Y

figura Ta figura b figura Tc figura 7d

O mesmo se pode imaginar no caso de 4 partidos: colocam-se baloes de
borracha, todos iguais, centrados nos centros dos cubos negros da figura 3
(que se supoe estendida a todo o espago); sopram-se os baloes, mantendo-os
iguais, até que se toquem e a seguir se deformem, atingindo, no limite, a
forma de dodecaedros rombicos.

3 Os Vértices de ¢

No caso p = 3 nao ¢ dificil determinar os vértices do hexagono €,. No favo
de mel, os vértices sao aqueles resultados eleitorais indeterminados em que o
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equilibrio dos residuos é total: uma pequena perturbacao poderd fazer cair
o resultado para uma de trés células vizinhas, e qualquer dos trés partidos
podera ver eleito um ou nenhum deputado extra. Trata-se, pois, dos resul-
tados em que os partidos obtém residuos todos iguais. Em €j, ha 6 trios
(x1, o, x3) nessas condicoes, que sao as 6 linhas das matrizes:

1

W N ==

1
3
3
1

3

W =W =W
Wl—wWI—wIN

1 1
1)

3 3
Nao é facil estender este tipo de argumentacao a R”, mas colhe-se a conjectura
de que os vértices de €y sao os seus pontos de residuos todos iquais, que se
revelou correcta. Vamos mostrar porqué. Por definicao, v € €y um vértice de
&y se, para qualquer vector ‘perturbador’ € # 0, uma das perturbagoes v + &
ou v — € nao pertence a &y. Se v tem dois residuos distintos, consegue-se
construir um € tal que: v+ ¢ e v — ¢ ambos pertencem a €y, 0 que prova a
conjectura feita.

Por exemplo, no caso p = 4, €y tem 14 vértices, que sao as linhas das

matrizes

N N e VU o

|
B[00 |00 [ R0 | 0 [ b0 [
|
|
|
|

|
N N [GUTEN N oy
|
|
|
|
|

NG TJUIN RN SN ey

[ CORS [s [s [=

|

D00 [ 00 [ 00 | 0 [0 [
|
|

N N N NN ()

N NN [N [UIN [y

N TN RN RN [
W [ QO [ s | =

D00 [ 00 [ 00| 0 [0 [

B[R0 |00 [0 | RO [0 [ =

Observadas com cuidado as regularidades, podemos dizer que &y tem por
vértices os p-uplos
s s s)
(p7p7...7p) (1,...,1,0,...,0), para 0 < s < p,
S

e todos os que destes se obtém permutando coordenadas. Dito de um modo
mais elegante: cada subconjunto S de {1,...,p}, préprio e nao vazio, deter-
mina um vértice, denotado Vg ou V(S5), de coordenada ¢ dada por

[V:I L S/p—l, SeiES
SL™ O s/p, sei &S,
onde s denota o cardinal de S; e todo o vértice de &€, é deste tipo. Ha, pois,

um total de 2P —2 vértices. Uma propriedade muito interessante dos vértices
¢ a seguinte, onde S e T sao subconjuntos arbitrarios de {1,...,p}:

(3) Vs + Vr = Vsur + Vsar

onde se convenciona Vg = 0 no caso de [o complementar de] S ser vazio.
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4 As Faces de ¢

Sempre que nos seja dado um convexo €', imediatamente ocorre o problema
da determinacao das suas faces. Dizemos que um subconjunto F' de C' é uma
face de C, se F' é convexo e se todo o segmento aberto |a, b[ contido em C
que intersecta F' estd totalmente contido em F'.

Quando C' é um politopo, as suas faces sao, também, politopos. Por
exemplo, as faces de um politopo de R? séo os vértices, as arestas, as ‘faces’
propriamente ditas, de forma poligonal, e ainda o conjunto vazio e o préprio
politopo.

Em geral, as faces das faces de (' sao faces de C'. Em particular, cada face
tem os seus vértices, que sao vértices de C'. O problema da identificacao das
faces ficara resolvido se determinarmos quais sao os conjuntos de vértices de
C que sao vértices de uma mesma face. Por exemplo, as faces de dimensao
1 sdo as ‘arestas’ de C, colocando-se, entao, a seguinte questao subsidiaria:
quais os pares de vértices de C' que estao ligados por uma aresta de C?

Se C' é um poliedro delimitado por uma familia finita de hiperplanos (quer
dizer, C' é a intersec¢ao de semi-espagos delimitados por esses hiperplanos)
as suas faces préprias sao os conjuntos que resultam da interseccao de C'
com alguns dos hiperplanos dessa familia. Tendo o nosso politopo €3 como
hiperplanos limitrofes ¥y e os hiperplanos H;;, de equacao z; = 1 + z;, para
i # 7, as suas faces sao os conjuntos da forma

(4) SZ: Hiljl m"'lﬁlHit]’tlﬁlco.
Esta face é propria sse ¢ > 1. Dada §, definamos os conjuntos de indices

=i} e = {0 i

Podemos provar que Vg é vértice de § sse S O T e SNJ = @. Isto
implica que a face em causa apenas depende dos conjuntos [ e J, pelo que a
denotaremos por Frs, ou §(I,J).

TEOREMA 3. A face 1y € propria e nao vazia se e s se I e J sao disjuntos
e ndo vazios; ela tem dimensao § :=p— |I| —|J|; e tem 2° vértices.

Sryp €8y seesése: I' D21 e J DJ. (I,J])— Frs € uma bijecgao
do conjunto dos pares (I,J), com I,J ndo vazios e disjuntos, sobre o das
faces proprias e nao vazias de €.

A principal dificuldade da demonstracao estda no calculo da dimensao de
§17, por envolver representacoes (4) com ¢ minimo, ou seja, com hiperplanos
linearmente independentes. A segunda parte do teorema, que descreve o
reticulado das faces de €y, depende desse cédlculo dimensional. O teorema
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permite uma contagem simples do ntimero de faces préprias e nao vazias de
¢y, que é 3P — 2P + 1. e do nimero de faces préprias de dimensdo & que é:

(5) s = ({;) 20~ 9],

De entre as consequéncias do teorema, destacamos a determinacao das
arestas e do grau de cada vértice, que é o ntimero de arestas nele incidentes.

COROLARIO 4. Dois vértices, Vg e Vp, sio 0s extremos de uma mesma
aresta, se e so se um dos conjuntos, S ou T, resulta do outro por adjuncao
de um indice. Hd 2p vértices de grau p — 1, nomeadamente Vi1y, ..., Vipy €
0s seus opostos; todos os outros tém grau p.

5 A Forma das Faces Praprias

5.1

Nesta seccao, a notacao X¢ designa o complementar de X relativamente a
{1,...,p}. Vamos apresentar caracteristicas geométricas das faces proprias
de €y, que conduzirao, em particular, a determinacao da sua forma. Dito em
poucas palavras, tudo se dirige a demonstragao do seguinte resultado:

As faces de certa dimensao 0 sao geometricamente iguais entre si. Cada
uma delas € um d-cubo ‘martelado’, mais precisamente, resulta de um

d-cubo de aresta 1 por uma compressao afim ao longo de uma diagonal
interna, com factor de compressio V1 —§/p.

As Faces Préprias sao Paraleletopos

Fixemos uma face prépria §;;. Para cada K disjunto de [ U .J, define-
se K* := (IUJUK)% os pares {V(I UK), V(I UK*)} constituem uma
particao dos vértices de §;. Pode provar-se que os segmentos

(6) VI UK), VI UK?)]

tém o mesmo ponto médio (independente de K), que é ¢y := [V — V,]/2.
Isto prova que a face §rs tem cyy por centro de simetria. Por essa razao,
diremos que (6) é diagonal interna da face F;;; cada diagonal passa pelo
centro ¢y e une vértices opostos da face. O comprimento do segmento (6) é
\/0 — (6 — 2|K)?/p. Tomando K vazio, obtemos y/d(1 — ¢/p) como minimo
comprimento das diagonais de uma face de dimensao d e a menor diagonal
interna é a que une os vértices Vy e Vye.

As facetas de Fr; sao as faces de uma das seguintes formas: (I U {t}, J)
e §(I,JU{t}), onde t percorre o complementar de I U J. Para cada t,
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estas duas facetas sao mutuamente opostas a respeito do centro de simetria
da face §rs, cada uma delas é translacao da outra, e a face §;; é um tronco
de prisma que tem as ditas facetas por bases e Vi por vector gerador. Isto
pode obter-se por uso sistematico das féormulas (3). Em simbolos:

(7) S, JU{t}) =V + 3T U{t}, J).
(8) Sy =8I U{t}, J) + [0, Vil

Recorde-se que um d§-paraleletopo é um convexo que resulta da soma con-
juntista de 0 segmentos, [0,v1],...,[0,vs], com extremos linearmente inde-
pendentes, seguida de eventual translagao. Acrescentando as férmulas (7)-(8)
um argumento indutivo, podemos concluir que §r; € um d-paraleletopo. Mais
explicitamente, para qualquer K contido no complementar de I U J, §rs é,
apos translagao, a soma das arestas de §;; emergentes do vértice V(I U K).
Em particular, para K vazio, temos:

(9) S =Vr+ Z [0, Vigyl.

te(IUJ)e

Alongamento de uma Face

Fixada uma face §;; vamos considerar o alongamento-0 sequndo a sua diago-
nal menor [Vy, Vye|. Trata-se, por defini¢ao, da aplicacao linear que fixa todos
os vectores ortogonais a essa diagonal e que transforma o vector D := Ve —V;
em 0D, onde # é uma constante > 1. Dado um z € R”, a imagem z’ pelo
dito alongamento é dada por:

x’:x+(9—1)(|:|”bﬁ)2>1).

Vamos escolher para 6 o valor 1/4/1 —§/p. Com cdlculos algo complicados
podemos provar o teorema seguinte que estabelece a forma da face em estudo:

TEOREMA 5. O alongamento- transforma os Vi que ocorrem em (9)
num sistema ortonormado. Portanto, §1; transforma-se num 6-cubo de lado
1.

Note-se que cada face §;; pode alongar-se de muitos modos para se trans-
formar num cubo unitario. Escolhe-se uma qualquer face §rg que contenha
S1s e alonga-se R? ao longo da diagonal menor de §Frg, com parametro
0 = 1/4/1—¢/p, onde ¢ é a dimensao de Frs. Frs transforma-se num
e-cubo unitéario, pelo que todas as suas faces, incluida §;s, se transformam
em cubos unitarios de dimensoes correspondentes.
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6 Os Automorfismos de ¢

Um automorfismo de €y é um operador linear de Xy que transforma €, em
si mesmo. O conjunto de todos os automorfismos de €, constitui um grupo
que denotamos por Aut €.

Por exemplo, como o sistema de desigualdades (1) é invariante por per-
mutagao das coordenadas zi,...,x,, cada permutacao determina e pode
identificar-se com um automorfismo de €y; por razao analoga, a simetrizacao,
T +— —x, ¢ um automorfismo de €. Pode provar-se que

TEOREMA 6. Aut €y € constituido pelas aplicacoes de permutacao e pelas
suas simétricas.

Vamos apresentar um esqueleto de demonstracao. O Corolério 4 diz que
+Vy, ..., £V sao os vértices de grau p — 1 de €. Designemos por H
o invélucro convexo destes vértices. De entre eles, os p que vao com sinal
‘+7 sao os vértices de um simplice S, regular e centrado na origem; os outros
sao os vértices do oposto —S. Como um automorfismo de €, preserva graus,
todo o automorfismo de &€, é automorfismo H. Prova-se, depois, que um
automorfismo de H transforma S em S, ou S em —S. O teorema resulta
de os automorfismos de um simplice regular se poderem identificar com as
permutagoes dos seus vértices.

7 llustracao e Exemplos

Os resultados das seccoes anteriores sobre as dimensoes, o nimero e formato
das faces, os graus dos vértices, etc, permitem retirar a conclusao, ha muito
intuida, de que €, é um hexdgono regular para p = 3, e um dodecaedro
rombico para p = 4. Quando p = 5, €3 é um politopo de dimensao 4; de
acordo com as férmulas (5), tem 20 facetas que sdo cubos ‘martelados’, 60
faces bidimensionais que sao quadrados ‘martelados’, 60 arestas e 30 vértices.
Nao sabemos se tal criatura e as que se lhe seguem nas dimensoes maiores
tém nome de baptismo.

Vamos ver o que nos diz o Teorema 5 sobre a forma e medidas das faces
proprias de €. Note-se, para ja, que um d-cubo de aresta 1 tem diagonais
todas de comprimento /0. Fazendo-se a compressio segundo uma diagonal
do é-cubo, com factor V1 — §/p, uma boa maneira de imaginar as faces do
politopo resultante é ter em conta as diagonais explicitadas em (6), cujos
comprimentos sao, conforme dissemos,

(10) \/5—((5—2/@)2/]97 para k=0,1,...,0.
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Daqui resulta, em particular, que as arestas de &, tém todas o mesmo com-
primento: V1 —1/p. Cada face de dimensao 2 resulta de um quadrado de
lado 1 comprimido segundo uma diagonal, isto é, um rombo com diagonal
maior v/2 (a diagonal inalterada do quadrado original) e diagonal menor
Vv2V1 —2/p. Cada face de dimensdo 3 (para p > 4) é um cubo ‘martelado’
com diagonais de dois tamanhos: a diagonal menor mede V3 —9/p e as
outras trés diagonais medem V3 — 1/p. De um modo geral, os § + 1 valores
possiveis de k produzem, em (10), |d/2] 4+ 1 comprimentos possiveis para as
diagonais. Na figura 8 representamos em perspectiva as faces tridimensio-
nais para os valores de p: 5, 6 e 20; para cada um destes valores mostramos
apenas um exemplar de um total de 20, 120 e 149419800 cubos ‘martelados’,
respectivamente. Na segunda linha figuram as faces bidimensionais para os
valores de p indicados. Para p = 4, a face tridimensional de €, é o dodecaedro
rombico com facetas iguais ao rombo representado.

figura 8

As compressoes foram feitas segundo diagonais ‘verticais’. Para p = 20, o
factor de compressao do cubo é de cerca de 92%, o que d4 um sélido muito
proximo do cubo original, cujas facetas sao todas iguais ao rombo da linha de
baixo, com diagonal menor cerca de 95% da diagonal maior. De facto, é 6bvio
que a sequéncia de faces de dimensao 9, que se obtém fazendo sucessivamente
p=0d+1,0+2,0+3,..., tem por ‘limite’ um d-cubo de aresta 1.

Vamos agora mostrar, para dimensoes pequenas, o0 modo como os polito-
pos S e H, definidos na seccao 6, se posicionam dentro de &.

No caso p = 3, €, ¢ um hexagono regular assente no plano x;+xy+x3 = 0;
S é um triangulo equilatero e H é, por isso, o préprio hexagono, conforme
mostra a figura:
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S

figura 9

De acordo com o Teorema 6, cada automorfismo do hexdgono é determi-
nado por uma permutacao dos vértices do triangulo S, seguida, ou nao, de
uma simetrizacao relativamente a origem. Por exemplo, uma rotacao de 60°
(em torno da origem) é determinada por uma permutagcao ciclica dos vértices
de S — ou seja, por uma rotacao de 120° — seguida de simetrizagao.

No caso p = 4, S e —S sao tetraedros regulares e H é um cubo como
mostra a figura 10. Os vértices do cubo sao os vértices de grau 3 do dodecae-
dro €;. Os outros 6 vértices do dodecaedro, todos de grau 4, determinam um
octaedro regular, o dual do cubo! Isto faz pensar em algo mais, como a de-
terminagao de relacoes de dualidade existentes entre ‘subpolitopos’ notaveis
de €y em dimensoes elevadas. A figura 11 mostra a situacao, ilustrando, de
algum modo, o facto de os automorfismos do dodecaedro serem exactamente
os mesmos que os do cubo H.

Jigura 10 figura 11

8 Células Vizinhas

Nesta secgao tratamos as relagoes de €y com as células suas vizinhas: quantas
e quais as células que tocam €47, de que modo se tocam?, etc.

Claro que nem todas as células intersectam €;. De facto, a célula-a
intersecta € se e 86 se a é de soma nula e tem coordenadas 0, 1 e —1.

Toda a célula intersecta €, segundo uma face comum as duas células,
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mais precisamente: €, N &y é a face §pn de &y, onde
P:={i:a,=1} e N:={j:a; =-1}.

A dimensao desta face de contacto é o nimero de coordenadas nulas de a.
Também nao ¢é dificil mostrar que uma face §;; de € é também face
de uma célula vizinha se e sé se |I| = |J|. Disto resulta que a intersecgao
de duas células tem dimensao da mesma paridade que p. Assim, nem todas
as faces de € resultam da interseccao de €, com uma célula vizinha. Por
exemplo, no caso p = 3 (de células hexagonais), duas células, quando se
intersectam, fazem-no segundo uma aresta, mas nao segundo um vértice. No
caso p = 4 (de células dodecaédricas) duas células, quando se intersectam,
fazem-no segundo um rombo ou um vértice — nunca segundo uma aresta.
A partir destes resultados simples, torna-se facil fazer algumas contagens.
Por exemplo, a face §r; é comum a (ll |G||J|) células €, distintas (€, incluida).
E o ntimero de células €, distintas que intersectam &€, segundo uma face de

dimensao 6 =p — 2k é
p\(p—Fk
k k)
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