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Seccao 1

Definigdbes e motivagao
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Politopos
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Politopos

Um politopo é:

O invélucro convexo de um con- Uma interseccdo (limitada) de
junto finito de pontos de R”. semiespacos de R”".
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vértices do politopo +— conjunto minimo de pontos

facetas do politopo <+— conjunto minimo de semiespagos

Jodo Gouveia (UC) Representagao de politopos ENSPM 2014 3/28



Programacao linear e politopos

Um programa linear € um problema de optimizagao do tipo:
maximizar (c, x)
(a1, x) < by
sujeito a

(@m, x) < bm
x € R
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Programacao linear e politopos

Um programa linear € um problema de optimizagao do tipo:
maximizar (c, x)

(a1, x) < by

sujeito a : = x esta num politopo P
(@m, x) < bm
x € R"
Queremos optimizar sobre um politopo uma direc¢ao dada

! .
PL é facil: polinomial no nimero de facetas/vértices
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Optimizacao combinatéria

Podemos transformar canonicamente muitos pro-
blemas de opimizagao combinatéria em progra-
mas lineares.
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Optimizacao combinatéria

Podemos transformar canonicamente muitos pro-

blemas de opimizagao combinatéria em progra-

mas lineares.

Problema do caixeiro viajante

Dadas algumas cidades, qual o caminho circular

mais curto, passando por todas, sem repeticao?

Politopo do caixeiro viajante

Para cada circuito C de n cidades, seja x¢ € R()

dado por (xc){ijy = dqijec- O seu invdlucro

convexo € o politopo do caixeiro viajante, TSP(n). g

Problema do caixeiro viajante reformulado Da-
das distancias dy; ;, da cidade / a j resolver

minimizar (d, x)
sujeitoa x € TSP(n)
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Uma tactica para evitar demasiadas facetas é adicionar variaveis
extra.

Jodo Gouveia (UC) Representagado de politopos ENSPM 2014 6/28



Uma tactica para evitar demasiadas facetas é adicionar variaveis
extra.

Jodo Gouveia (UC) Representagado de politopos ENSPM 2014 6/28



Uma tactica para evitar demasiadas facetas é adicionar variaveis
extra.

Jodo Gouveia (UC) Representagado de politopos ENSPM 2014 6/28



Uma tactica para evitar demasiadas facetas é adicionar variaveis
extra.

Jodo Gouveia (UC) Representagado de politopos ENSPM 2014 6/28



Uma tactica para evitar demasiadas facetas é adicionar variaveis
extra.

Jodo Gouveia (UC) Representagado de politopos ENSPM 2014 6/28



Uma tactica para evitar demasiadas facetas é adicionar variaveis
extra.

Politopos podem ser projeccdes de outros com muito menos facetas.

Jodo Gouveia (UC) Representagado de politopos ENSPM 2014 6/28



Uma tactica para evitar demasiadas facetas é adicionar variaveis
extra.

Politopos podem ser projeccdes de outros com muito menos facetas.

Ben-Tal - Nemirovski

2"-gonos regulares sao
projeccoes de politopos
com 2n facetas.

Jodo Gouveia (UC) Representagado de politopos ENSPM 2014 6/28



Uma tactica para evitar demasiadas facetas é adicionar variaveis
extra.

Politopos podem ser projeccdes de outros com muito menos facetas.

Ben-Tal - Nemirovski Politopo de Paridade

2"-gonos regulares sao Pp, o invélucro dos pontos 0/1 com

projeccdes de politopos ndmero par de 1’s, tem 2"~ facetas e

com 2n facetas. vértices mas é a projecgao de um politopo
com O(n?) facetas.
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Questoes

Varias perguntas se levantam:

Questao 1

Dado um politopo P, qual o menor numero possivel de facetas de um
politopo que se projecta em P?
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Questoes

Varias perguntas se levantam:

Dado um politopo P, qual o menor numero possivel de facetas de um
politopo que se projecta em P?

Esta € a complexidade de extensao de P e denota-se por xc(P).

Sera a complexidade de extensdo de TSP(n) polinomial em n?

Tentativas de provar P = NP usavam extensoes do TSP, e a
motivagao de Yannakakis era provar a sua inviabilidade.
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Seccao 2

Teorema de Yannakakis
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Matriz de folgas

seja P um politopo com facetas dadas por hy(x) > 0,...,hs(x) >0, e
vértices pi,...,py.
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Example: Para o cubo unitario:

0
0
0

- oo

RN
0

0

x>0 i
y>0
z>0
1—-x>0
1-y>0
1—-2z>0
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Matriz de folgas

seja P um politopo com facetas dadas por hy(x) > 0,...,hs(x) >0, e
vértices pi,...,py.

A matriz de folgas de P é a matriz Sp € R’*¥ dada por
(1,1) = hi(p;)-
Example: Para o cubo unitario:
SRR
0 0
0 0

- oo

x>0

y=>0

z>0
1—-x>0
1-y>0
1—-2z>0

o 1t 0o o0 1 0 1 A1
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seja P um politopo com facetas dadas por hy(x) > 0,...,hs(x) >0, e
vértices pi,...,py.

A matriz de folgas de P é a matriz Sp € R’*¥ dada por
(1,4) = hi(p))-

Example: Para o cubo unitario:

0 1 0 0 1 0 1 1

0 0 1 0 1 1 0 1

0 0 0 1 0 1 1 1
x>0 o 1 0 0 1 0 1 17
y>0 o o 1 o 1 1 1
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Matriz de folgas

seja P um politopo com facetas dadas por hy(x) > 0,...,hs(x) >0, e
vértices pi,...,py.

A matriz de folgas de P é a matriz Sp € R’*¥ dada por
(1,4) = hi(p))-

Example: Para o cubo unitario:

O‘ 1 ‘O‘O ‘ 1 ‘0 ‘ 1 ‘ 1

0 0 1 0 1 1 0

0 0 0 1 0 1 1

x>0 [0 1 0 0 1 0 1 1]
y>0 o 0o 1 0 1 1 0 H
z>0 o 0 0 1 0 1 1 1
1-x>0 1 0 1 1 0 1 0 0
1-y>0 1 1 0 1 0 0 1 0
1—z>0 [ 1 1 1 0 1 0 0 0 |
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Factorizagcoes nao negativas

Seja M uma matriz m por n nao negativa.
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Factorizagcoes nao negativas

Seja M uma matriz m por n ndo negativa.
Uma factorizacao nao negativa de M de tamanho & é uma factorizacao

M= A x B,

~— =~

mx xXn
com A e B nao negativas.
Equivalentemente, € uma colecgao de vectores ay,--- ,am € by,--- by
em R} tais que M;; = (a;, b)).
O tamanho minimo de um factorizagao nao negativa de M é a
caracteristica nao negativa de M, rank(M).
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Factorizagcoes nao negativas

Seja M uma matriz m por n ndo negativa.
Uma factorizacao nao negativa de M de tamanho & é uma factorizacao

M= A x B,

~— ~~

mx xXn
com A e B nao negativas.
Equivalentemente, € uma colecgao de vectores ay,--- ,am € by,--- by
em R} tais que M;; = (a;, b)).
O tamanho minimo de um factorizagao nao negativa de M é a
caracteristica nao negativa de M, rank(M).
Exemplo:

N W=
- N
[

—_ a O
o —
NN —
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Teorema de Yannakakis

Teorema (Yannakakis 1991)
seja P um politopo e S a sua matriz de folgas.
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Teorema de Yannakakis

Teorema (Yannakakis 1991)
seja P um politopo e S a sua matriz de folgas. Entdo

xc(P) = rank(S).

Tranformamos um problema geométrico muito dificil num problema
algébrico muito dificil.
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Hexagono

Consideremos o hexagono regular.
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Hexagono

Consideremos o hexagono regular.

Tem matriz de folgas 6 x 6.

O —=MNDN—=0
- NN+ 0O0
MNN—=-O O =
NDN=-200O0=0DMN
- OO -=DMNDN
QO —=-DNDN =
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Hexagono

Consideremos o hexagono regular.

Tem matriz de folgas 6 x 6.

101007, _
0012 2 1 T
10012 2 oo al[121 000
2 100 1 2} 001100
221 0 0 1 010 0 1
122100 I | KR AR
012210 1000 0 1
(0021 0" -
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Hexagono

Consideremos o hexagono regular.

Tem matriz de folgas 6 x 6.
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Seccao 3

Resultados recentes em complexidade de

extensoes
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Politopo do caixeiro viajante

Yannakakis ndo provou exactamente o que queria, mas andou la perto.
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Yannakakis ndo provou exactamente o que queria, mas andou la perto.

Teorema (Yannakakis 1991)

Se uma extensao do TSP(n) respeitar a simetria deTSP(n), entao tem
um numero de facetas exponencial em n.
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Teorema (Yannakakis 1991)

Se uma extensao do TSP(n) respeitar a simetria deTSP(n), entao tem
um numero de facetas exponencial em n.

Recentemente a hipdtese de simetria foi questionada.

Teorema (Kaibel-Pashkovich-Theis 2010)
A simetria importa nos tamanhos das extensoes.
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Politopo do caixeiro viajante

Yannakakis ndo provou exactamente o que queria, mas andou la perto.

Teorema (Yannakakis 1991)

Se uma extensao do TSP(n) respeitar a simetria deTSP(n), entao tem
um numero de facetas exponencial em n.

Recentemente a hipdtese de simetria foi questionada.

Teorema (Kaibel-Pashkovich-Theis 2010)

A simetria importa nos tamanhos das extensoes.

Finalmente alcangou-se o pretendido.

Teorema (Fiorini-Massar-Pokutta-Tiwary-Wolf 2012)

xc(TSP(n)) cresce exponencialmente com n.
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Problema do emparelhamento

Problema do emparelhamento

Dado um conjunto par de pontos, como os dividir em pares cuja soma
das distancias seja minima?.
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Problema do emparelhamento
Problema do emparelhamento

Dado um conjunto par de pontos, como os dividir em pares cuja soma
das distancias seja minima?.

Politopo de emparelhamento

Para cada emparelhamento M de 2n pontos, seja xy € R(?) dado por
(xm){ijy = ijrec
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Problema do emparelhamento
Problema do emparelhamento

Dado um conjunto par de pontos, como os dividir em pares cuja soma
das distancias seja minima?.

Politopo de emparelhamento

Para cada emparelhamento M de 2n pontos, seja xy € R(?) dado por
(xm){ijy = dgijrec- O invdlucro destes pontos € o politopo de
emparelhamento, MATCH(n).
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Problema do emparelhamento (continuacao)

Problema do emparelhamento reformulado

Dadas distancias dj;;, de i a j resolver
“minimizar (d, x)

sujeitoa x € MATCH(n)
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Problema do emparelhamento reformulado

Dadas distancias dj;;, de i a j resolver
“minimizar (d, x)
sujeitoa x € MATCH(n)

Como o problema do emparelhamento € resolivel em tempo
polinomial, seriam de esperar pequenas extensoes de MATCH(n).
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Problema do emparelhamento (continuacao)

Problema do emparelhamento reformulado

Dadas distancias dj;;, de i a j resolver
“minimizar (d, x)

sujeitoa x € MATCH(n)

Como o problema do emparelhamento € resolivel em tempo
polinomial, seriam de esperar pequenas extensoes de MATCH(n).

Teorema (Yannakakis 1991)

Se uma extensao de MATCH(n) respeitar a simetria de MATCH(n),
entdo tem um numero exponencial de facetas em n.

Simetria € uma hipdtese especialmente forte neste caso. Ainda assim:
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Problema do emparelhamento (continuacao)

Problema do emparelhamento reformulado

Dadas distancias dj;;, de i a j resolver
“minimizar (d, x)

sujeitoa x € MATCH(n)

Como o problema do emparelhamento € resoluvel em tempo
polinomial, seriam de esperar pequenas extensoes de MATCH(n).

Teorema (Yannakakis 1991)

Se uma extensao de MATCH(n) respeitar a simetria de MATCH(n),
entdo tem um numero exponencial de facetas em n.

Simetria € uma hipdtese especialmente forte neste caso. Ainda assim:

Teorema (Rothvoss 2013+)

xc(MATCH(n)) cresce exponencialmente com n.

Assim o programa linear canénico nao captura a.complexidade.
Jodo Gouveia (UC) Representagado de politopos ENSPM 2014 16/28



Poligonos

O que sabemos sobre extensdes de poligonos?
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Poligonos

O que sabemos sobre extensdes de poligonos?
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Poligonos

O que sabemos sobre extensdes de poligonos?

XC(P3) =3 | xc(Ps) =4 | xc(Ps) =5 | xc(Ps) =5 ou xc(Pg) =6

Teorema (Shitov 2013)

Todos os heptagonos tém complexidade de
extensao exactamente 6.
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Poligonos

O que sabemos sobre extensdes de poligonos?

XC(P3) =3 | xc(Ps) =4 | xc(Ps) =5 | xc(Ps) =5 ou xc(Pg) =6

Teorema (Shitov 2013)

Todos os heptagonos tém complexidade de
extensdo exactamente 6.

XC(P7) =6
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Poligonos

O que sabemos sobre extensdes de poligonos?

XC(P3) =3 | xc(Ps) =4 | xc(Ps) =5 | xc(Ps) =5 ou xc(Pg) =6

Teorema (Shitov 2013)

Todos os heptagonos tém complexidade de
extensdo exactamente 6.

Corolario

Todos os n-gonos tém complexidade de extensao xc(P7) =6

menor ou igual a [6n/7].
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Poligonos (continuagao)

Lema

A complexidade de extens@o de um n-gono é pelo menos log,(n).
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Lema

A complexidade de extens@o de um n-gono é pelo menos log,(n). (De
facto pelo menos por volta de 1.440 - - -log,(n))
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Poligonos (continuagao)

Lema

A complexidade de extens@o de um n-gono é pelo menos log,(n). (De
facto pelo menos por volta de 1.440 - - -log,(n))

Teorema (Ben-Tal - Nemirovski 2001)

A complexidade de extensao de um n-gono regular € no maximo
2[logy(n)].
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Poligonos (continuagao)

Lema

A complexidade de extens@o de um n-gono é pelo menos log,(n). (De
facto pelo menos por volta de 1.440 - - -log,(n))

Teorema (Ben-Tal - Nemirovski 2001)

A complexidade de extensao de um n-gono regular € no maximo
2[logy(n)].

Teorema (Fiorini - Rothvoss - Tiwary 2011)
A complexidade de extensao de um n-gono genérico é pelo menos

van.
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Seccao 4

Complexidade de extensao semidefinida
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Programacgao semidefinida

Uma matriz simétrica A é semidefinida positiva (A = 0) se e s6 se
vx e R", x'Ax >0
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Programacgao semidefinida

Uma matriz simétrica A é semidefinida positiva (A = 0) se e s6 se
Vx € R" x!Ax >0 sse eig(A) CR,; sse 3B, A= BB!
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Programacgao semidefinida

Uma matriz simétrica A é semidefinida positiva (A = 0) se e s6 se
Vx € R" x!Ax >0 sse eig(A) CR,; sse 3B, A= BB!

um programa semidefinido (PSD) é um problema do tipo:
maximizar (c, x)
> Aixi = 0
sujeito a

x eR”

onde A; sdo matrizes k x k simétricas.
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Uma matriz simétrica A é semidefinida positiva (A = 0) se e s6 se
Vx € R" x!Ax >0 sse eig(A) CR,; sse 3B, A= BB!

um programa semidefinido (PSD) é um problema do tipo:
maximizar (c, x)
> Aixi = 0
sujeito a = x esta num espectraedro S

x eR”

onde A; sdo matrizes k x k simétricas.
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Programacgao semidefinida

Uma matriz simétrica A é semidefinida positiva (A = 0) se e s6 se
vx € R", x!Ax >0 sse eig(A) CR, sse 3B, A= BB!

um programa semidefinido (PSD) € um problema do tipo:
maximizar (c, x)

>y Aixi = 0
sujeito a = x esta num espectraedro S
x eR”

onde A; sdo matrizes k x k simétricas.

Nota
@ Se restringirms A; a diagonais, recuperamos PI.
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Programacgao semidefinida

Uma matriz simétrica A é semidefinida positiva (A = 0) se e s6 se
Vx € R" x!Ax >0 sse eig(A) CR,; sse 3B, A= BB!

um programa semidefinido (PSD) é um problema do tipo:
maximizar (c, x)
> Aixi = 0
sujeito a = x esta num espectraedro S

x eR”

onde A; sdo matrizes k x k simétricas.

@ Se restringirms A; a diagonais, recuperamos PI.
@ PSD é eficientemente resollvel.
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Complexidade de extensao semidefinida

Uma representagao semidefinida de tamanho k de um politopo P é
uma descrigao

P:{xeR”

Jy s.t. Ay + ZA,'X,’ + EB,’}/,' > 0}
onde A, e B; sdo matrizes reais simétricas k x k.
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Complexidade de extensao semidefinida

Uma representagao semidefinida de tamanho k de um politopo P é
uma descrigao

P:{xeR”

E|y S.t. Ao—I—ZA;X/—I-EB,'y,' >~ 0}

onde A, e B; sdo matrizes reais simétricas k x k.

O quadrado 0/1 é a projeccao
em x1 e x> de

1 X1 X
Xy Xy y | =0

X2 Yy X2
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Complexidade de extensao semidefinida

Uma representagao semidefinida de tamanho k de um politopo P é
uma descrigao

P:{XER”

Jy s.t. Ay + ZA,'X,’ + ZB,’}/,' > 0}
onde A, e B; sdo matrizes reais simétricas k x k.

O quadrado 0/1 é a projeccao
em x1 e x> de

1 X1 X
Xy Xy y | =0

X2 Yy X2

O mais pequeno k para o qual uma representacao existe é a
complexidade de extens&o semidefinida de P, XCpsq(P).
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Factorizagoes semidefinidas

Seja M uma matriz ndo negativa m por n.
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Factorizagoes semidefinidas

Seja M uma matriz ndo negativa m por n. Uma PSD-factorizagao de
M é um conjunto de matrizes k x k semidefinidas positivas,
Ai,-++,Amand By, -- By tais que M;; = (A;, B)).
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Factorizagoes semidefinidas

Seja M uma matriz ndo negativa m por n. Uma PSD-factorizagao de
M é um conjunto de matrizes k x k semidefinidas positivas,
Ai,-++,Amand By, -- By tais que M;; = (A;, B)).

1 1 0
1 0 1
1 1 1
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Factorizagoes semidefinidas

Seja M uma matriz ndo negativa m por n. Uma PSD-factorizagao de
M é um conjunto de matrizes k x k semidefinidas positivas,
Ai,-++,Amand By, -- By tais que M;; = (A;, B)).

12 —1)2 1/2 0 0 0
[71/21}[0 o}[o1}

[2 9] 1 1 0
[§ 9] 1 0 1
[ 1] 1 1 1
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Factorizagoes semidefinidas

Seja M uma matriz ndo negativa m por n. Uma PSD-factorizagao de
M é um conjunto de matrizes k x k semidefinidas positivas,
Ai,-++,Amand By, -- By tais que M;; = (A;, B)).

12 —1)2 1/2 0 0 0
[71/21}[0 o}[o1}

O mais pequeno k para o qual uma factorizagao existe € a
caracteristica semidefinida de M, rankpsq(M).
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Teorema de Yannakakis generalizado

Teorema (G-Parrilo-Thomas 2013)
Seja P um politopo e S a sua matriz de folgas.

Jodo Gouveia (UC) Representagado de politopos ENSPM 2014 23/28



Teorema de Yannakakis generalizado

Teorema (G-Parrilo-Thomas 2013)
Seja P um politopo e S a sua matriz de folgas. Entao

XCpsd(P) = rankpsq(S).
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Teorema de Yannakakis generalizado

Teorema (G-Parrilo-Thomas 2013)
Seja P um politopo e S a sua matriz de folgas. Entao

XCpsd(P) = rankpsq(S).

De facto este teorema aplica-se a mais que politopos e
representacdes semidefinidas.
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O hexagono

Consideremos de novo o
hexagono regular.
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O hexagono

Consideremos de novo o A sua matriz de folgas.
hexagono regular.

oNBdANO
NABANMOO
ABARMPDOON
ANOOMND
NOoOoONAD
coN A BN
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O hexagono

Consideremos de novo o A sua matriz de folgas.
hexagono regular.

0 0 2 4 4 2
2 0 0 2 4 4
4 2 0 0 2 4
4 4 2 0 0 2
2 4 4 2 0 0
0 2 4 4 2 0

110 1 10 0 0 1110 1101

1 1 0 —1 01 1 — 1110 1101

0 010 bl o1 1 -1 |s] 1110 > 0010 |>

1 10 1 0 —1 —1 1 0001 1101

10 0 0 1 -1 10

01 —1 1 -1 1 =10

0 -1 1 —1 |> 1 =1 10 |>

01 —1 1 0 0 0 1
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A sua matriz de folgas.

Consideremos de novo o

hexagono regular.
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O hexagono - continuagao

O hexagono regular tem de ter uma
representacao de tamanho 4.
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O hexagono - continuacao

O hexagono regular tem de ter uma
representacao de tamanho 4.

Considere-se 0 hexagono equivalente
com vértices (+1,0),(0,£1),(1,-1) e
(_1 ) 1)
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O hexagono - continuacao

O hexagono regular tem de ter uma
representacao de tamanho 4.

Considere-se 0 hexagono equivalente
com vértices (+1,0),(0,£1),(1,—-1) e

(—1,1).

1 Xy Xo Xy + Xo

Xq 1y Y2

=< (X1, %) :
(X1, %) Xo i1 Y3
X{+Xo Yo Y3 1
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O hexagono - continuacao

O hexagono regular tem de ter uma

representacao de tamanho 4.

Considere-se 0 hexagono equivalente
com vértices (+1,0),(0,£1),(1,—-1)
(_1 ) 1)

1 Xq

= ¢ (X1, x2) : X 1
X2 14

X1+ Xo Y2

De facto:

Teorema (G-Robinson-Thomas 2013+)

e

Xo  X{+ Xo

14 Y2 “0
1 V3 -
Y3 1

Todos os hexagonos tém complexidade de extensao semidefinida 4.
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Principais questoes em aberto

Pergunta 1

Sera que xcpsq(TSP(n)) crece exponencialmente com n?
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Pergunta 1
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Alguma vez acontece xc(P) >> XCpsq(P)?
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Principais questoes em aberto
Pergunta 1

Sera que xcpsq(TSP(n)) crece exponencialmente com n?

Pergunta 2

Sera que xCpsq(MATCH(n))crece exponencialmente com n?

Pergunta 3

Alguma vez acontece xc(P) >> XCpsq(P)?

Um candidato concrecto na ultima pergunta € STAB(G) de um grafo
perfeito, onde STAB(G) é a formulagao PL do problema do conjunto
estavel maximo.
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Direccoes de investigacao

Trabalho desenvolvido
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Direccoes de investigacao

Trabalho desenvolvido

@ Politopos com dimens&o d tém xcpsq pelo menos d + 1. Para
quais € mesmo d + 1? (G-Robinson-Thomas 2013)
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quais € mesmo d + 1? (G-Robinson-Thomas 2013)

@ O que podemos dizer se tivermos apenas uma factorizagao
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@ Qual a complexidade de extensao demidefinida de um politopo
genérico? (G-Robinson-Thomas 2013+)
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@ Qual a complexidade de extensao demidefinida de um politopo
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aumenta? (Fawzi-G-Robinson 20714+)
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Direccoes de investigacao

Trabalho desenvolvido

@ Politopos com dimens&o d tém xcpsq pelo menos d + 1. Para
quais € mesmo d + 1? (G-Robinson-Thomas 2013)

@ O que podemos dizer se tivermos apenas uma factorizagao
aproximada? (G-Parrilo-Thomas 2013+)

@ Qual a complexidade de extensao demidefinida de um politopo
genérico? (G-Robinson-Thomas 2013+)

@ Se nos restringirmos a factores racionais a caracteristica
aumenta? (Fawzi-G-Robinson 20714+)

Trabalho que gostaria muito de realizar

@ Minimizantes e maximixante Uteis para rankpsg.
@ Explorar as conexdes com a estatistica e computagao quantica.
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Direccoes de investigacao

Trabalho desenvolvido

@ Politopos com dimens&o d tém xcpsq pelo menos d + 1. Para
quais € mesmo d + 1? (G-Robinson-Thomas 2013)

@ O que podemos dizer se tivermos apenas uma factorizagao
aproximada? (G-Parrilo-Thomas 2013+)

@ Qual a complexidade de extensao demidefinida de um politopo
genérico? (G-Robinson-Thomas 2013+)

@ Se nos restringirmos a factores racionais a caracteristica
aumenta? (Fawzi-G-Robinson 20714+)

Trabalho que gostaria muito de realizar

@ Minimizantes e maximixante Uteis para rankpsg.
@ Explorar as conexdes com a estatistica e computagao quantica.
@ Perceber o papel da simetria.
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Conclusao

Para saber mais:

@ Fawzi, G, Parrilo, Robinson, and Thomas.
Positive semidefinite rank.

@ G, PA. Parrilo, and R.R. Thomas.
Lifts of convex sets and cone factorizations.

Mathematics of Operations Research, 38(2):248-264,

2013.

@ G, R.Z. Robinson, and R.R. Thomas.

Polytopes of minimum positive semidefinite rank.
Discrete & Computational Geometry, 50(3):679-699,
2013.
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