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Estes apontamentos foram escritos para as disciplinas Matematica Financeira (Aulas 1-17)
e Optimizagao Financeira (Aulas 18-28) do Mestrado em Mateméatica do Departamento
de Matematica da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade de Coimbra.

Estes apontamentos foram organizados em formato aula-a-aula, tipo lecture notes. Cada
aula esta descrita de forma o mais auto-contida possivel. Evitaram-se, ao maximo, as
referéncias dentro de cada aula e entre aulas. No final de cada licao, colocam-se exercicios
sobre a matéria dada, para resolucao nas aulas ou em trabalho-para-casa.

Os vérios topicos do programa da disciplina foram organizados da seguinte forma:

e Aulas 1-4: modelacao diferencial estocastica de um activo financeiro; breve intro-
ducao ao calculo estocastico.

e Aulas 5-9: modelacdo do prego de opg¢oes europeias (equagao e formula de Black-
Scholes, neutralidade face ao risco, volatilidades implicitas, paridade put-call, delta-
hedging).

e Aulas 10: método binomial.

e Aulas 11-15: modelagdo do prego de outras opgoes (opgoes sobre activos que pa-
gam dividendos, op¢oes sobre futuros, op¢oes americanas, opgoes exdticas e opgoes
dependentes da trajectoria do activo).

e Aulas 16-17: atribuigao de pregos a obrigacoes e introdugao aos modelos de taxas
de juro.

e Aulas 18-19: atribui¢do de pregos a activos financeiros (teorema fundamental) e
detecgao de arbitragem.

e Aulas 20-25: introducgao a seleccao de carteiras.

e Aulas 26-28: outros topicos relevantes (indices de fundos, valor em risco, modelos
de periodos multiplos e ALM).

e Apéndices 1-3: introdugao aos derivados financeiros (forwards, futuros e opgoes).

Os exemplos numéricos foram corridos em MATLAB® (http://www.mathworks.com). As
correspondentes m-files estao disponiveis a partir do enderego http://www.mat.uc.pt/
“1lnv/mf/matlab.html.

A primeira aula e a parte sobre produtos estruturados da aula de opgoes exdticas resulta-
ram da contribuicao do Professor L. Daniel Abreu, a quem se agredece todas as discussoes
sobre os assuntos em causa.

Coimbra, 24 de Janeiro de 2013, LNV.
(Data da ultima revisao: 08/05,/2016.)
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Aula 1: Evolucao Binaria de um Activo Financeiro e o
Preco Justo de uma Opcao

A evolugao do prego de um activo financeiro é uma questao fulcral em Matematica Finan-
ceira. Sao exemplos de activos financeiros, as accoes, as obrigacoes, os indices accionistas,
as mercadorias e as divisas. O modelo binario ¢ talvez o que mais simplesmente descreve
a evolucao do preco de um activo financeiro.

Modelo Binéario

Consideremos um activo financeiro cujo preco no instante ¢ = 0 vale S;. No modelo
binario considera-se que no instante temporal seguinte, 7' = 1, o preco do activo ou sobe
para SlT, com probabilidade p, ou desce para Sf, com probabilidade 1 — p:

/@
=

A titulo de exemplo, consideremos um activo financeiro cujo prego no instante ¢t = 0 vale
So = 20. Sejam SlT =40 e Sf = 10 os valores futuros possiveis para o preco do activo
financeiro no seguinte instante temporal T' = 1:

/’
X

Uma questao que se coloca desde ja é como determinar o valor da probabilidade p.
Sendo p uma medida de probabilidade, qualquer valor entre 0 e 1 é admissivel. Con-
tudo, estamos interessados num jogo justo, isto é, queremos que o preco do activo hoje
seja igual & média dos precos de amanha, descontado a uma taxa de juro r. A medida
de probabilidade p assim calculada designa-se, em Matematica Financeira, por medida
de probabilidade neutra face ao risco (no sentido de nao exigir um prémio de risco, como
veremos mais adiante no curso). Retomando o exemplo anterior temos, com r = 0,

1
20 = (PAO+(1-pl0 = p=3
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e, com r > 0,

T.

Wl N

20 = (p)40+ (1 —p)10] < p = §+

147

Determinacao do Preco Justo de uma Opcao Europeia

As opgoes calls ou puts sdo contratos entre duas partes (comprador e vendedor) sobre um
activo subjacente. A modelacdao do seu prego é outro assunto fundamental neste curso.
O comprador de uma opcao assume uma posicao longa e tem um direito de op¢ao na
maturidade 7" do contrato. Na opcao put, esse direito de opcao é o de vender, ou nao, o
activo subjacente por um determinado prego de exercicio E. Na opgao call, esse direito
de opc¢ao é o de comprar, ou nao, o activo subjacente por um determinado preco de
exercicio F/. O vendedor de uma opgao assume uma posigao curta e tem de se sujeitar ao
exercicio do direito de opgao por parte do comprador. Na seguinte figura, encontram-se
representados os perfis de ganhos de um comprador (posigao longa) de uma opgao put e
de uma opcao call, em funcao do valor do activo Sy na maturidade.

posicao longa, put posicao longa, call

Os ganhos na maturidade sdo analiticamente descritos como max{0, E — Sy} (puts) e
max{Sr — E,0} (calls). Estas opgoes' sdo descritas em maior detalhe em apéndice.
Consideremos uma posigao longa sobre uma opgao put (raciocinio analogo pode ser
feito para o caso de uma call), com pre¢o P em t = 0, preco de exercicio £ e maturidade
T = 1. E possivel modelar o preco desta opcio put através do modelo binario para o

INesta aula e quase durante todo este curso, o estilo das opcoes consideradas sera o europeu, querendo
isto dizer que o direito de opgao s6 pode ser exercicio na maturidade.
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activo subjacente (sendo S| tal que max{0,E — 51} =0e Sf = 5)):

G

(Raciocinio analogo pode ser feito para o caso de uma call.) Desprezando o efeito da taxa
de juro (r = 0) e supondo uma determinada medida de probabilidade, temos que

P =po0+1-p(E-5) = 1-p)(E-5).
Note-se que P é crescente em E e decrescente em S (aqui S = S;). Coloca-se novamente
a questao de como calcular o valor da probabilidade p.

Retomando o exemplo anterior, em que a evolug¢ao do preco do activo era modelada
recorrendo a uma medida de probabilidade neutra face ao risco

/
\
|

a evolugao do preco de uma opcao put sobre este activo seria entao modelada por:

()
&

12 2
P=_0+>(E—-10) = - (E—10).

Logo, obteriamos entao o preco justo
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Volatilidade

Estudemos, agora, o efeito da oscilacao dos pregos futuros do activo financeiro. Esta
oscilagao é medida pela volatilidade o.
Consideremos um activo financeiro cujo prego no instante ¢ = 0 vale S e no instante
temporal seguinte T' = 1 ou sobe para ST = 55, com probabilidade p, ou desce para
= S/o, com probabilidade 1 — p (em que o > 1):

/

Desprezando o efeito da taxa de juro (r = 0) e supondo uma medida de probabilidade
neutra face ao risco, temos
1 1—»p

1
— 1—p)= — - -7
S = (p)aS+( p)JS = D 75 ¢ ° P

A evolucao do preco de uma opg¢ao put sobre este activo é entao modelada por:

/

(Raciocinio analogo pode ser feito para o caso de uma call.) Logo,

P = (p)0+(1—p) (E—%S).

Assim, P é crescente em o, ou seja, o pre¢co do contrato de uma opcao put é funcao
crescente da volatilidade.
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Volatilidade Implicita

Vejamos a volatilidade implicita quando uma opgao put (raciocinio analogo pode ser feito
para o caso de uma call) é transaccionada ao pre¢o P;. Temos entao:

e

o—

Desprezando o efeito da taxa de juro (r = 0) e supondo uma medida de probabilidade
neutra face ao risco, chegamos as equagoes

P= o+ (-p) (B-1s) = - (E-25) o p=

cuja solucao em p e o é dada por

E— P S+ P

P="F+s ¢ 727 E_p-

Este valor de o é a volatilidade implicita (no prego P da opgao).

Exercicios
1. Utilizando a notacao da secgao desta aula intitulada Volatilidade:

(a) Demonstre que o preco P de uma opgao put é func¢ao crescente do prego de
exercicio F.

(b) Demonstre que o pre¢o P de uma opg¢ao put é fungao decrescente do prego do
activo subjacente S.

(c) Demonstre que o prego P de uma opgao put é fungao crescente da volatilidade o.

(d) Demonstre que o preco P de uma opgao call é fun¢do decrescente do prego de
exercicio F.

(e) Demonstre que o pre¢co P de uma opg¢ao call é fungao crescente do prego do
activo subjacente S.

(f) Demonstre que o prego P de uma opgao call é fun¢do crescente da volatili-
dade o.
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Aula 2: Modelagao (Estocéastica) do Valor de um Activo
Financeiro

Encontramos frequentemente, na imprensa especializada, graficos que reproduzem a evo-
lucao de activos financeiros ao longo de determinados periodos de tempo.

Tém especial interesse (sobretudo para conhecimento dos diversos mercados) os gra-
ficos que reproduzem a evolugao ao longo do tempo dos principais indices accionistas:
PSI20 (Portugal), IBEX35 (Espanha), FTSE100 (Inglaterra), CAC40 (Franca), S&P500
(EUA), DJIA (EUA), Nikkei225 (Japao).

Nestes graficos observam-se pequenas oscilagoes irregulares de elevada frequéncia. Es-
tas oscilagoes parecem indicar nao ser possivel detectar um padrao de comportamento
temporal, ou seja, parece que o que aconteceu no passado nao influéncia o comporta-
mento futuro.

Assim, a hipotese basica para o desenvolvimento de um modelo para a evolugao de
um activo financeiro ao longo do tempo assenta na impossibilidade de conhecer ou prever
o seu valor futuro com base em dados histéricos. Desta hipétese nao resulta, necessari-
amente, a conclusao de que a informacao historica sobre o valor de um activo nao possa
ser analisada & luz do conhecimento estatistico sobre séries temporais. Seria possivel,
por exemplo, analisar os saltos mais provaveis no comportamento temporal do activo fi-
nanceiro, estimando a sua média e variancia. Porém, estes aspectos serao ignorados na
modelacao de derivados financeiros.

O comportamento aleatorio de um activo financeiro resulta, essencialmente, do facto
dos mercados reagirem imediatamente a qualquer nova informacao sobre o activo ou sobre
o mercado em geral. O precgo actual é o corolario de um desempenho histérico, que sobre
ele foi reflectido, mas este preco vale apenas por si e nao transporta consigo informagao
adicional.

Suponhamos que o valor de um activo financeiro no instante ¢ ¢ dado por S(t). Es-
tamos interessados em olhar para o que se passa num instante temporal seguinte, que
designaremos por t + At, e estudar a forma como S(t + At) se relaciona com S(t). Esta
relacao deve ser estudada de forma relativa, considerando o quociente

S(t+ At) — S(t)
S(#) '

Por exemplo, uma variacao de um euro no valor de uma acg¢ao que vale cinco euros é mais
significativa do que uma variagao de um euro numa acgao cotada a vinte euros.

Analisaremos este quociente de forma deterministica, para, depois, considerar o caso
estocastico. No caso deterministico, faremos At tender para zero sem grandes constran-
gimentos mateméticos. O limite At — 0 no caso estocéstico levanta questoes matema-
ticas delicadas, do ambito da analise ou calculo estocastico. Nesta disciplina, o calculo
estocéstico é estudado sem a profundidade porventura desejavel. O nosso objectivo passa,
antes, por chegar rapidamente ao modelo (deterministico) de Black-Scholes, recorrendo,
sem demonstragao, a resultados da analise estocéstica.
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O Modelo Deterministico

Se o preco do activo se comportasse, durante o periodo de tempo em causa, como um
activo financeiro sem risco, entao o retorno ou incremento relativo seria igual a

S(t+ At) — S(t)
S(t)

= pAt,

em que 4 é um parametro a variar entre 0 e 1 (que, por agora, pode ser interpretado como
uma taxa de juro). Neste modelo,
S(t+ At) — S(t)
At

= uS(t).

Tomando o limite quando At tende para zero no membro do lado esquerdo desta equacao e
supondo que S(t) representa ai uma fungao diferenciavel, resultaria na equagao diferencial
ordinéria (linear e de primeira ordem)

as

) = us(e)

(Deu-se aqui um abuso de notagao. A funcgao S(t), resolugao desta equagao diferencial,
ja ndo é a mesma quantidade S(t) das primeiras equagdes da aula.) Neste caso, em que
estamos a supor que g nao depende do tempo t e do valor do activo S(t), a solu¢ao do
problema de valor inicial definido por esta equacao diferencial ordinaria e pela condigao
inicial S(tg) = Sy ¢ dada por

S(t) = S()G‘LL(t_tO).

Note-se que o problema de valor inicial

Pty = us(t) e Slto) =5,

pode ser escrito, utilizando o teorema fundamental do calculo integral, na forma de uma
equacgao integral
t
S(t)— Sy = / wS(u) du.

to
Deixamos uma nova chamada de atencao para a utilizacao de uma notagao que pode
ser enganadora. Veja-se que a solugao S(t) deste problema de valor inicial nao satisfaz a
formula [S(t + At) — S(t)]/At = uS(t). Esta formula corresponde, alids, & aproximagao
gerada pelo método de Euler explicito ou progressivo para este problema de valor inicial.

O Modelo Estocastico

O modelo, para ser realistico, deve ter em consideracao um comportamento aleatério no
retorno, escrito de forma relativa como [S(t + At) — S(t)]/S(t). S6 assim é possivel tomar
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em consideracao a influéncia de factores externos e inesperados no comportamento do
prego de um activo financeiro. O modelo estocéstico assenta no pressuposto de que

St + At) — S(t)

=0 = pAt+oAX(t)

em que AX(t) = X(t + At) — X(1).

O ntimero o é conhecido por volatilidade e est4 associado ao desvio padrao do retorno,
como veremos mais a frente. Para ja suporemos que a volatilidade é constante (ou seja, nao
dependente de t oude S(t)). A aleatoriedade foi introduzida no modelo através do processo
estocastico { X (f) }+>0. Quando o = 0, o modelo reduz-se ao caso deterministico anterior,
em que o futuro nao incorpora incerteza. A volatilidade é medida entre 0 e 1, sendo
frequentemente apresentada em valores percentuais. As accOes e os indices accionistas
costumam apresentar volatilidades mais elevadas, entre os 5% e os 40%. As acgdes de
empresas de alta tecnologia sao das mais volateis. As obrigagoes, por sua vez, tém baixa
volatilidade.

O parametro u esté associado ao retorno (esperado) do activo financeiro. Este para-
metro é conhecido por deriva ou flutuagao (drift) e é, por enquanto, também considerado
constante.

Geraram-se, em MATLAB, trajectorias discretas de S(t) através desta formula, para
valores de t entre 0 e 100, com S(0) = 100. O valor escolhido para At foi de 0.1. Os
valores gerados para AX (t) seguiram a lei normal descrita mais a frente. Em todos os
casos tomou-se 1 = 0.02. Os primeiros dois graficos correspondem aos casos 0 = 0.02 e
o = 0.05. Como a volatilidade é relativamente pequena nota-se a tendéncia de subida
associada a deriva.

mu = 0.02 e sigma = 0.02

1200

1000 -

800

Sit)
=

400 -

200k
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mu = 0.02 e sigma = 0.05

1500

1000

Si)

500

Os dois graficos seguintes correspondem aos casos ¢ = 0.1 e 0 = 0.2. O efeito do
aumento da volatilidade é bem visivel.

mu=0.02 e sigma=010
4000

3800
3000
2500

£ 2000
1500
1000

200




Aula 2 — Matemaética Financeira 12

mu =002 e sigma =020
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A escolha do processo estocastico deve procurar reflectir o que se observa, empirica-
mente, no comportamento temporal do valor de um activo. Sao vérias as caracteristicas
que os incrementos AX (t) = X (t+ At) — X (¢) devem satisfazer. Em primeiro lugar, a sua
média deve ser nula. Depois, ¢ natural impor que os incrementos sejam independentes,
ou seja, que as variaveis aleatorias

X(t) — X(0), X (ts) — X(t1),- ... X(tr) — X (ts_1)

(com X(0) = xy € R) sejam independentes para todos os valores 0 < t; < -+ < t;.
Nao é dificil argumentar, também, que os incrementos sejam estacionérios, ou seja, que
as distribuigoes dos processos estocésticos

{(X(t1+h) = X(t)nzo e {X(t2+h) — X(t2) bnx0

sejam as mesmas, quaisquer que sejam os valores dos reais nao-negativos t; e t,. Final-
mente, ¢ mais do que razoavel obrigar as trajectorias do processo estocéstico { X (t)}+>0 a
serem continuas.

Acontece que o tnico processo estocastico a verificar estes quatro requisitos é o mo-
vimento Browniano. A defini¢ao rigorosa do movimento Browniano é omitida. Sabe-se
que os incrementos de um movimento Browniano seguem uma distribuicao normal. Mais
concretamente,

X(t+ At) — X(t) ~ N(0,VA?).
Assim sendo,
E(AX(t) =0 e V(AX(t) = At
Além disso, se X(0) = xy € R entao, como neste caso At =t e X(t + At) — X(0) =
X(t) — X,
X(t) ~ N(wo, V1)
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admite a funcao densidade? dada por
1 1 9
gi(x) = \/?ﬂexp (—g(x — Zp) ) :

Vamos comegar por ver algumas das propriedades dos incrementos AS(t) = S(t +
At) — S(t) assim definidos, no caso em que S(¢) ndo ¢ uma variavel aleatoria. Estes
incrementos obedecem, por definicao, a

AS(t) = pSt)At +oS(t)AX(1).
Como E(AX(t)) =0, a média de AS(t) é dada por
E(AS(t)) = E(uSH)At+oS(t)AX(t)) = pS(t)At.

Podemos, assim, afirmar que, em média, o valor de S(t + At) é superior ao de S(t) em
pS(t)At. Além disso, E(AS(t))/S(t) = pAt, o que nos indica que o parametro u ¢é
proporcional & esperanga do retorno (ou incremento relativo) AS(t)/S(t) = (S(t + At) —
S(1))/S(t).
A variancia de AS(t) pode também ser calculada facilmente
V(AS(t)) = E(AS(t)?) - E(AS(t))?
= E([uS(t)At + oSHAX (1)) — [uS(t) At)?
= 02S5(t)*At.

O desvio padrao de AS(t) ¢é igual a 0S(t)VAt. Neste modelo, a volatilidade é propor-
cional ao desvio padrdo do retorno (ou incremento relativo) AS(t)/S(t) = (S(t + At) —

S(8)/5().

2Recorde-se que a funcdo densidade de uma distribuicdo normal com média [i e desvio padrdo & é

dada por g(z) = &\}ﬂ exp (— g2z (z — )?).
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Aula 3: Modelagao (Diferencial Estocastica) do Valor de
um Activo Financeiro

Vimos que a variagao incremental no valor de um activo financeiro, baseia-se, empirica-
mente, na férmula

S(t+At) = S(t) + pS(t)At + oSHAX(2).

A partir desta férmula é possivel gerar diferentes trajectorias discretas para uma sucessao
de valores temporais.

No entanto, é preferivel considerar um modelo em tempo continuo, tomando o limite
quando At tende para zero. A equagao diferencial (estocastica) resultante possibilitar-
nos-a, entre outras coisas, modelar o preco de derivados que tenham por base o respectivo
activo financeiro.

Considere-se uma parti¢ao do intervalo [ty,t] representada por

Ao somar, membro a membro, a formula
S(t; +Aty) = S(t;) + pS(ty)At; +0S(t;)AX(¢)),

para j =0,...,k—1 et =1, obtém-se

S(t) = S(ty) + i uS(t) At + i oS(t)AX(t;).

Interessa-nos considerar o caso em que a condi¢ao inicial é deterministica:
S(to) = S € R.

O valor inicial tg é qualquer em [0, +00).

A passagem ao limite quando At; tende para zero nao levantaria problemas de maior
no caso deterministico, onde a técnica de integracao seria, por exemplo, a da integracao a
Riemann. O caso estocéstico é, porém, muito mais delicado. O seu tratamento é objecto
de estudo da analise estocastica. Tal estudo esta fora dos objectivos de um curso basico
de Matematica Financeira.

O limite quando At; tende para zero pode ser representado por

t t
St = SO+/ Ms’tdt+“/ O'Stht” (1)

to to
com
Stg = 59 € R.
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O primeiro integral resulta na variavel aleatoria ( fti wSidt) que, a cada w no seu espago
de estados, faz corresponder

t
/t0 wSydt(w) = alklglo Z/LS

em que a, = maxo<j<ip—1 At;. Este integral pode ser interpretado a Riemann, se suposer-
mos que S(t)(w) é uma fungao limitada entre ¢y e ¢. O integral entre aspas é um integral
estocastico, conhecido por integral de It6, cuja definicao é omitida. O processo estocastico
resultante {S;}i>¢, € um processo estocéstico de Ito.

A equagao integral estocastica (1) que define o processo de Itd {S;}i>y, € escrita na
forma diferencial

dSt = (,uSt)dt—i— (O'St>dXt.

O célculo estocéstico é, por definigao, integral. Esta forma diferencial confere uma no-
tagao mais simples e permite estabelecer manipulagoes algébricas que facilitam diversas
operagoes. Um dos instrumentos mais poderosos do calculo estocastico (e que sera de-
terminante para a modelagao do prego de derivados) é a Formula de It6 (um resultado
também conhecido como Lema de 1t0).

Teorema 1 Seja {S;}i>1, 0 processo de Ité acima “definido”. Seja f(t,S) uma funcao
duas vezes continuamente diferencidvel em [0,400) x (0,400).

Nestas condigoes, o processo estocdstico {Ri}i>i, definido por Ry = f(t,S;) € um
processo de Ito e a equacao integral estocdstica a ele associada pode ser escrita, em versao
diferencial, na forma

102f
2052

of
ot

af

it = BE

L4, S))dt + L1 (t,8,)dS, + =< (t,S,)(dS,)?, 2)

em que o termo (dS;)* = dS;dS; € calculado através das regras algébricas:

A Férmula de It6 (2) generaliza a Formula de Taylor e o Teorema Fundamental do
Calculo Integral ao caso estocéstico. De facto, no caso real g(t) = f(t, h(t)), vem que

dg of dt  Of
5 (1) = S (LhD) o+ h(t))dt (t),

que, na forma integral (ou seja, usando o teorema fundamental do calculo integral como
na aula anterior), se pode escrever como

dg = a{dw 8£dh
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Vé-se, assim, que o termo em (dS;)? estd a mais em (2) quando comparado com o caso
real.

Tentaremos, mais a frente, motivar o aparecimento das regras algébricas (3). Neste
momento, vamos utilizéd-las para desenvolver, em maior detalhe, a equacao diferencial
estocéastica da Formula de [t6. Veja-se que

(dS))? = [(uSy)dt + (65,)dX,)?

= O'QSt2<dXt>2
= o?Sidt.
Logo,
of 1 500 of
are = (a5 + 30525650 ) de 5L s,

ou, equivalentemente,

of
08

of

1 9 282f
(ta St) S aS

t 852 (tﬂS’t)dXt

dR;, = <af(t Si) + uSi=5

) (t St)> dt + USt

Uma escolha possivel para a funcao f é f(¢,5) = log(S). Esta fungdo nao depende da
variavel temporal ¢ e esta definida em [0, +00) x (0, +00). E possivel aplicar a Formula de
Ito & fungao f(t,S) = log(S), cujas derivadas parciais com interesse concreto sdo dadas

por

af af 1 o0 f 1

- t, S t, S ——.

ot a5t =5 ¢ S = —5
Feitas as contas, verificamos que o processo estocéstico de Itd { R, }4>0, definido por R; =
log(S;), esté associado & equagao integral estocastica

(tv S) = 0,

1
th = <M— 50’2) dt+UdXt

Dada uma condicao inicial deterministica R;, = ry € R, esta equagao integral estocéstica
pode ser facilmente resolvida.

Teorema 2 O processo estocdstico de Ito que resolve o problema de valor inicial estocds-
tico

1
dR; = (u—502) dt + odX;, com Ry, =19 € R

€ dado por
1
Rt = 7”0"— ([1,— 50’2) (t—to) +O-Xt

(Considerou-se Xy, = xg = 0.)
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De facto, veja-se que o problema de valor inicial estocéastico pode ser reescrito usando

antes a notacao
¢ t
1
Rt = 7”0+/ (/,L——O'2) dt—f—“/ O'd)(t’7
to 2 to

k—1

t
odX; = “/ cdX,;” = lim cAX(t;)) = o lim X; = oX,.
to ap—0 gy ap—0

e que

De acordo com o que foi visto na aula anterior para o movimento Browniano {X;}+>o
com xg = 0, concluimos que R; = log(S;), para ty = 0, segue uma distribui¢ao normal

log(S;) = Ry ~ N(ro+ (1 —0%/2)t,0V1).

A fungao densidade de log(S;) é dada por

o/ 2mt 202t

a(r) = ——exp <—L[fr —(ro+ (u— 0—2/2)t)]2> |

Como R; segue uma distribuicao normal, conclui-se que S; = ef* segue, por definicao,
uma distribuicao lognormal. A funcao densidade® de S, é dada por

JS\}% exp (_ﬁ[log(s/so) - (,U, — 0'2/2)t]2) s > O,
hi(s) =
0 5 <0,

com 19 = log(sp) <= so = €’°. A demonstragao deste facto é deixada como exercicio.
Tem-se que
1,2
E(S;) = emtaP,

em que p = o/t e m = log(so) + (u — ?/2)t.

O processo estocastico {S;}i>0 ¢ designado, em varios textos, por movimento Brow-
niano geométrico. E também usual designar o movimento Browniano por processo de
Wiener.

Na figura seguinte, exibem-se os gréficos de trés fungoes densidade lognormais hy(s),
para o caso em que t =1, Sy =1 e = 0.05. As trés curvas correspondem a trés valores
para a volatilidade.

3Recorde-se que a funcao densidade de uma distribuicio lognormal, com pardmetros m e p, é dada

2
por h(s) = Sp\l/ﬂ exp (—% (W) ) se s > 0 e 0 caso contrario.
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Fungdes Densidade Lognomais

=02
——-g=03]|
“To=04|

08r

06F

04r

02F

Terminamos uma observagao final. E possivel considerar equacoes integrais estocasti-
cas da forma . .
St = S +/ U(t, St)dt‘i‘“/ 'UJ(t, St)dXt”
to to

ou, no formato diferencial,
dSt = U(t, St)dt + U)(t, St)dXt

Esta equacao diferencial estocastica admite uma tnica solugao se as fungoes u e w forem
continuas a Lipschitz relativamente ao seu segundo argumento (ou seja, se existir um
K >0 tal que |u(t,z) —u(t,y)| < K|lx —y| e |w(t,z) —w(t,y)| < K|z — y| para todos os
z,yet)ese |u(t,z) + |w(t, )| < K(1+ |z|) para todos os z e t.

O caso que estudamos correspondeu a u(t, Sy) = uS; e w(t,S;) = oSy (que verifica,
trivialmente, as condigdes suficientes acima descritas).

Exercicios

1. Aplique a Formula de It6 quando f(¢,5) = S. Conclua que dR; = dS; e diga por
que motivo teria de obter este resultado.

2. Prove que a funcao densidade de S; é dada por

sy = | i e (Callos(s/sn) = (= 0?/2)) 50,
t - 0 s < 0.
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3. Trace histogramas para os valores de St e de log(Sr) recorrendo a m-file da aula so-

bre a modelagao estocéstica do valor de um activo financeiro (caminho_aleatorio)
e utilizando, obrigatoriamente, o comando

hist(v, 100)

em que v representa um vector com 10000 componentes. O que observa em ambos os
casos esta de acordo com o que se sabe sobre a distribuicao de um activo financeiro?

. Calcule E(S;).

. Dadas n + 1 observagbes consecutivas S, S1, . .., S, (por exemplo diarias) do valor
de um activo financeiro, os seus retornos podem ser calculados através de
Si —Si-1 .
Uy = ———, 1=1,...,n.
Si—1

Desta forma, é possivel estimar a média e o desvio padrao destes retornos por

u:%;uz e § = nilzwi_u)Q'

i=1

(a) Recorrendo a m-file da aula sobre a modelacao estocéstica do valor de um
activo financeiro (caminho_aleatorio), calcule os valores de u e de 5 para um
caminho aleatorio gerado pelo cédigo.

(b) A partir do valor de s, calcule uma aproximagao para a volatilidade o.
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Aula 4: Alguma Motivacao da Integracao Estocastica
Um dos objectivos desta aula é dar um significado matematico as regras algébricas
dt.dt = dt.dX; = dX;.dt = 0 e dX;.dX; = dt.

Estas regras foram introduzidas no contexto do Lema de 1t6 e devem ser aplicadas apenas
nesse mesmo contexto. A sua utilizagdo ou interpretagao fora do ambito do Lema de It6
pode ser incorrecta e desprovida de qualquer sentido.

Com esta aula procura-se, também, dar alguma da intuigao da integracao estocéstica.
Mostra-se que uma abordagem ingénua a definicao de integral estocéastico nao funciona
com poderia ser esperado. Deste insucesso nasce a nocao de integral de It6, cuja defini¢ao
nao é necessaria para a utilizacao do Lema de It6 no ambito desta disciplina e que, por
este motivo, continuaré omissa.

Comecamos por recordar alguns factos basicos da integracao a Riemann. Sabe-se que

k—1

t
def .
/ dt = allgoz;mj = t—t.
]:

to

Recorda-se que t = t;. Pode-se fazer {5 = 0, como na aula anterior. Este limite é tomado
no sentido e, ou seja, para todo o € > 0, existe um ¢ > 0 tal que, se a amplitude da
particao
ar = max At
0<j<k—1

for inferior a J, entao a soma de Riemann Z?;é At; dista de t — y, em valor absoluto,
menos de e. Em analogia com o que se passa com o processo estocastico {X;}>¢ (movi-
mento Browniano), dizemos, em fungao deste limite, que a ‘primeira varia¢ao’ é limitada.
Este simples facto esta implicito em toda a integragao a Riemann.

E simples verificar que a ‘segunda variacio’ na integracdo a Riemann é nula. De facto,

tem-se que
k—1 k—1
A < wY A,
j=0 §=0

o que implica, no sentido -9, que

k—1
li 2 = 0.
aklin>0 Z At] 0
=0
Aliés, a regra algébrica dt.dt = (dt)? = 0 traduz, precisamente, esta ocorréncia.

O significado matematico da regra algébrica (dX;)? = dX;.dX; = dt ¢ mais sofisticado.
Repare-se que AX (t;) ¢ uma variavel aleatéria (Gaussiana, de média 0 e variancia At;).
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Em primeiro lugar apresentamos um argumento, meramente heuristico, para motivar
o aparecimento desta expressao. Sabe-se que

E(AX(t)) = 0 e V(AX(t) = At.

Logo,
E(AX(t)?) = At

Com base nas propriedades das distribui¢oes normais, mostra-se que

V(AX(t)*) = 2(At)%.

Observa-se que a média do incremento quadrado, AX (¢)?, é igual a At. Além disso, a

variancia deste incremento é igual a 2(At)? e, portanto, desprezavel quando comparada
com a sua média. Para At pequeno, AX (t)? aprozima-se de zero, mas a sua variancia
tende para zero mais rapidamente do que a sua média, o que nos leva a crer que o
incremento quadrado AX (t)? tende a ficar deterministico.

No que se segue e para simplificar a notagdo, toma-se AX; = AX(¢;). Estamos
interessados em analisar um limite da forma

: 2
a;}uilm ZO AXJ '
]:

O limite quando a amplitude da parti¢ao tende para zero é tomado no sentido -0 menci-
onado anteriormente. Falta, porém, dar uma estrutura & forma de analisar a convergéncia
das variaveis aleatorias. Aqui, vamos recorrer & convergéncia em L? ou em média qua-
drada. Desta forma, é possivel provar que a segunda variacao do movimento Browniano é
limitada e, mais precisamente, que converge para uma quantidade deterministica (¢ — o).

Teorema 1 Seja {X,;}i>0 0 movimento Browniano (processo de Wiener). Entao

(ZA)(Q) tto)r = 0.

Demonstragao. Em primeiro lugar é facil constatar que

(ZAX) tto)r = FE

Pela propriedade de independéncia dos incrementos do movimento Browniano e pelo facto
de E(AX?) = At;, vem que

lim FE

ap—0

2

k—1
> (A - ar)

J=0

2 k—1

E([ax2-an]?).

k—1
> (AX] - Aty)
7=0

j=0



Aula 4 — Matemaética Financeira 22

Feitas as contas (note-se que £ (AX?) = SAt?), o segundo membro desta igualdade reduz-

se a
k—1
2
2> AL
5=0
A demonstragao ¢ concluida, usando o mesmo argumento do caso (dt)? = 0. B

Diz-se, assim, que a segunda variagao de {X;};>¢ ¢ limitada (e convergente para algo
diferente de zero, t — t;). Este facto contrasta com a ‘segunda variagdo na integracao a
Riemann’ ser nula.

E possivel analisar a primeira variagdo do processo {X;};>o através da desigualdade

k—1 k—1
D_AXT < ALY IAX,
j=0 5=0

em que
Ay = max |AX|.
0<j<k—1
Prova-se que Ay, converge para zero (em média quadrada) quando a amplitude da partigdo
tende para zero. Assim sendo, tem-se, obrigatoriamente, que

k—1
> A
=0

nao pode ser limitada (em média quadrada) quando a amplitude da partigao tende para
zero. Conclui-se que a primeira variagao do processo { X }+> ¢ ilimitada. Tal facto impede
a tomada de limite em

=0
O integral de It segue, forcosamente, uma construgao diferente. Os conceitos desta

aula sao relevantes, porém, na integracao estocéstica e, em especial, na demonstracao do
Lema de Ito.

Para terminar a aula, vamos ver uma implicagao da regra (dX;)? = dt em integragao
estocéastica. Para o efeito, considere-se a Foérmula de It6 para o caso em que dS; =
pdt + odX,, ou seja em que S; — sy = ftz pdt + < fti odX,”. No contexto da aula anterior,
esta equacao resultaria de se partir da relagao

S(tj + Atj) = S(tj) + ,MAtj + O'AX(tj),

em vez de S(t; + At;) = S(t;) + pS(t;)At; + o S(t;) AX(¢).
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Tome-se yt = 0 e 0 = 1. Seja f(t,S) = S?/2. A aplicagao do Lema de Itd origina a
equacao diferencial estocastica

1
th = Odt + StdSt + 5(615,5)2

Como dS; = dX; e (dX;)* = dt, vem que

1
Rt — Ty = Stht + §dt

ou seja, t
2512 = / SudX, + 5t~ to).

Ao comparar esta féormula com a do Teorema Fundamental do Calculo Integral para
f;xdx, verifica-se que o termo (¢t — ty)/2 constitui, aparentemente, uma surpresa na
integracao estocastica. O aparecimento deste termo estd intimamente relacionado com o
facto da aleatoriedade de AX(t) ndo se anular no processo de tomada de limite, ou se
quisermos, com o facto da segunda varia¢ao do movimento Browniano { X, };>¢ ser limitada
sem se anular. A contribui¢do do termo (¢ — tg)/2 resultou, claramente, da aplicagao da
regra (dX;)? = dt.

Este fen6meno nao se observa no integral de Ito j;to dX;, que, como vimos na aula
anterior, ¢ igual a X; — X;, (e sob as hipoteses dessa aula, igual a X; — zo = Xy).

Exercicios

1. Mostre que E(AX (1)) = At, E(AX(t)?) = 3A1% e V(AX(¢)?) = 2(At)?%,

2. Prove que Ay, = maxo<j<;_1 |AX;| converge para zero, em média quadrada, quando
a amplitude da particao tende para zero.
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Aula 5: Hipo6teses do Modelo de Black-Scholes: Ausén-
cia de Arbitragem e Venda a Descoberto

A atribuicao de preco a opgoes europeias (calls e puts) é um dos assuntos centrais deste
curso. O funcionamento basico destes contratos foi brevemente explicado na primeira
aula. Uma descri¢gao mais pormenorizada ¢ remetida para apéndice, mas nao é necessaria
para a elaboragao matematica das proximas aulas.

A auséncia de arbitragem é uma das hipoteses fundamentais sobre a qual se constroi
a teoria de Black-Scholes para a atribuigdo de prego a opgoes europeias (calls e puts).
A auséncia de arbitragem pode ser vista com uma lei de conservagao, que motiva um
principio de equilibrio a partir do qual se extrai uma equagao diferencial.

Mais & frente neste curso introduziremos arbitragem de um modo formal ou axiomé-
tico. Veremos que existem dois tipos de arbitragem (tipo A e B). Aqui tornaremos a
apresentacao mais simples. O leitor vera que falaremos apenas de arbitragem do tipo B.

Vejamos entao uma situagao em que existem dois instantes temporais, t =0et =T
e duas instituigoes de crédito a proporcionar depodsitos a prazo e créditos a duas taxas de
juro diferentes, 7 e 5 (e suponhamos r; < rq). Esta situagao daria origem a arbitragem ou
uma estratégia de arbitragem. E qual seria esta estratégia? Em ¢ = 0, (1) alguém dirigir-
se-ia ao primeiro banco e pediria uma determinada quantia () de dinheiro emprestado a
taxa r1. Seguidamente, (2) colocaria () a render a taxa r5. Na maturidade de ambas as
operagoes, (3) receberia (1 + r9)@Q do segundo banco e (4) pagaria (1 + )@ ao primeiro.
Teria, assim, certamente (com probabilidade igual a 1) um ganho de (ro —r)Q em t =T,
sem precisar de dinheiro em ¢ = 0. Nao haveria risco de perda. Uma estratégia de
arbitragem, para ser clara e rigorosa como esta, deve ser estruturada em passos ou etapas,
de forma inequivoca. (Como veremos depois, para ser do tipo B, nao pode, hoje, precisar
de dinheiro e deve, amanha, possibilitar um ganho com probabilidade positiva, sem risco
de perda.)

Numa segunda situagao existem os mesmos dois instantes temporais (agora e na ma-
turidade) e uma taxa de juro r para depositos a prazo e crédito. Suponhamos a existéncia
de um investimento numa carteira que hoje vale Iy e na maturidade II;. Vamos mostrar
que a auséncia de arbitragem implica (1 + r)Ily = II7.

Suponhamos que (1 + r)IIy < IIpr. Neste caso, a estratégia de arbitragem seria (1)
pedir emprestado Il em dinheiro e (2) comprar a carteira por IIy. Na maturidade, (3) a
carteira vale IIr e (4) o empréstimo é pago. O ganho em ¢ = T seria de IIp— (1+7)IIy > 0.

Suponhamos, agora, que (1 + r)II > IIr. Neste caso, (1) vende-se a descoberto a
carteira em t = 0, ou seja, recebe-se Ily, o seu valor, sem necessidade de a entregar
desde logo. A seguir, (2) coloca-se Il dinheiro a render. Na maturidade, (3) recebe-se o
dinheiro (1 4 r)IIy do depésito a prazo e (4) compra-se a carteira por Ily entregando-a
a quem se tinha vendido a descoberto no inicio. Constata-se um ganho, em ¢t = T', de
(1+T)H0—HT > 0.

Qualquer uma destas duas estratégias de arbitragem encaixa no tipo B: nao houve
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necessidade de se possuir desde logo algo, nao ha possibilidades de perda e existe (com
probabilidade positiva, neste caso igual a 1) um ganho no futuro.

A venda a descoberto é, ao fim e ao cabo, um processo de entrega diferida de um bem.
Permite vender o que nao se tem.

Em jeito de preparacao da proxima aula, veja-se que (1 + r)Ily = Iy se pode escrever
na forma I1r — Iy = rlly ou Il — 11y = rIly x At com At = 1. Passando 0 para t e T para
t + At, viria [, o, — II; = rII;At. Se agora dividirmos ambos os membros desta equagao
por At e tomarmos o limite At | 0 (e supondo a correspondente diferenciabilidade),
apareceria a equagao diferencial II'(¢) = rII(¢).

Exercicios

Nos exercicios desta aula é necessério identificar, de forma clara e objectiva, a estratégia
de arbitragem em causa.

1. Considere duas opgoes europeias call em tudo iguais menos nos precos de exercicio
(E1 e By com Ey < Es). Mostre que os pregos C; e Cy destas calls num instante
anterior & maturidade deve satisfazer

Cy < ()
(sob qualquer cenario para o valor do activo na maturidade).

2. Considere duas opgoes europeias call em tudo iguais menos nas datas de exercicio
(Ty e Ty com Ty < Ty). Mostre que os pregos C; e Cy destas calls num instante
anterior a primeira maturidade deve satisfazer

C, < 0y
se se suposer que o valor do activo em Th sera superior ao seu valor em 77.

3. Seja S o valor de um activo (subjacente a uma op¢ao) no instante ¢t. Mostre que
o preco C' de opgdes europeias call (com maturidade 7T') no instante ¢t < T deve
satisfazer

S—Ee™TN < C < 8.

4. Formule e resolva estes trés exercicios para o caso de opgoes europeias put.
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Aula 6: O Modelo de Black-Scholes

A teoria da atribuicao de pregos a opgoes gira, em termos bésicos, em torno da equagao
de Black-Scholes. A derivagao desta equagao diferencial assenta em varias hipoteses. Em
primeiro lugar, suporemos o seguinte:

e O valor do activo financeiro subjacente a uma opgao europeia é modelavel por um
processo estocastico de Itd {S;}i>0, solucdo da equagao diferencial estocéstica da
forma dS; = (uS;)dt+ (0.S¢)d X, em que a deriva p e a volatilidade o sdo constantes
(enquanto fungdes do tempo e do valor do activo). Esta hipotese implica, como ja
vimos, que S; segue uma distribuicao lognormal.

As outras hipoteses irao sendo introduzidas & medida que desenvolvemos o modelo e serao
reunidas formalmente mais tarde.

Suponhamos que o preco de uma opgao europeia é representavel por uma funcao
V(t,S), duas vezes continuamente diferencidvel em [0, +00) x (0, +o0). E indiferente, por
enquanto, a opgao europeia ser do tipo call ou do tipo put.

Note-se, para comegar, que os processos estocasticos de Itd, {S;}i>0 para o valor do
activo financeiro e {V;}:>¢ para o prego da correspondente opgao europeia, estdo corre-
lacionados. As suas componentes estocasticas sao proporcionais (ver aula da modelagao
diferencial estocéstica):

ov
O'Stht [§ O'St%(t,st)dXt.

Assim sendo, nao seré inesperado ver a componente estocéstica de uma combinagcao linear
apropriada de V' e de S ser eliminada.

Consideremos uma carteira ou portefélio constituida por uma posi¢ao curta numa
op¢ao e por uma posicao longa num determinado niimero A de activos subjacentes a essa
opcao. Ficara claro, um pouco mais a frente, o motivo pelo qual se considera uma carteira
com esta composicao.

O valor desta carteira é dado por

def

(t,s) < AS -V, S9).

Esta fungao II satisfaz o requisito do enunciado da Férmula de It6. A aplicacao deste
resultado mostra a existéncia de um processo de It6 {Il;}:>( a satisfazer a equacao dife-
rencial estocastica

dHt = (aH(t St) +MSt8H(t St) + 0'2528 H (t; St)dXt

oIl
a 88 taSz(t,St>> dt+USt—

oS

Recorrendo a defini¢ao de II(t,S) vem que

dIl, = (_%_g(t, Si) + uSy [~95(t, S) + A] — 102522V (¢, St)) dt
+ O'St [—g—‘g(t, St) + A:| dXt
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A componente estocéstica (relativa a dX;) desaparece desta equacao se escolhermos
A, a posteriori, como:

oV

Com esta escolha, a equacao simplifica-se consideravelmente, reduzindo-se a:

8V 1 82V

Note-se que se tivessemos feito A = 9V/0S(t, S) originalmente, antes de aplicar o
Lema de Ito, o resultado teria sido diferente.

Comega a ser claro o motivo pelo qual a carteira seguiu a construgao apresentada. Ao
combinar as opgoes e os activos financeiros subjacentes numa mesma carteira é possivel
eliminar (na pratica reduzir) o risco associado ao comportamento aleatério do activo.

Recuperando a continuacao da derivacao que estava a ser feita, formula-se, a partir
da equagao diferencial estocéstica para {Il;};>9, uma equacdo com derivadas parciais

(deterministica)
o1l oV 1 0*V

5252

oS =~ =505 s

Na auséncia de arbitragem, a carteira nao pode ser nem mais nem menos rentavel do que

um investimento sem risco. E aqui que supomos a existéncia de uma taxa de juro 7 com

capitalizagao continua, sem qualquer risco associado. Em termos diferenciais, a auséncia
de arbitragem traduzir-se-ia por (ver o final da aula anterior)

oIl
ot
Se esta igualdade nao fosse verdadeira seria possivel a um agente de arbitragem fazer um
lucro instantaneo sem custo e sem qualquer risco. E também aqui, para este argumento
de auséncia de arbitragem funcionar desta forma, que se suporia a auséncia de custos de
transaccao.
Com este argumento de auséncia de arbitragem e a escolha A = 9V/0S(t,S) feita
novamente a posteriori, passa-se da EDP anterior & seguinte

oV 1 0*V oV
—(t,9) + 25 2 t,5)+rS—=
ot (t,5)+ 052 a5z 1) oS
Esta EDP, conhecida por equacao de Black-Scholes, modela o preco V' de uma opgao, em
funcao do tempo t e do valor S do activo subjacente.
Reunimos, de seguida, as varias hipoteses, a acrescentar a inicial, que foram utilizadas

na derivagao do modelo de Black-Scholes.

—=(t,9).

(t,S) = rIi(t,9S).

(t,9) —rV(t,S) = 0.

e | possivel recorrer a uma taxa de juro sem qualquer risco durante o tempo de vida
da opgao (com capitalizagao continua).
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e Nao existem quaisquer custos de transaccao associados a gestao de uma carteira
constituida por opgoes e seus activos financeiros subjacentes.

e Nao existem possibilidades de arbitragem.

e E permitido o short selling (vender activos financeiros ou carteiras que nao se pos-
suem, entregando-os posteriormente; ver aula anterior) — relacionado com a posigao
curta assumida.

e O mercado é completo (derivado e activo subjacente podem ser negociados simul-
taneamente).

Implicitamente o modelo de Black-Scholes pressupoe também que:
e A transacgao do activo financeiro se faz em tempo continuo.
e O activo financeiro é divisivel.

e O activo financeiro nao da quaisquer dividendos durante o tempo de vida da
0opcao.

Observa-se que a equagao de Black-Scholes nao depende da deriva ou flutuagao u. Os
unicos dados que figuram na equacao sao a volatilidade ¢ e a taxa de juro sem risco r.
Resulta desta observagao que o preco de uma opc¢ao nao depende da taxa de variacao
média do activo subjacente, o que nao deixa de ser, & primeira vista, surpreendente.

A equacgao de Black-Scholes é uma EDP de sequnda ordem, linear e parabolica. A
equacao é de segunda ordem porque envolve uma derivada parcial de segunda ordem. O
facto de ser parabdlica seré confirmado no momento da sua resolugao.

E linear no sentido em que se duas funcdes forem solucdo da equacio entdo qualquer
combinacgao linear destas funcoes ¢é solucao da equacao. Note-se que para verificar que
a equagao era linear bastaria constatar que os coeficientes, que multiplicam as varias
derivadas parciais e o termo de ordem zero, nao dependem da varidvel dependente V'
(apesar de dependerem das variaveis independentes t e S).

Condicoes de Fronteira e Condigoes Finais para Opgoes Europeias

A determinacao de uma solucao para a equacao de Black-Scholes depende da introdugao
de condigoes iniciais (que, no presente caso, sao condigoes finais).
O valor de uma opc¢ao call é conhecido na maturidade 7"

C(T,S) = max{S — E,0},

em que F representa o preco de exercicio. Este requisito constitui uma condigao final. No
caso de uma opcao put, a condicao final passa a ser

P(T,S) = max{E — S,0}.
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Considerem-se, também, condigoes de fronteira impostas quando S tende para 0 e
para +oo. No caso de uma opgao call, quando S — 400, o valor da opcao aproxima-se
do valor do activo subjacente, ou seja, limg_, o, S —C(t,S) = 0, para todo ot > 0. No
entanto, estas condigoes nao levam em linha de conta o preco de exercicio. Se tomarmos
em consideragao o prego de exercicio (descontado & taxa de juro r), estas condigoes de
fronteira passam a ser

lim S —C(t,S) = Be "Dt > 0.
S—+o00
Aqui o argumento é o seguinte: quando S é muito grande sabe-se que a opgao é exercida
e logo a call vale, aproximadamente, a diferenga entre S e o prego de exercicio descontado
a taxa de juro, ou seja O(t,S) ~ S — Ee™"™= (no limite devera ocorrer a igualdade).
As condigoes final e de fronteira sao ilustradas da seguinte forma:

ST +o0
/—‘} E
® Eefr(Tft)
S10
R R R
0 t T

No caso de uma opcao put, as condigoes de fronteira quando S tende para +oo sao
dadas por

lim P(t,S) =0, t > 0,
S—+o00

traduzindo a ideia de que a opc¢ao nao sera exercida quando o valor do activo subjacente
for muito superior ao do preco de exercicio.

Na pratica, estamos interessados no que se passa para t < T, apesar destas condi¢oes
de fronteiras serem impostas para todo o t > 0.

E compreensivel, no caso de uma opcao call, que o preco da opgao seja nulo se o valor
do seu activo subjacente também o for, mesmo que estejamos longe da data de exercicio.
Este requisito traduz-se nas seguintes condicoes de fronteira

lim C(t,S) = 0, t > 0.

S—0t
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Quando S = 0, o pre¢o de uma opg¢ao put deveria coincidir com o preco de exercicio
(descontado a taxa de juro r). Logo, as condigbes de fronteira a considerar sao as seguintes:

lim P(t,S)4+S = Ee "™ Yt > 0.

S—0+ -

Como veremos mais adiante, a condigao final imposta é suficiente para resolver uni-
vocamente a equacao de Black-Scholes.
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Aula 7: A Formula de Black-Scholes

E possivel resolver analiticamente a equacio de Black-Scholes sob determinadas condicoes.
Comecemos pelo caso das opgoes europeias do tipo call, para o qual a equagao é re-escrita
com a notagao C(t,S) =V (t,S):

ocC 1, ,0°C oC
Z - — — = > .
oy (t,S)+20 S GSQ(t’S)+T585(t’S) rC(t,S) 0, t>0 e S >0

A condigao final é dada por
C(T,S) = max{S — E,0}
e as condi¢oes de fronteira para S — 07 ¢ S — +00 tomam a forma

lim C(t,S) =0 e lim S—C(tS) = Fe"TD ¢

S—0t+ S—+o0

Y
o

Este problema inclui quatro parametros dimensionais (o2, r, T e E).

Equacao com Coeficientes Constantes

O primeiro passo é tornar constantes os coeficientes desta equagao, que dependem da
variavel independente S. Para este efeito, faca-se

o2

t—T—(2>T, S = Ee* e C(t,5) = Ev(r,x).

Omitindo-se os argumentos e usando = = log(S/E), vem

oC _ L ovde _ Edv

8S T 0xdS ~ Sox
e
o0 pov Bl
052 S20x S 0a2S
O resultado é, entao, a equagao diferencial
ov *v ov
E(T’ T) = @(77 ) + (c— 1)%(7@) —cv(r,2),

em que ¢ = 2r/o? é j4 um parametro adimensional. A condigao final (t = T') passa a ser
uma condigao inicial (7 = 0), da forma

v(0,2) = max{e” —1,0}.

As condigoes de fronteira (quando S — 07 ¢ S — +00) s@o equivalentes as novas
condigoes de fronteira (quando z — +00)

lim v(r,z) =0 e lim e"—o(r,x) =€ 2", 7 > 0.
T—r—00 T—r—+00
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Equacao de Difusao

Ao converter a equagao de Black-Scholes (com os coeficientes ja constantes) na forma
canoénica, obtém-se uma equagao de difusao. Para alcancar este objectivo, faz-se uma
nova mudanga de variaveis (mas desta vez apenas na variavel dependente):

o(r,z) = e PTu(r, ).

Os parametros reais « e 3 sao escolhidos de forma a anular determinados termos. A
equagao em u(T, ) passa a ser, omitindo a dependéncia das fungdes em relagao as variaveis
independentes 7 e x,

ou ) ou  O*u ou
ﬁu+§ = au+2a%+%+(0—l) (au+%) — cu.

O termo envolvendo a derivada parcial du/0z(t,z) anula-se se escolhermos o e § a
satisfazer
0 =2a+c—1.

O termo em u(T, z) desaparece se
B =a"+(c—1a-—c
Estas duas equagoes tém a solugao tnica

o = —%(0—1) e B = —i(c+1)2.

Assim sendo, a mudanca de variavel dependente
v(r,x) = e_%(c_l)””_i(“l)%u(ﬂ x)
permite escrever a equacao de Black-Scholes na forma difusiva

2
%(T,l’) = %(T,SE), T ZO (S -0 < r < +oc.

A condigao inicial fica na forma
U(O, l') = Imax {e%(CJrl)x _ e%(cfl)x’ O} .

As condigoes de fronteira passam a ser

. L)1 2
IEEHOO e~ 3lc Dz—3(c+1) TU(T, ZL‘) -0
© 2
. L)1 2 —2r
wl_lgj_loo e — e 5(c=1Dz—7(c+1) T’LL(T, .T) - e 027’

para 7 > 0.
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Verifica-se, facilmente, que a equacgao de difusao esta escrita na forma canoénica e que
o seu discriminante é nulo (B? — 4AC =0, com A =1 e B = C = 0 os coeficientes dos
)

termos do segundo grau), o que mostra que se trata de uma equagao parabélica. E por
este facto que a equacao de Black-Scholes é, também, parabdlica
Qualquer problema de valor inicial da forma

G(ra) = FH(ra),

u(0,2) = wup(x)

T >0 e

-0 < z < 4+

tem solugao tnica desde que ug(x) seja uma fungao bem comportada (por exemplo, conti-

nua excepto num numero finito de pontos) e desde que () nao cresga muito rapidamente
quando |r| — 400, ou seja, desde que exista uma constante a > 0 tal que

lim  uo(z)e ™’
|z| —>+o0

= 0.

Se assim for, a solu¢do u(r, x) varia continuamente com ug(x). A formula analitica para
a solugao é dada pelo integral de Poisson

+oo
u(r,z) = QW/

Je “ar (79

up(w) € max {e%(cﬂ)x — ezl ()}

Estamos preparados para resolver o problema de valor inicial proveniente da equagao
de Black-Scholes. Em primeiro lugar, observamos que

?

max {e%(cfl)x(ex

—1), o} .
¢ uma funcdo bem comportada. E facil verificar (e fica relegado para um exercicio) que
up(z) ndo cresce muito rapidamente quando |x| — 400, no sentido exposto em cima

u(r,z) =

?
Precisamos de calcular a expressao do integral de Poisson para esta fungao ug(z). Para
o efeito, comegamos por notar que, atendendo & expressao para ug(x)

(e+1)s l(c—l)s) L (p—5)2
ez e2 e ar ds.
27T ),
Para escrever este integral de forma mais resumida efectua-se a mudanga de variavel
y=(s— SL’)/\/QT < s =1x+ V27y, o que resulta em
u(T, x)

e+ (@+V2ry) —2y
2 e 2 dy —
V 27T /x/x/27‘

/ e3(c=D(@+v27y) ,—3y dy

V2 Ja/var

Calculemos o primeiro integral, completando o quadrado
f+w0/<>\/§62(c+1)(a:+\/§y —142 dy

e3letl)z ftff @64@“)

1
e 2
e%(c+1)x+4(c+1) f

—+o00

(y—%(c—&-l)\/?)Qdy

1,2
1’/\/27—7(6-‘,-1)\/? e 2% dz
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O segundo integral seria calculado de forma semelhante. Logo, se recorrermos & fungao
de distribui¢do (cumulativa) de uma lei de probabilidade normal de média 0 e desvio
padrao 1, dada por

1 -
N(d) = —,—/ e 2% ds,
(d) =/ _
podemos escrever que
u(r,x) = ex(eFVer e (g)) — sl DataleD® N (g)

com

T 1 T 1
d = —=+z(c+1)Vv2r e dy = ——=+ =(c—1)V2r.
N o 2( )V 2 o 2( )
Agora, ha que fazer as mudancgas de varidveis em sentido inverso para determinar a

solugao da equagao de Black-Scholes nas varidveis originais. Em primeiro lugar, escreve-se
a solugao como

o(r,z) = e 3 DeR DTy 0y = "N (dy) — e 22 N(dy).

Depois, multiplica-se ambos os membros desta igualdade por F e escreve-se a solugao nas
variaveis originais C(t,S), t e S

C(t,S) = SN(dy) — e " T DEN(dy),

em que
log(S/E) + (r+ 302) (T —t) p log(S/E) + (r — $02) (T — t)

= e =
' VT —1 ’ VT —1 ’

com S >0et€[0,T). Aqui usou-se V21 = /2(T —t)02/2 = o/T —t e (c+1)/2 =
(2r/o?+1)/2=r/c?+1/2.

Quando t = T, a formula é dada por C(T,S) = max{S — F,0}. Obtivémos, assim, a
expressao analitica da equacao de Black-Scholes, conhecida por féormula de Black-Scholes,
para o preco de opgoes europeias call.

A figura seguinte mostra o grafico de C(t,.S) quando F =4, r = 0.05 e 0 = 0.2, para
valores de ¢ compreendidos entre ¢ty = 0 e " = 4 e valores de S a variar entre S, = 2 e
St =6.
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De seguida reproduzem-se os graficos de C'(t, S) para varios valores de t a aproximarem-
se da maturidade.

Exercicios

1. Prove que o problema de valor inicial definido pela equagao de difusdo (com a con-
digao inicial proveniente da equagao de Black-Scholes) satisfaz as condigbes exigidas
para que a solu¢do u(T, z) seja Gnica e varie continuamente com ug(z).
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2. Mostre que a formula de Black-Scholes satisfaz, no limite, a condigao final C(T', S) =
max{S — E,0}, para todo o S > 0, e as condi¢oes de fronteira

lim C(t,9)=0 e lim S—C(tS) = Ee ™

S—0+ S—+o0
para todo o t € [0,7).

3. Deduza a féormula de Black-Scholes para o preco de opgoes europeias put.
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Aula 9: Risco Neutral e Volatilidade Implicita

E possivel deduzir a formula de Black-Scholes para a atribuicdo de precos a opcoes eu-
ropeias sem recorrer a equacao de Black-Scholes. Nao deve resultar da existéncia desta
demonstracao alternativa nenhum menosprezo pela equagao de Black-Scholes. Esta equa-
¢ao ¢ incontornéavel na teoria de atribuicao de pregos a opgoes. O preco de opgoes mais
sofisticadas, por exemplo, obedece a versdes modificadas da equacao de Black-Scholes (em
que, por vezes, nao ¢ possivel determinar uma solugao analitica).

Acontece que no caso concreto da equacao de Black-Scholes existe um caminho alter-
nativo para deduzir a sua solucao analitica. Este caminho alternativo esté relacionado
com um conceito fundamental na teoria de atribuicao de precos a opgoes: o risco neu-
tral (e a funcdo densidade de probabilidade de risco neutral). E essencialmente por este
motivo que vamos apresentar a demonstracao alternativa.

Comecemos por introduzir, num contexto mais simples, o binario, quer a medida de
probabilidade neutra face ao risco, quer o caminho alternativo para atribuir precos a
opgoes.

Um Exemplo Binario

Consideremos um activo financeiro cujo prego no instante ¢ = 0 vale Sy = 20. Sejam
ST = ¢Sy =40 (c = 2) e Sh = bSy = 10 (b = 0.5) os valores futuros possiveis para Sy
no instante ¢ = T'. Consideremos, também, uma opgao call de estilo europeu sobre este
activo, com maturidade 7" e preco de exercicio E = 29. Por fim, seja r = 0.1 o valor para
uma taxa de juro fixa relativa ao periodo de tempo em causa.

Seja Q = {1,]} o espago de estados futuros e P(1) = P(}) = 0.5 uma medida de

probabilidade definida sobre 2. Na maturidade, a opgao vale, sob os cenérios em questao,
Cl = max{40—29,0} = 11 e Cy = max{10—29,0} = 0.

E natural definir o preco justo a pagar pela opcao em t = 0 como sendo o valor esperado
do retorno descontado a taxa de juro:

Cy = 1+10.1 [11P(1) + 0P(L)] = 5.

Um processo alternativo para atribuir um preco justo a opcao em ¢ = 0 consiste em
replica-la através de uma carteira, de uma forma perfeita, ou seja, nao permitindo a
ocorréncia de arbitragem. Desta forma, seja V (A, B) o valor de uma carteira constituida
por A unidades do activo financeiro e uma quantidade B de dinheiro sujeito & taxa de
juro r. O valor desta carteira em ¢t = 0 é dado por

Vo(A,B) = ASy+ B = 20A + B.
A carteira replica de forma perfeita a opgao (sem permitir arbitragem) se
VI(A,B) = 40A+(14+r)B = 11 = CJ,
VHA,B) = 10A+(1+7B = 0 = Cf.
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Resolvendo este sistema de duas equagoes a duas incognitas vem que

cp—Cy 11 11

" So(c—b)  20(L5) 30’

p_ €Cr—bCr _ —(05)11 _ 10
T (A+7r)(c—b)  (1.1)(15) 3"

O valor negativo para B traduz um empréstimo. Se este valor fosse positivo tratar-se-ia
de um deposito.
Com estes valores para A e B vem que

11 10
Vo(11/30,-10/3) = 20— — — = 4
Repare-se que este valor ¢ diferente de Cy = 5 obtido anteriormente sob P(1) = P(J) = 0.5.
Alias, note-se que o valor esperado do activo em ¢t = T, descontado a taxa de juro r = 0.1,
também nao coincide com Sy:

1 250
o1 OPM) +10PW)] = =7 = 2273 # 20.

Existem duas formas de corrigir esta discrepancia. Uma das formas é exigir um prémio

de risco 7,

1

reflectindo uma aversao natural dos investidores face ao risco. A outra forma passa por
considerar uma nova medida de probabilidade

So = 20 =

40 10 .
- [{0Q(1) +10Q()
Esta medida é neutra face ao risco no sentido de nao exigir um prémio de risco. Fazendo
as contas vem que Q(1) = 2/5 e Q(}) = 3/5. Veja-se que a discrepancia nos valores dos
precos da opcao desaparece sob esta nova medida:

1

Co = 1707 [11Q(M) +0Q()] = 4

Risco Neutral

De acordo com o que vimos para a modela¢ao (diferencial estocéstica) de um activo
financeiro,
Sy ~ lognormal(m, p)

com parametros m = log(sg) + (1 — 02/2)t e p = o+/t. Recorde-se, aqui, que p ¢ a
deriva e o a volatilidade de {S;}¢>0. Vimos, também, que a funcdo densidade de uma
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2
lei lognormal(m,p) ¢ dada por h(s) = prl/g exp (—% (W) ) se s > 0 e 0 caso

contrario.
Mudando 0 para t, t para T' (mas ¢t — 0 para T'—t) e sy para S vem

St ~ lognormal(m, p)

com parametros m = log(S) + (u — ¢%/2)(T —t) e p = oy/T — t. Estamos a considerar ¢
como 0 nosso instante inicial, em que o valor do activo S é deterministico. Sabe-se que

E(Sp) = e,
Logo, fazendo as contas,
E(Sy) = SerT=Y,
Esta expressao nao é surpreendente. Por um lado, vimos (no caso discreto da modelagao
estocastica de um activo, com S(t) deterministico) que
E(S(t+ Ay) — S(t))
S(t)

_ A e E(S(t+§;)—5(t)) — uS().

E, por outro lado, sabe-se que St resultou de um limite tomado sobre o caso discreto.
Logo, a hipotese de risco neutral ¢ assegurada tomando p = r

St ~ lognormal(m, p)
com parametros m = log(S) + (r—o?/2)(T' —t) e p = 0+/T — t. Sob esta hipotese, tem-se
E(Sr) = Se’T™Y,

ou, se quisermos,

S = eir(Tit)E(ST) .

Vamos ver que a formula de Black-Scholes pressupoe uma situagao de risco neutral. O
preco de uma opcao europeia pode ser atribuido pelo retorno esperado do ganho exercido
na maturidade, descontado a taxa de juro r,

Ct,8) = e " T VE(max{Sy — E,0}),

em que E (1) se reporta a probabilidade de risco neutral seguida por Sp. De facto, a
formula anterior para C(t,S) coincide com a de Black-Scholes. Para verificarmos que
assim acontece, necessitamos do seguinte resultado.

Proposicao 1 Se L for uma varidvel aleatoria a sequir uma distribui¢ao lognormal entao

BE(max{L — E,0}) = E(L)N(d,) — EN(ds),
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em que N(d) € a fungao de distribui¢ao (cumulativa) de uma lei de probabilidade normal
de média 0 e desvio padrao 1,

N(d e %2d§
( \/27T/

Os numeros di e dy sao dados por

log(E(L)/E) + 172, _ loB(E(L)/E) ~ 1%/

dlz
p p

Y

em que p € o desvio padrao de L.

Demonstragao. Sejam ¢(s) a fun¢ao densidade da distribui¢ao lognormal (com paré-
metros m e p) e h(s) a fungao densidade da distribui¢do normal (de média 0 e desvio
padrao 1):

ps\V2m (&
0 s<0 V2T

g(s) =

og(s)—m \2
{ ) L

Tem-se que
+00 +o00 +o0
E(max{L — E,0}) = /E (s—FE)g(s)ds = /E sg(s)ds — E/E g(s)ds.

A mudanca de variavel que nos leva a funcao densidade da lei normal é dada por

1 - ~
5 — Og(5> - s = eps—‘rm’

p
em que
2
= log(E(L))—%, ouseja ™3 = E(L).

Efectuando a mudanga de variavel e completando o quadrado no primeiro integral,
origina

E(max{L — E,0}) = f(;;:zE)_m)/p ePMh (5 Efaog h(s)ds
= ™ [ iam- >/ph<§ -k f (log(E h(s) ds.

Recorrendo a N(d) vem que

_ 2 (1 (leg®em N g (1 (e,
BE(max{L — E,0}) = em (1 N< 2 p>> E(l N( 2 ))

_ ot 2N (flog(E)er . p> _EN <flog<E>+m> _

p p
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Finalmente, utilizando a expressao de m e as propriedades dos logaritmos, obtém-se o que
se pretendia provar:

E(max{L — E,0}) = E(L)N <1°g<E<L>/E> +p2/2> N <1og<E<L>/E> - p2/2> |

p p
|
A aplicacéio da proposicao anterior com L = Sy e E(-) = E(-) resulta em
C(t,S) = e T YE(max{Sy — E,0})
— e—r(T—t)Ser(T—t)N<d1) _ e—r(T—t)EN(dQ)
= SN(dy) — e "T"DEN(dy),
em que
g = log(E(Sr)/E) +p*/2  log(S/E) + (r+ 30%) (T —t)
b D B o1 —t
e
L Ws(B(SD/E) ~ 72 _ os(S/E) + (r — 30) (T 1)
2 = - .

p oI —t

Chegéamos, deste modo, & ja nossa conhecida féormula de Black-Scholes. Esta derivagao
utilizou, como fung¢ao densidade de risco neutral, a funcao densidade de uma distribuicao
lognormal com os pardametros indicados em cima.

Distribuicao e Volatilidade Implicitas

Através dos pregos observados no mercado para um conjunto de opgoes europeias, sobre o
mesmo activo financeiro, mas relativas a diferentes precos de exercicio, é possivel estimar
a volatilidade do activo e a sua funcao densidade de risco neutral.

Suponhamos que temos um conjunto de n opgoes europeias relativas a diferentes pregos
de exercicio 4 < --- < E,. Sejam (1, ..., C, os precos observados para estas opgoes no
instante temporal ¢, a distar T — ¢ da maturidade das opgoes. Se especificarmos a taxa
de juro sem risco r, o valor do activo S, a distancia até a maturidade T'— ¢ e o prego de
exercicio F;, entao a formula de Black-Scholes para C(t, S; ;) fica a depender unicamente
da volatilidade o. Assim, é possivel calcular o; através de

Os valores o1, ..., 0, sao designados por volatilidades implicitas. O seu gréafico, em fun-
¢ao do prego de exercicio, tem o aspecto de um sorriso (conhecido como o sorriso da
volatilidade, em inglés volatility smile).

A forma dos sorrisos da volatilidade depende do tipo de activo financeiro subjacente
as opcoes. Na figura seguinte, traga-se um sorriso com dados do indice S&P de 2 de
Margo de 2006 (referente a opgdes call com maturidade em Maio de 2006). Em opg¢oes
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sobre equities (acgoes ou indices accionistas) o sorriso da volatilidade toma geralmente
uma forma decrescente e convexa. Os sorrisos de volatilidades referentes a opgoes sobre
mercadorias costumam ser também convexos, decrescendo primeiro para depois crescer
até ao nivel inicial.

Sorriso da Yolatilidade - Indice Accionista
04 T T T T T T

03f b

03t _— -

025} 3 1

sigma

+ +
01t s -

DDS 1 1 1 1 1 1
500 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500

E

Conhecidas as volatilidades implicitas, é possivel estimar os precos das opg¢oes em
instantes temporais ¢’ > t e para valores do activo S’ diferentes, recorrendo as formulas
de Black-Scholes C(t',S"; E;,04), i =1,...,n.

No cenario acima descrito para os sorrisos da volatilidade, é também possivel estimar
uma funcao densidade de risco neutral. A distribuicdo associada a esta estimacdo chama-
se distribuicao implicita. Existem variadas formas de conduzir esta estimacao. Um dos
processos mais utilizados encontra-se descrito em exercicio.

Na préatica, esta funcao densidade nao coincide com uma funcao densidade de uma
distribuicao lognormal. Uma experiéncia simples consiste em calcular a média e o desvio
padrao associados a distribuicao implicita e tragar a fun¢ao densidade lognormal com
estes parametros. Verifica-se, por exemplo, para opc¢oes europeias call sobre equities, que
a funcao densidade de risco neutral estimada, associada a distribuicao implicita, apresenta
um pico maior do esta lognormal. A sua cauda esquerda é geralmente mais pesada e a
direita mais leve.

Exercicios

1. Considere a férmula

C(t,S:B) = T / 5= B)g(s) ds.

E
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Prove que
02C
_ o r(T-t) ™~ .
g(E) = € aEQ(t7SaE>
Diga como estimaria g(E;), i = 1,...,n, através de diferengas centrais de segunda
ordem.

2. Considere a formula de Black-Scholes para o prego C(t,S) de uma op¢ao call euro-
peia. Sejam FE o prego de exercicio e T a maturidade da opgao. Seja r a taxa de
juro constante e com capitalizacao continua e o a volatilidade do activo subjacente.

(a) Reescreva esta formula como
Ct,S) = eI (Se"™IN(dy) — EN(dy)) .
Explique o significado financeiro do termo EN(dz) e, a seguir, do termo
SGT(T_t)N(dl).
(b) Faca E a tender para zero em C(t,S). Que fungao obtém?
(c¢) Faga T a tender para +oo em C(t,S). Que fungao obtém?

(d) Mostre que a fungdo obtida nas duas alineas anteriores satisfaz a equagao de
Black-Scholes.
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Aula 8: Paridade Put-Call e Delta-Hedging

Nesta aula serao introduzidas algumas das ideias mais bésicas sobre a forma de conduzir
operagoes de cobertura (hedging) de carteiras ou portefolios através de instrumentos de
atribuicao de pregos a derivados. Através de operagoes de hedging reduz-se (em teoria
anula-se) o risco de uma carteira quando sujeita aos movimentos de um activo subjacente,
tomando posic¢oes opostas em instrumentos ou derivados financeiros relacionados com esse
activo.

Os esquemas de hedging dividem-se em estdticos (quando a cobertura, ou hedge, é feita
inicialmente e nunca mais é ajustada) e em dindmicos (quando ocorre re-balanceamento
da carteira ao longo do tempo). Entre os primeiros esté o recurso a paridade put-call.

Paridade Put-Call

Suponhamos que uma carteira foi formada tomando uma posi¢ao longa numa unidade de
um activo (ou seja, detendo uma unidade do activo), uma posi¢ao curta numa opgao call
e uma posicao longa numa opc¢ao put. Suponhamos que as opgoes tém o mesmo preco
de exercicio E' e a mesma maturidade T'. O valor desta carteira, num dado instante ¢ e
quando o valor do activo é dado por S, pode ser expresso por

(t,S) = S+ P(t,S)—C(t,8),

onde P(t,5) e C(t,S) s@o os valores das opgdes put e call, respectivamente.
Na maturidade das opgoes, esta carteira vale:

IT,Sr) = Sy + max{E — Sr,0} — max{Sy — E,0}.

Se fizermos as contas, considerando, separadamente, os casos St < E e Sr > E, conclui-
mos que

(T, Sr) = E.

Independentemente do valor do activo na maturidade das opgoes, o valor da carteira é
sempre igual a E nesta data. A cobertura ou hedge é assim conseguida qualquer que seja
a movimentagao do activo subjacente.

Um investidor interessado em adquirir uma carteira com esta composi¢ao num instante
t < T deseja saber, naturalmente, quanto devera pagar para o efeito. Sob as hipoteses
utilizadas para a derivacao do modelo Black-Scholes, nomeadamente a existéncia de uma
taxa de juro sem risco r (com capitalizacao continua) e a existéncia de neutralidade face
ao risco (equivalente a auséncia de arbitragem), o valor desta carteira devera coincidir
com o valor do preco de exercicio descontado a esta taxa de juro:

S+ P(t,S)—C(t,S) = EBe T,

Esta relacao é conhecida por paridade put-call e pode ser provada também recorrendo a
argumentos de auséncia de arbitragem (ver exercicio). E uma forma simples de eliminagao
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do risco de uma carteira utilizando derivados. Permite também determinar o preco de
uma call a partir de uma put e viceversa.

O estudo de perfis de ganhos e perdas de outras carteiras envolvendo opcoes call e put
¢é relegado para exercicio.

E possivel, também, reduzir o risco de uma carteira composta por um determinado
nimero de activos financeiros recorrendo a apenas um tipo de derivados, mas de forma
dinamica.

Delta-Hedging

O delta de uma opcao europeia foi introduzido como sendo a taxa de variacao do preco
da opc¢ao em funcao do valor do activo financeiro. No caso de uma opg¢ao do tipo call
tem-se, entao, que

oC
Ac = AC<t75) = %(t,S)

Na figura seguinte retratamos a curva 0C'/9S(t, S) em fungao de S para um instante (ndo
imediatamente) antes da data de exercicio.

dcrdsit, 3

j==]
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T

O delta de uma opcao, para um dado valor de S, é o declive da recta tangente a curva
C = C(t,5) no ponto (S,C(t,S)). Suponhamos que um investidor deseja precaver-se
ou prevenir-se contra possiveis movimentos no valor do activo subjacente. Para o efeito,
constitui uma carteira com a seguinte composic¢ao:

(¢, S) = AS —C(t,9).
Vejamos qual o valor desta carteira sob uma pequena perturbacao do valor do activo:

T(t, S +6S) = A(S+6S) — C(t,S +6S).
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Se fizermos uma expansao de Taylor de C(¢,S) em torno de (¢, 5) ao longo de um deslo-
camento (0,dS5) e desprezarmos os termos de segunda ordem, vem que

(¢, S +65) ~ A(S+6S) — (O(t, S) + 553—?(1&, S)) .

Logo, se fizermos A = Ac(t, S) = %5 (¢, S), obtemos
(¢, S +05) ~ II(¢,S),

o que resulta numa estratégia de hedging. Esta escolha de A torna o valor da carteira
insensivel a pequenas variagoes no valor do activo financeiro.

O delta da carteira de valor II(¢,S) = AS — C(t,S) ¢é definido por

oIl oC

A estratégia de hedging acima descrita,
A = AC’)

destina-se a criar uma carteira delta-neutral. Neste sentido, é possivel afirmar-se que o
modelo de Black-Scholes faz uma valoragao de opgoes tomando uma posicao delta-neutral
sobre uma carteira com esta composicao. A relacao g—g(t, S) > 0, por outro lado, traduziria
especulacao e nao hedging.

E importante observar duas coisas. Em primeiro lugar, refira-se que uma carteira
delta-neutral é insensivel a movimentagoes no activo subjacente, mas apenas no sentido
das aproximacoes de primeira ordem. Em segundo lugar, esta posi¢ao delta-neutral é
instantdnea, o que, na pratica, a faz ser valida apenas durante curtos periodos de tempo.

A manutencao de uma carteira delta-neutral envolve um ajuste periddico, conhecido
por re-balanceamento. Trata-se, assim, de um esquema de hedging dindmico, em que as
decisoes se tomam em funcao do valor da carteira nos varios momentos temporais (veja-se
que se pretendeu II(t, S + §95) ~ II(¢, S) para t arbitrario). Se os custos de transacgoes
forem muito elevados, ou a composicao da carteira for pequena relativamente a estes
custos, pode ser impraticavel manter um esquema deste tipo.

O delta de opgoes europeias call e put é exemplificado nas figuras seguintes, para
varios valores temporais a aproximarem-se da data de exercicio. As curvas sao tracadas
recorrendo a féormula de Black-Scholes. De facto, prova-se que

oC 0P
Ao = 55(t,5) = N(d) e Ap = Z5(4S5) = N(d) - 1,

em que N(-), dy e d representam as mesmas quantidades da féormula para C(¢,S).
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Constata-se que as curvas aproximam-se de fungoes-passo (step functions) quando
se aproximam da maturidade. Em termos financeiros, isto indica que os esquemas de
delta-hedging sao isentos de risco até a maturidade das opgoes.

Consideremos, novamente, o exemplo do esquema de delta-hedging anterior. Veja-
se que se a opcao call expirar claramente in-the-money, ou seja, se o valor do activo
subjacente for claramente superior ao do prego de exercicio (St > E), entdo um investidor
que tenha entrado em posicao curta sobre um determinado ntimero destas op¢oes comprou,
durante o tempo de vida da opgao, os activos necessarios a formacao da sua carteira delta-
neutral. O investidor teve oportunidade para estabelecer uma posicao delta-neutral e para
efectuar o re-balanceamento & medida que o valor do activo foi variando.

Se o valor do activo descer ao ponto da opc¢ao expirar claramente out-of-the-money
(St < E), o investidor ainda teve oportunidade de se desfazer, gradualmente, dos activos
comprados aquando do delta-hedging inicial.

Note-se, uma vez mais, que esta discussao foi simplificada ao ignorar o contexto pratico
onde, por exemplo, os custos de transac¢ao tém um papel relevante. De qualquer das
formas, consegue-se antever que uma situacao de risco, na pratica, apenas pode acontecer
quando a opgao expirar at-the-money (Sp ~ E).

As Letras Gregas

Dada uma fungao I1(¢, S;r, o) a descrever o valor de uma carteira, em fun¢ao do tempo ¢
e do valor do activo S, sao varias as suas derivadas parciais com interesse financeiro.

Estas derivadas parciais, conhecidas por letras gregas, sao descritas em baixo para o
caso do preco de uma opgao europeia do tipo call.

e O teta de uma opgao call é a sua derivada parcial em ordem a t:

oC
Oc = O¢(t,S) = E(t’s)'
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O teta é geralmente negativo no caso de opgoes, o que faz sentido pois a medida
que o tempo de vida de uma opgao se aproxima da sua data de exercicio, a opgao
tende a ficar cada vez menos valiosa.

Nao faz sentido exercer nenhum tipo de hedging sobre a passagem do tempo. O teta
é visto pelos traders como uma medida meramente descritiva.

e O gama de uma opc¢ao call é a sua derivada parcial de segunda ordem relativamente

a s 920
I'e = Te(t,S) = =—(t,9).
c o(t,S) 8SQ< )
Se o gama for pequeno, ou seja, se a curvatura de C(¢,S) em ordem a S for pequena,
entao o delta (a derivada parcial de C(t,S) em ordem a S) varia moderadamente.
Neste caso, os ajustes necessarios a manutencao de uma carteira delta-neutral sao

pouco frequentes. Se o gama for elevado a situacao é oposta.

E possivel desenvolver esquemas que conduzam a uma carteira gama-neutral. Tais
esquemas requerem um nimero de transacgoes demasiadamente elevado.

e O vega! de um opcao call é a sua derivada parcial em ordem a o:

oC
Vo = Vel(t,S;0) = —(t,5;0).
c el ) = 55 )
E também possivel desenvolver esquemas de vega-hedging para manter carteiras
vega-neutrais. A neutralidade-vega destina-se a proteger uma carteira contra gran-
des variacoes no valor do activo financeiro entre dois momentos de re-balanceamento
delta ou gama.

e O r6 de uma opcao call é a sua derivada parcial em ordem a 7,

oC
pPc = pC(tvsar) = W<t’577ﬂ)7

medindo a sensibilidade de uma carteira em relacao a taxa de juro sem risco.

Apenas as carteiras de dimensao consideravel sao frequentemente alvo de esquemas de
hedging. Mesmo nestes casos, os esquemas de hedging resumem-se a manter as carteiras
delta-neutrais. E complicado manter carteiras gama ou vega neutrais porque é dificil
encontrar derivados financeiros que permitam estas operagoes a precos competitivos para
os volumes de transaccao em causa. O que acontece na pratica é monitorizar, apenas, o
comportamento de gama e de vega.

4Nao existe nenhuma letra grega chamada vega. Trata-se de um jargdo financeiro...
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Exercicios

1. Deduza, novamente, a féormula de Black-Scholes para o preco de opgoes europeias
put, desta vez recorrendo a formula deduzida para as opgOes europeias call e a
paridade put-call.

2. Prove a relac¢ao de paridade put-call recorrendo & equagao de Black-Scholes (e su-
pondo que esta tem solugdo tnica).

3. Prove a paridade put-call mostrando (em ambos os casos encontrando uma estratégia
de arbitragem) que nem

S+ P(t,S)—C(t,S)— Ee Tt > 0

nem

Ee "D 4 CO(t,S) - P(t,8) =S > 0
podem ocorrer.

4. Trace os perfis de ganhos e perdas em funcao do valor do activo na maturidade para
as seguintes estratégias de transacgao compositas (envolvendo uma opgao e o activo
subjacente):

(a) Uma opgao call em posi¢ao longa e um activo em posigao curta (compra de
uma call coberta).

(b) Uma opc¢ao call em posi¢ao curta e um activo em posicao longa (venda de uma
call coberta).

(¢) Uma opcao put em posi¢ao longa e um activo em posigao curta (compra de
uma put protectiva).

(d) Uma op¢ao put em posigao curta e um activo em posigao longa (venda de uma
put protectiva).

5. Trace os perfis de ganhos e perdas em fungao do valor do activo na maturidade para
as seguintes estratégias de transacgao compositas (envolvendo opgoes europeias com
a mesma maturidade):

(a) Bull spread com calls: uma posi¢ao longa numa call com prego de exercicio £
e uma posi¢ao curta noutra call com prego de exercicio Ey (E; < E»).

(b) Bear spread com puts: uma posi¢ao longa numa put com prego de exercicio E
e uma posi¢ao curta noutra put com prego de exercicio Ey (Fy > E»).

(c) Butterfly spread com calls: duas posi¢oes longas em duas calls (o prego de
exercicio da primeira call, E;, é inferior ao da segunda, E,) e duas posigoes
curtas em duas call (cujo prego de exercicio, E, é igual e satisfaz F; < E < Es).

Nota: Um spread é uma estratégia de transaccao em que se tomam duas ou
mais posigoes do mesmo tipo (por exemplo, duas calls ou duas puts).
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6. Trace os perfis de ganhos e perdas em funcao do valor do activo na maturidade para
as seguintes estratégias de transac¢do compositas (envolvendo opgoes europeias com
a mesma maturidade):

(a) Straddle: duas posigoes longas, numa call e numa put, com o mesmo preco de
exercicio.

(b) Strip: trés posigao longas, numa call e em duas puts, todas com o mesmo prego
de exercicio.

(c) Strap: trés posi¢oes longas, em duas calls e numa put, todas com o mesmo
preco de exercicio.

(d) Strangle: duas posigoes longas, numa call e numa put (o prego de exercicio da
call, Ey, é superior ao da put, Ey).
Nota: Estas quatro estratégias sao conhecidas por estratégias de combinagao

(pois envolvem a tomada de posigdes em calls e puts ao mesmo tempo).

7. Com base na féormula de Black-Scholes para o preco de uma opcao call europeia,
derive expressoes para teta, gama, vega e ro.

8. Considere uma op¢ao europeia sobre um activo financeiro. Suponha que V(t,.5)
depende apenas de ¢ [V (¢,5) = V()]

(a) Resolva, nestas circunstancias, o problema de valor final formado pela equagao
de Black-Scholes e pela condigao de valor final V(T') = E.

(b) Qual é o valor da fungao delta associada & opg¢ao no caso da alinea (a)? Existira
necessidade de recorrer a delta-hedging?
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Aula 10: O Método Binomial

O método binomial permite calcular, numericamente, o preco ou valor de op¢oes. Nesta
aula debrucgar-nos-emos, essencialmente, sobre opc¢oes do estilo europeu, na sua versao
mais simples. No entanto, este método é facilmente aplicavel a outro tipo de opgoes,
incluindo os casos em que o activo paga dividendos ou em que a opc¢ao pode ser exercida
antes da maturidade do contrato (estilo americano).

O método binomial é uma técnica numérica da familia das diferencas finitas. A sua
aplicagao pressupoe a discretizacao do valor do activo subjacente a opcao ao longo de
um namero finito de instantes temporais. Em cada instante temporal considera-se um
numero, igualmente finito, de valores possiveis para o activo.

O método binomial parte de um valor SY para o valor de S no instante t°. No instante
seguinte, t' = tY + At, admitem-se dois cendrios para o respectivo valor de S*: ou aumenta
para ¢S° ou diminui para bS°, em que ¢ > 1 e b € (0,1). Estas variagdes ocorrem com uma
probabilidade determinada: a probabilidade de subir para S{ = ¢S° é dada por p € (0,1)
e a probabilidade de descer para S§ = bS? vale 1 — p.

No instante temporal seguinte, t> = t! + At, aplicam-se os mesmos passos para os dois
valores possiveis de S'. Desta forma, admite-se que o valor de S? possa ser

¢S} (com probabilidade p) ou bS] (com probabilidade 1 — p)

ou
¢S) (com probabilidade p) ou bS3 (com probabilidade 1 — p).

Feitas as contas, constatamos que existem apenas trés valores possiveis para S2:
2 240 2 0 2 _ 12q0
Sy = c°S;, S = cbSy, S5 = b°S;.

(Por uma questdo de notagio substituimos S° por SJ).) Estes valores podem ser represen-
tados graficamente através da arvore representada na figura seguinte.

Verifica-se, facilmente, que dois dos caminhos que emanam de S encontram-se pas-
sados dois instantes temporais, o que ¢ uma consequéncia de bS] = ¢S}. No instante
temporal t3 = t* + At, consideram-se quatro valores possiveis para S®. De uma forma
geral, no instante t/, o valor de S’ pode assumir j + 1 valores:

S = YIS, i=0,..., )
Na maturidade de uma opcao, T = t° + nAt, sao n + 1 os valores determinados:

SPo= cp"'SY, i=0,...,n.

7

Estamos a supor que At = (T'—t%)/n, em que n é objecto de escolha e At funcio de T e
de n.
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O método binomial calcula, numa primeira fase, os valores de S, i = 0,...,n. O
esfor¢co computacional requerido para o efeito, medido em termos do niimero de operagoes
aritméticas elementares, ¢ da ordem de n?. Nesta fase, o método percorre a arvore da
esquerda para a direita.

O espago de armazenagem exigido é da ordem de n, uma vez que nao é necessario,
como veremos de seguida, guardar os valores intermédios Sij com j < n (e mesmo que
fosse isso poderia ser feito implicitamente).

Numa segunda fase, o método binomial gera valores para o preco de op¢oes, seguindo
um sentido temporal inverso, da maturidade 7' para o instante inicial t°. Considere-se o
caso de uma opgao europeia do tipo call, com maturidade T e preco de exercicio . No
instante t" = T, o valor da opc¢ao deveré coincidir com o seu valor intrinseco:

Cl' = max{S' — E,0} i=0,...,n.

7

E apenas neste momento do método binomial, quando aplicado a op¢des europeias, que
se faz a distincao entre puts e calls. No caso das puts ter-se-ia

P = max{FE — 5,0} i=0,...,n.

(2

tn_l

O método binomial calcula, no instante temporal , os valores

Crl = e (pCl, + (1—p)CF), i=0,...,n—L

tn_l

Ou seja, os valores para os precos da opgao no instante temporal sao os walores

esperados em t", descontados & taxa de juro sem risco 7.
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Para percorrer a arvore da direita para a esquerda, aplicar-se-ia
C! = e (pCli + (1—p)CITY), i=0,...,5

para j a variar de n — 2 até 0.

O custo desta segunda fase é, também, da ordem de n? em nimero de operacoes e da
ordem de n em espaco de armazenamento.

Testou-se, em MATLAB, o método binomial para S° = 20, t° = 0, £ = 22, r = 0.05
e 0 = 0.2. Fez-se p = 0.5. As escolhas de c e de b s@ao as descritas mais a frente para
este valor de p. O resultado encontra-se relatado na tabela seguinte para distancias a
maturidade de 3, 6 e 9 meses. O valor de T" é dado em anos.

C(i%, 5% — C7

T | C(t°,8%) [ n =100 n=1000 | n = 10000
0.25 | 23.82263 | -0.09079 | 0.00640 |  0.00084
0.50 | 58.12942 | -0.00253 | 0.02388 | -0.00209
0.75 | 90.44026 | 0.10250 | -0.02710 |  0.00294

A segunda coluna desta tabela relata o valor da formula de Black-Scholes em (¢°, S°).
Para os trés valores de n mencionados, indica-se o erro entre o valor C{ aproximado pelo
método binomial e o valor C'(t°,5°) da formula de Black-Scholes (o qual se toma como
exacto apesar do seu calculo requerer integragao numérica).

A Escolha dos Parametros

A escolha dos parametros ¢ (salto para cima), b (salto para baixo) e da probabilidade p
segue uma ideia simples, a de fazer com que a média e a varidncia do caminho aleatorio
discreto gerado pelo método binomial coincidam com a média e variancia lognormais do
activo subjacente, sob um cendrio de risco neutral (em que a deriva u é substituida pela
taxa de juro sem risco r).

Sob a hipotese de risco neutral sabe-se que, partindo da observacao deterministica S’
feita no instante temporal #/, se tem que

E(Syw) = e85,

Por outro lado, o valor esperado de S7*! no caminho aleatério binomial discreto, partindo
da observacao deterministica S7, é dado por

Eyin(5771) = (pc+ (1 —p)b) &



Aula 10 — Matematica Financeira 54

SJ

t ti+1

Seguindo a ideia apresentada, surge a primeira das equagoes que relaciona os trés parame-
tros em causa:

pe+ (1 —p)b = e, (4)

A segunda equacgao aparece igualando as duas correspondentes variancias. Sob a hi-
potese de risco neutral sabe-se que, partindo da observacao deterministica S7 feita no
instante temporal ¢/, se tem que

E((Stj+1)2) _ 6(2r+02)At(Sj)2.

Desta forma vem que

V(Sun) = ea (21 - 1) ()2,

O valor esperado de (S771)? no caminho aleatério binomial discreto, partindo da obser-
vacao deterministica S7, é dado por

ol (S71)2) = (pe? + (1= p)b?) ()2
Assim sendo, e recorrendo a primeira equacao ja desenvolvida,
Viin (S7T1) = (p02 + (1 — p)b* — e2mt) (S7)2.

Igualando as duas variancias®, surge, assim, a segunda das equacoes que relaciona os trés
b ) )

parametros p, ¢ e b:
2
p62 (1 p)b2 e(?r-ﬁ-a )At. (5)

As equagoes (4) e (5) deixam um grau livre na determinagao dos trés parametros.
Existem, essencialmente, duas escolhas.

5Bastaria, aliss, ter igualado os respectivos momentos de segunda ordem.
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A primeira escolha consiste em tomar p = 0.5. Desta escolha resultam os seguintes
valores para c e b:

c = ™ (1 + 1/ eo?At 1) e b = ™ <1 — VeotAt _ 1) )
Note-se que se At for escolhido tal que
2 €a2At + o2t

entao cb > 1. Neste a caso, a arvore acompanha a tendéncia média de subida do activo
subjacente (dada pela deriva), como se pode ver pela figura seguinte.

A outra escolha passa por fazer ¢ = 1/b. Recorrendo a (4) e (5) e fazendo as contas,
vem que

erAt —b

c—b

a = %(erAt+e(r+02)At> > 1.

Neste caso, seria necessario escolher At apropriadamente para que as probabilidades p
e 1 — p fossem ambas positivas e o método binomial pudesse ser aplicado. A arvore
corresponderia a tragada no principio da aula, em que os valores de Sg /2 Sa0 0S Mesmos
para todo o j par de 0 até n. Aparentemente esta arvore nao acompanha a tendéncia de
subida esperada do activo (relacionada com a sua deriva). Porém, as probabilidade de
subida (p) e de descida (1 — p) sao diferentes. Por exemplo, se At > log(c+ b)/(2r) entao

p>1—p.

, c=a+Vat—1 e b =a—Va>—1,

p:

com
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Exercicios

1. Prove que sob a hipotese de risco neutral (em que a deriva u é substituida pela taxa
de juro sem risco r na distribui¢ao lognormal do activo) e partindo da observagao
deterministica S7 feita no instante temporal ¢/, se tem que

E((Sy1)?) = e®rtoat(gi?,

2. Deduza, a partir das equagoes (4) e (5), as expressoes dadas para ¢ e b, no caso

p=1/2.
3. Deduza, a partir das equagoes (4) e (5), as expressoes dadas para p, ¢ e b, no caso
c=1/b.

4. Considere um método trinomial em que, para todo o estado do activo financeiro,
se consideram trés estados possiveis, subida por um factor ¢ > 1, manutencao e
descida por um factor b = 1/c € (0, 1).

(a) Desenhe a arvore para trés instantes temporais (£, t! e t?), indicando os valores
possiveis nos instantes temporais t! e t* em fungao de Sj e de c.

(b) Considere equiprovaveis as trés situagoes (subida, manutengao e descida). Cal-
cule, com recurso & esperanca do activo sob a hipdtese de risco neutral, um valor
para ¢ (em fun¢ao da taxa de juro r constante e com capitalizagao continua e
do incremento temporal At).
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Aula 11: Opcoes sobre Activos que Pagam Dividendos

Quando o activo subjacente a uma opgao (europeia) ¢ uma acgao ou um indice accionista, a
modelagao do seu preco pode ou deve considerar o facto do activo proporcionar pagamento
de dividendos. Estes pagamentos consistem, basicamente, na distribuicao de lucros da
empresa aos seus accionistas.

Os dividendos podem ser modelados de forma deterministica ou estocastica e, no
primeiro caso, em modo continuo ou discreto.

Dividendos Pagos a Uma Taxa Constante

Existem inimeras formas de enquadrar o pagamento de dividendos. Comecamos por
considerar a situacao em que o pagamento de dividendos ¢é feito de forma continua. Na
pratica tal nunca acontece, pois as companhias pagam os seus dividendos apenas umas
poucas vezes ao longo do ano. Porém, se a op¢ao for sobre um indice accionista (como, por
exemplo, o S&P 500), esta hipotese faz algum sentido pois as ocorréncias de dividendos sdo
tao frequentes que podem ser modeladas como se de um fenémeno continuo se tratassem.

Suponhamos que o activo paga um dividendo a uma taxa constante d € (0,1) com
capitalizagao continua. Trata-se, obviamente, da forma mais simples de considerar divi-
dendos pagos continuamente. Pelo menos dois tipos de op¢oes (sobre indices accionistas e
sobre taxas de cambio com um tempo de vida curto) sao passiveis deste tipo de modelagao.

No ambito da derivacdo do modelo de Black-Scholes, o valor da carteira II(t,.5), ao
ser ajustado a presenca de dividendos, assume a forma

T(t,S) = A(S+tSd) — V(t,S).

O novo termo AtSd corresponde aos dividendos pagos ao longo de t unidades de tempo a
taxa d, relativos a A unidades do activo subjacente, no pressuposto de que At =t—tg =1t
¢ relativamente pequeno (com t = 0), tendo-se usado 'S ~ (1 + td)S = S + tdS.

A derivada parcial da funcao que define a carteira, em ordem a S, é nula quando

oIl 1 oV

Procedendo da mesma forma que na derivacao da equacao de Black-Scholes, chega-se a
uma equagao com derivadas parciais (deterministica) da forma

oIl oV 1, 0%V
o (69) = =5 (t,9) = 3P (1.9) + ASd,

Prossegue-se a metodologia conhecida, raciocinando em termos de auséncia de arbitragem

(instantanea):

o1l
Sr(E8) = Tl S).



Aula 11 — Matematica Financeira 58

Combinando as duas tltimas equacoes,

2
—%—Zu, S) - %0252%@, )+ ASd = r(A(1+td)S — V(L. 9)).

Com a escolha para A acima mencionada, obtém-se a EDP

oV 1, 0%V d \ .0V
=t —02S2 (¢ — = ) S (t,S) —rV(t,S) = 0.
at(,5)+203832(,5)+(r 1+td)585(75) rV(t,S) = 0

Muitos autores simplificam esta equacdo considerando®

d ~
T+td

(o que acontece quanto t nao é relativamente muito grande).

Assim sendo, a equagao que modela o preco de uma opcao europeia call quando o
activo subjacente paga dividendos a uma taxa constante ¢ a EDP:

aC 1, .,0°C aC B
5 (L.8) + 37T (1.8) + (r = d) S5 (1,9) = rO(L, ) = 0.

As condigoes finais mantém-se as mesmas:
C(T,S) = max{S — E,0}.
As condigoes de fronteira para S — 07 também nao sofrem alteracao:

lim C(t,5) =0, t > 0.

S—0+
Existe a necessidade, no entanto, de incluir o pagamento de dividendos nas condigoes de
fronteira para S — 4-00:

lim Se ™0 _C(t,8) = Ee T ¢t > 0.
S—+o00
A nova EDP difere da de Black-Scholes apenas no coeficiente que multiplica o termo
SoC/0S(t,S) que, assim, passa a ser diferente do simétrico do coeficiente que multiplica o
termo C'(¢,S). Aparentemente, esta discrepancia obrigar-nos-ia a ter de calcular de novo
a expressao analitica da solugao da nova EDP. Porém, se fizermos a mudanca de variaveis
dependentes

C(t,S) = T90(t, S),

6Esta derivacdo foi ligeiramente diferente da que se pode encontrar em outros textos de apoio. Obter-
se-ia directamente d em vez de d/(1 + td) se se tivesse considerado S constante em tSd aquando da
aplicagao da Formula de Ito.
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obtemos uma EDP que ¢ a equagao de Black-Scholes com r—d no lugar de r. Desta forma,
multiplicando C(t, S) = e*T=9C(t, S) por e~ concluimos que o preco de uma opg¢ao
europeia do tipo call, a pagar dividendos a uma taxa constante d, é igual a

C(t,S) = e TUSN(d,) — e " TDEN(dy),

em que

I log(S/E) + (r —d + 30?) (T — t)

e o1 —t

i log(S/E) + (r —d — 16?) (T —t)

2 ovT —t 7

com S>0etel0,7). Quando t =T, a férmula ¢ dada por C(T,5) = max{S — E,0}.

Dividendos Pagos de Forma Discreta

Suponhamos, agora, que o activo subjacente paga dividendos em determinadas instancias
temporais. Para simplificar a apresentagao, consideremos apenas uma dessas instancias,
que designaremos por ty. Seja d a taxa paga no instante t;. Nesta altura, os detentores
do activo recebem um pagamento igual a Sd.

Designemos por t; e tz{ instantes temporais que ocorrem respectivamente antes e
depois de t;. Na auséncia de arbitragem, tem-se forcosamente que

S(t7) = S(t7) — dS(tg) = S(t7) = —5(r])

pois, caso contrario, seria possivel comprar o activo antes de t; e vendé-lo logo a seguir
com um lucro (instanténeo e sem risco) de d S(t;). Enquanto funcdo do tempo, o valor
do activo sofre uma descontinuidade em t,. A funcdo S(t) tende para S(t4) a direita de
tq e para S(tg)/(1 — d) a esquerda (como se representa na figura a seguir).

A analise do preco de opc¢oes europeias considera, porém, t e S como variaveis inde-
pendentes. Na presenga de um dividendo pago (a uma taxa d) quando t = t4, o prego de
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uma opgao europeia deve seguir a equagao de Black-Scholes para t € [ty, T]. Assim, e no
caso de uma opc¢ao do tipo call, vem que esse prego é dado por

Cd(t7 S) = O(ta Sa E)7

em que C(t,S; F) designa a formula de Black-Scholes para uma opgao europeia call com
maturidade T" e preco de exercicio E.

Em t = t4, o valor de Cy(t,S) sofre uma descontinuidade. Para ¢t < t4, a equagao
de Black-Scholes tem que ser resolvida com uma condig¢ao final diferente da das opgoes
europeias call sem dividendos. Esta condicao reflecte o pagamento de um dividendo em
ty e, de acordo com a discussao tida em cima, toma a forma

Ca(te, §) = Clta, S/(1 —d); E).

Resumindo, o processo de calculo do valor Cy(t, S) de uma opgao europeia call, com
maturidade 7" e preco de exercicio F, sobre um activo a pagar dividendos em t = t; a
uma taxa d, é dado por (ver, também, figura seguinte):

1. Resolver a equacao de Black-Scholes para t; <t < T com
Cu(T,S) = max{S — FE,0}

(recorrendo a formula de Black-Scholes).

2. Resolver a equacao de Black-Scholes para t;,ciq < t < tq com

Cd<td,5) == C(td, S/(l — d),E)

BS normal (t; <t <T)

Uma forma de aproximar Cy(t,S), quando t < t4, seria considerar que

Cu(t,S) ~ C(t,S/(1 - d); E).
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Desta forma, evitar-se-ia integrar numericamemte a equacao de Black-Scholes, regressiva-
mente, a partir de t;. Fica como exercicio provar que, curiosamente, se tem que

C(t,S/(1—d): E) — ﬁcu, S:(1— d)E).

Este processo para o calculo de Cy(t, S) é facilmente generalizavel a um numero finito
de ocorréncias de dividendos.

Exercicios

1. Faca a mudanca de variaveis C(t, S) = e¥T=9C(t, S) para obter a equacdo referida
na modelagao de precos de opgoes sobre activos que pagam dividendos a uma taxa
constante com capitalizacao continua.

2. Mostre que a equagao de Black-Scholes é invariante ao escalonamento na variavel
independente S, no sentido em que continua a ser satisfeita depois de uma mudanca
de variavel do tipo S = ¢S, com ¢ > 0. Sugestao: Substitua (¢,S) por (¢,5) nos
argumentos da equagao e escreva as derivadas em ordem a S como derivadas em
ordem a S.

3. Prove que C(t,S/(1 —d); E) = 5C(t, S; (1 — d)E).

4. O objectivo deste exercicio é deduzir, novamente, a férmula de Black-Scholes para
opgoes europeias do tipo call quando o activo subjacente paga dividendos a uma
taxa continua e constante d € (0, r). Esta formula foi deduzida nesta aula recorrendo
ao Lema de Itd e a equacao de Black-Scholes. Prove, agora, a mesma férmula, mas
através de um argumento de risco neutral (ver a aula correspondente), substituindo
a deriva pu por r — d.

5. Volte a deduzir os valores de p, ¢ e de b da aula anterior, para as duas escolhas
consideradas, mas na situagao em que o activo subjacente paga dividendos a uma
taxa continua e constante d € (0,r).

6. Repita a experiéncia em MATLAB relatada na aula anterior, para o caso em que o
activo subjacente paga dividendos a uma taxa d = 0.02. Compare, de forma critica,
os valores obtidos para o preco das opc¢oes com os obtidos no caso em que nao ha
dividendos.
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Aula 12: Precos de Contratos Forward e de Contratos
de Futuros e de Opcoes sobre Futuros

Precos de Contratos Forward

Quem assume uma posi¢ao longa um contrato forward compra, na maturidade 7 do
mesmo, um activo subjacente por um determinado preco F'. A contraparte assume uma
posicao curta e vende o activo por F' em T'. Existe uma entrega diferida mas nao ha opg¢ao
ou escolha. A questao que se coloca aqui é saber qual sera o preco F.

A atribuigao de prego aos contratos forward é facilitada pelo facto do risco ser eliminado
no estabelecimento do contrato, na presenca de uma taxa de juro sem risco. Dir-se-ia que
um contrato forward necessita de apenas uma operagao de cobertura ou hedging (feita na
celebragao do contrato).

Suponhamos que o activo subjacente ao contrato forward vale S(t) no instante t.
Pretende-se determinar o preco F' do contrato forward de forma a eliminar qualquer pos-
sibilidade de arbitragem. Seja r uma taxa de juro com capitalizagdo continua (constante
e sem risco) e T a data de exercicio ou maturidade do contrato. E facil raciocinar em
termos de arbitragem e concluir que o preco F' deve satisfazer

F = S(t)e ™9,

(O raciocinio segue a mesma direcgdo dos exercicios das primeiras aulas e fica relegado
para exercicio.)

Uma outra maneira de encarar este resultado é através da paridade put-call. Considere-
se uma carteira constituida por uma posicao curta numa opgao europeia call, uma posi¢ao
longa numa opc¢ao europeia put (ambas com a mesma maturidade 7" e o mesmo prego de
exercicio, agora designado por F) e uma posi¢ao longa num activo (supoe-se que se detém
o activo). Esta carteira vale

S+ P(t,S) — C(t,S).

Logo, em t =T, vale F', o mesmo de uma posi¢ao curta num contrato forward. De forma
semelhante a utilizada no caso da paridade put-call, tem-se, utilizando argumentos de
arbitragem, que

S+ P(t,S)—C(t,S) = Fe T,

Se suposermos que essa carteira nao tem, para quem detém o activo como numa posicao
curta num forward, qualquer custo no momento da sua constituigdo, vem que P(t,S) =
C(t,S). Assim sendo, F' = Se"T1),

Os contratos de futuros sao contratos forward modificados para reduzir o risco de
incumprimento e potenciar a liquidez. Os precos de ambos coincidem sob hipoteses rela-
cionadas com a forma como sao tidos em conta os ganhos ou perdas que podem ocorrer
durante o tempo de vida dos futuros (ver apéndices).
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Precos de Opcgoes sobre Futuros

Tem interesse, por vezes, estabelecer contratos de opcoes sobre os precos dos contratos de
futuros porque estes tém grande liquidez e um custo de transacc¢ao reduzido.

Uma opgao (europeia) sobre um futuro tem um prego que depende do instante tem-
poral t e do preco ou valor F do futuro subjacente. Como F = Se" =% basta fazer
uma mudanga de variaveis na equagao de Black-Scholes, passando da variavel indepen-
dente S para a variavel independente F' e da variavel dependente V (¢, S) para a variavel
dependente V/ (¢, F)

V(t,S) = V(t,F) = V(t,F(t,9) com F(t,5) = Se'T.
Omitindo os argumentos temos que

ov ov oV

2 = o6 oF "5,
a_v — a_VeT(Tft)
oS oF ’
GV _ OV vy
052 0F? '
O resultado é a equagao
oV 1, ,0%V -
E(t,F) + §U2F2W(t’F) —’I"V(t,F) =0

que, comparativamente a de Black-Scholes, nao apresenta o termo relativo a derivada
parcial de V (¢, F') em ordem a F.

A expressao analitica para a solucao pode ser determinada recorrendo ao caso em que
sao pagos dividendos de forma continua, escolhendo d = r. No caso de opc¢oes call vem
que

N

C(t,F) = e """ (FN(d,) — EN(dy)),

em que
I - log(F/E)+ o*(T —t)/2
b ovT —1t

e

I - log(F/E) — o*(T —t)/2
2 oVT —t ’
com F>0etel0,T). Quando t =T, a formula ¢ dada por C(T, F) = max{F — E,0}.
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Exercicios

1. Mostre que quando F # S(t)e" ") num contrato forward é possivel encontrar uma
possibilidade de arbitragem. Considere os casos F' < S(t)e"T e F > S(t)e" T~
separadamente.

2. Deduza a equacao que modela o preco de opgoes sobre futuros com base na equacao
de Black-Scholes e nas mudangas de variavel sugeridas.

3. Quais sao as condigoes que a taxa de juro e a volatilidade associadas ao compor-
tamento do prego dos futuros devem satisfazer para que V (¢, F) = F? seja uma
solugao da equacao que modela o valor de opgoes sobre futuros?
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Aula 13: Opcoes Americanas

Uma opgao americana permite ao detentor ou comprador do contrato exercer o direito
sobre o activo subjacente em qualquer momento do tempo de vida da opgao (direito esse
que é de compra ou de venda consoante se trate de uma call ou de uma put). A amplitude
da escolha associada a uma opcao americana é superior & de uma opg¢ao europeia. Assim
sendo, sao expectaveis duas coisas: o valor de uma opc¢ao americana nao deverd ser
inferior ao de uma opcao europeia; a modelagao do preco de uma opc¢ao americana sera
mais complicada do que o da sua congénere europeia.

No caso de uma opgao europeia put, é facil verificar (veja-se a figura seguinte) que o
valor de uma opcao dado pela formula de Black-Scholes é inferior, para valores relativa-
mente pequenos do activo subjacente, ao seu valor intrinseco na maturidade (ou seja ao
valor da fungao que descreve os ganhos e perdas na maturidade da opgao).

Seja P(t,S) o valor de uma opgao americana do tipo put no instante ¢ e para um valor
S do activo subjacente. Ora, se o valor de S for tal que P(t,S) < max{FE—.S,0}, constata-
se uma possibilidade de arbitragem. Bastaria a um especulador ou agente de arbitragem
adquirir uma opgao ao prego P(t,S) e exercé-la imediatamente (o que seria possivel por
a opgao ser do tipo americana). Este esquema de arbitragem daria, sem qualquer risco,
um lucro imediato de £ — S — P(t,5). Resulta, desta observacdo, a obrigatoriedade de
impor a restrigao

P(t,S) > max{FE — S,0}.

No desenvolvimento do modelo de Black-Scholes para opgoes europeias, a auséncia de
arbitragem traduziu-se, para uma carteira composta por uma posicao curta numa opgao e
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por uma posicao longa num determinado niimero A de activos subjacentes a essa opgao,

pela relacao
dll

E(t’ S) = rll(t, 9).
No caso das opg¢oes americanas, esta igualdade nao faz sentido, porque o retorno desta
carteira pode ser inferior ao de um investimento a uma taxa de juro sem risco r. Quem
detém a posicao curta pode ser confrontado com um exercicio prematuro da opcao. Desta

forma, quando a opcao é americana tem-se, apenas, que

dIl
—(t,S) < rlIl(t, S).
—H(,8) < rTI(E,5)
Seguindo a derivacao do modelo de Black-Scholes para opgoes europeias, obtém-se, para
opgoes americanas, a inequacao diferencial
oP 1 O0*P oP
—(t, S) + —0'252—(t, S) + T'Sﬁ

ot 2 952 (t,S) —rP(t,S) < 0.

Como vimos anteriormente, na auséncia de arbitragem, existem apenas duas possibili-
dades para o valor de P(t,S): ou éigual a max{E—.S,0} ou é maior do que max{FE—.S,0}.
Vamos simplificar a discussao considerando que S < E.

Quando P(t,S) = max{F — S,0} = F — S, a estratégia 6ptima para o detentor da
opgao consiste em exercer o seu direito (pois P(¢,S) < E — S nao pode acontecer). Se
substituirmos P(t,.S) por E — S na inequagao diferencial obtemos

2
aa—f(t,S) + 30232%@,8) + rsg—];(t, S)y—rP(t,S) = —rE < 0.

Quando P(t,S) > max{F — 5,0} = E — S, a estratégia Optima para o detentor
da opgao consiste em manté-la (caso contrario o valor da sua carteira diminui). Neste
caso, a inequagao diferencial é verificada como uma equagao diferencial (a equacdo de
Black-Scholes).

Como o valor de P(t,S) é desconhecido — né@o convém esquecer que este valor é o
objecto da modelagao em curso —, nao se pode definir, & partida, quando é que acontece
uma possibilidade ou a outra. Vamos supor que existe uma curva, no plano t x S, a
separar os dois casos. Para simplificar ainda mais a nossa discussao, vamos supor que
esta curva é representavel por uma fungao de ¢. Seja Sy(t) essa funcao.

Tem-se, assim, que P(¢,S) = max{E — 5,0} quando 0 < S < S¢(t) e que P(t,S) >
max{E — 5,0} quando S¢(t) < S < +o00. A funcao S(t) é desconhecida e a sua determi-
nacgao faz parte do problema associado a modelagao do valor de P(t,5).

Pretende-se, deste modo, calcular P(t,S) e Sf(t) tais que

il Z - il —rP
o (t,5) 57 S 952 (t,S)+rS 5S(t, S)—rP(t,S) < 0, 0<S <S8,
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oP 1, ,0%P oP B
com Sy(t) a satisfazer as condigoes
P
P(1,Sy(0) = max{E — 50,0}, 02 (t,5,(1)) = 1

e P(t,S) a satisfazer a condigao final para t = T e as condigoes de fronteira quando S
tende para 0" e para +oo dadas para as opgoes europeias put.

A Fronteira Livre

O problema acima colocado é conhecido como um problema de fronteira livre’. A fronteira
¢ definida pelo grafico da funcao S¢(t) no plano ¢ x S. De um lado da fronteira a opcao
deve ser exercida e do outro deve ser mantida. Esta fronteira é livre por ser desconhecida
e constituir parte da solucao do problema.

E tipico colocar condicdes sobre a fronteira livre para garantir propriedades acerca
da solugao dos respectivos problemas (como, por exemplo, a existéncia e a unicidade de
solugao). No nosso caso, as condi¢oes impostas sobre a fronteira

P(1Sy(0) = max{E — S5(0),0}, 92 (1,8,(1)) = 1
sao suficientes para garantir a existéncia e a unicidade de solugao do problema de fronteira
livre. O tratamento de problemas de fronteira livre esta fora do ambito deste curso. O
conhecimento de expressoes analiticas para estes problemas esté circunscrito a poucos
casos, muito simples. Na esmagadora maioria dos problemas, a determinagao de solugoes
tem que ser feita de forma aproximada, recorrendo a métodos numéricos.

A condicao de fronteira P(t, S¢(t)) = max{E — S¢(t),0} esteve na base da definicao
da fronteira livre.

A motivacao para a outra condicdo, P/0S(t, Sf(t)) = —1, resulta imediatamente
se suposermos que a derivada parcial 0P/0S existe e é continua. Como anteriormente,
considera-se apenas o caso S¢(t) < E. Como em S = S¢(t) < E a derivada de max{FE —
S,0} vale —1, vem que

oP
—(t,5¢(t)) = —1.
55 (5 (t)

(Seria facil argumentar que nao seria possivel ter
oP
—(t,5¢(t)) < —1.
o (8.55(1)

Se tal acontecesse, a funcao P(t,5) decresceria, a partir de S = Sf(t) (para a direita),
mais rapidamente do que o valor intrinseco max{E — S,0}, o que nao é possivel pelos
argumentos apresentados no principio da aula.)

"Os exemplos mais conhecidos de problemas de fronteira livre sdo os problemas do obstaculo e o
problema de Stefan para a fusao do gelo.
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Uma Reformulagao em Problema de Complementaridade Linear

Fica sem demonstragao provar que o problema de fronteira livre anterior é equivalente ao
problema de complementaridade linear, dado por

oP 1, ,0*P oP B
(E(t’ S) + 3¢ S W(t’ S) +r5$(t, S) —rP(t, S)) (P(t,S)—max{E—S,0}) = 0,

P(t,S) > max{F — S,0},
oP 1, ,0%P oP

com P(t,5) a satisfazer a condigao final para t = T" e as condigoes de fronteira quando S
tende para 0" e para +oo dadas para as opcoes europeias put.

(t,S)+rS—(t,S)—rP(t,S) <0,

A primeira condi¢ao deste problema designa-se por condi¢ao de complementaridade e
garante que a solucao satisfaz a equagao de Black-Scholes ou, entao, coincide com o valor
intrinseco da opcao. A relagao de complementaridade, envolvendo um produto, é nao
linear, mas o problema diz-se linear no mesmo sentido em que a equacao de Black-Scholes
¢ também linear.

Na formulagao em problema de complementaridade linear, a fronteira livre nao aparece
explicitamente. Esta formulagao é mais conveniente para o desenvolvimento de métodos
numeéricos.

O Método Binomial para Opcoes Americanas

A primeira fase do método binomial para opg¢oes americanas é semelhante a do estilo
europeu, na forma de calcular S}, i = 0, ...,n. No entanto, guardam-se, nesta fase, todos
os valores intermédios Sij, para j =0,....,n—1let=0,...,7.

Na maturidade t" = T', o valor da op¢ao americana devera coincidir com o seu valor
intrinseco (apresentamos, apenas, o tipo put):
P = max{E —S!',0}, i=0,...,n.

1
Porém, no instante temporal t"~!, é preciso entrar em consideracao com a possibilidade
de um exercicio prematuro da opcao:

P = max {max{E — S, 0},e " (pP, + (1 —p)P")}, i=0,...,n—1L

2

A figura seguinte ilustra os nos da arvore binomial aqui utilizados quando i =n — 1.
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A arvore é percorrida da direita para a esquerda, contemplando-se a mesma possibilidade
de exercicio prematuro:
P/ = max {max{E — S7.0}, e A (pPZ-jJ:rl1 +(1- p)Pin)} , 1=0,...,7,

com j a variar de n — 2 até 0.

Testou-se, em MATLAB, o método binomial para opg¢oes put americanas nas condigoes
da aula onde este foi dado (S° =20, t° =0, F =22, 7 = 0.05, 0 =02¢ep=05). O
resultado encontra-se relatado na tabela seguinte para distancias & maturidade de 3, 6 e
9 meses. O valor de T" é dado em anos.

T [P0, 8% [n=100 | n= 1000 | n = 10000
0.25 | 196.49 | 206.68 | 206.61 | 206.61
0.50 | 20381 | 219.40 | 219.38 | 219.39
0.75 | 209.46 | 230.30 | 230.31 | 230.30

O valor destas opgoes é claramente superior ao valor das correspondentes opgoes put
europeias (dado por P(t°, SY)).

Exercicios

1. Mostre que no caso de uma opgao do tipo call (sobre um activo que nao paga
dividendos) nunca é optimal exercer a opgao antes da maturidade. (Ou seja, prove
que o valor de uma opg¢ao europeia call dado pela féormula de Black-Scholes é sempre
superior ao seu valor intrinseco, para valores temporais anteriores a maturidade.)

2. Considere um investidor que toma uma posicao longa numa opgao call americana
com um prego de exercicio de 10 euros. A opcao custou 2 euros. Que valores do
activo subjacente dao origem a arbitragem no momento da compra da op¢ao?

3. Suponha que o prego P(S) de uma opg¢ao do tipo put depende apenas do valor S
do activo subjacente. Sejam E o preco de exercicio, r a taxa de juro sem risco e o
a volatilidade do activo subjacente.
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(a) Mostre que a equagdo de Black-Scholes se simplifica, para ficar na seguinte
forma:

1, ,d°P dP B
5075 2 (S) + 1S =(S) = rP(S) = 0.

Classifique a equagao obtida.
(b) Seja ¢ = 2r/c?. Prove que esta equagao se reduz a forma

d?p dpP _
w(m) + (¢ — 1)%(33) —cP(z) = 0.

(c) Calcule A e Ay (A1 > A2) de forma a que a solugdo geral da equagao se escreva
como:

P(S) = Ci(S/E)" + Cy(S/E)*, C1,Cy €R.
(d) Utilize as condigoes de fronteira das opg¢oes put quando S — +oo para con-
cluir que C; = 0. (Suponha que 7 e o sdo tais que \y > 1e Xy <0.)

(e) Suponha, agora, que a opgao put tem estilo americano. Seja Sy > 0 o valor
real da fronteira livre. Determine a constante Cy de forma a que P'(Sy) tenha
o valor apropriado.

(f) Como determinaria Sy?

4. Apresente a relagao de paridade put-call para opcoes americanas e justifique-a re-
correndo a um argumento de arbitragem.
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Aula 14: Exemplos de Opcoes Exéticas

As opgoes europeias ou americanas estudadas anteriormente apresentam um ganho, em
posicao longa, dado por max{S — E,0} (calls) ou max{E — S,0} (puts), em que S repre-
senta o valor do activo subjacente a opcao e E o preco de exercicio. As opgoes europeias
podem ser exercidas unicamente na maturidade.

Quando as fungoes que definem os ganhos ou perdas sao diferentes destas, as opgoes
dizem-se exoéticas. As opgoes exoticas podem contemplar estilos de exercicio europeu ou
americano — e nao é esta a caracteristica que as define.

Entre os exemplos de opgoes exoticas, encontram-se as opgoes binérias (que descreve-
remos a seguir), as opgoes sobre opgdes e as opgoes de escolha (uma forma mais complicada
de opgoes sobre opgoes).

As opcgoes podem também depender da trajectoéria do respectivo activo subjacente.
De certa forma, as op¢oes americanas, que vimos anteriormente, pertencem a esta classe,
pois o exercicio prematuro destas opgoes é funcao da trajectoria do activo. As opgoes
podem ser exoéticas e, simultaneamente, depender da trajectoria do activo.

As opgoes exoticas e as opgoes dependentes da trajectoria do activo sdo tipicamente
transaccionadas em mercados ao balcao (over-the-counter), procurando responder a ne-
cessidades especificas. Por vezes, existe uma procura genuina deste tipo de produtos para
operagoes de cobertura especiais (hedging). Em outras situagoes, as opgoes exoticas sao
lancadas para reflectir o posicionamento de instituicoes financeiras face a varidveis do
mercado. Nos tdltimos anos, tem-se assistido ao aparecimento de novos derivados finan-
ceiros (e, em particular, de novas opgoes exdticas), cada vez mais complexos e dificeis de
modelar.

Opcoes Binarias

As opgoes binarias, ou digitais, podem ser vistas como formas de apostar se o valor
do activo, na maturidade, ficarda acima ou abaixo do preco de exercicio. Suponhamos,
primeiro, que se trata de uma opcao do tipo call. Neste caso, a funcao que descreve o
ganho da posicao longa na maturidade ¢ dada por

B se S>F,
0 se S<F,

em que B é a recompensa obtida quando o valor do activo excede o preco de exercicio F
na maturidade. Esta fun¢ao pode ser descrita, recorrendo a fungao de Heaviside H (que
vale 0 se x <0 e lsex>0):

B se S>F,

BH(S - E) = {0 se S<FE

Esta é a forma mais simples de uma opgao binéria (conhecida por cash—or-nothing call).
Os perfis de ganhos e perdas sao retratados na figura seguinte.
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posicao curta

(0]
(0]

ST ST

posicao longa

Existe uma forma rapida e expedita de calcular o preco destas opgoes. Na aula da
neutralidade face ao risco, vimos que N(ds) é a probabilidade do activo estar acima do
prego de exercicio F, sob a hipotese de neutralidade face ao risco (ou seja, é igual a
P(Sy > E) = f;oo g(s)ds quando Sy segue uma lognormal com r no lugar de u e de
fungdo densidade g¢(s)). Assim sendo, o valor esperado da opg¢ao na maturidade vale
BN (ds). Basta, ent@o, descontar este valor a taxa de juro sem risco r, obtendo-se

Chin(t,S) = Be "TIN(dy),

com

_ log(S/E) + (r— 30%) (T —t)
2 o1 —t '

A figura seguinte mostra os graficos de Cy;, (¢, S) para varios valores de t a aproximarem-
se da maturidade. Os dados escolhidos foram: F =4, r = 0.05, 0 = 0.2 e B = 2, para
valores de t compreendidos entre ¢y = 0 e T' = 4 e valores de S a variar entre S, = 2 e
St =6.
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Observa-se que estes graficos ‘aproximam-se’ da funcao que descreve o ganho na
maturidade. Mais rigorosamente falando, a convergéncia déa-se pontualmente excepto
em S = FE. Neste ponto, fica a sensacao, pela experiéncia numérica relatada em cima,
que a convergéncia se da para B/2. De facto, ao tomarmos o limite de Cy;, (¢, S), quando
t tende para T, observa-se a convergéncia pontual para a fungao descrita graficamente de
seguida em posicao longa.

posigao curta

oy}
O e C
m]

ST ST

posicao longa

Sublinhe-se a dificuldade acrescida que existe em estabalecer uma carteira delta-neutral
para este tipo de opgoes. Se derivarmos Cy;,(t,S) em ordem a S, estas fungoes delta
‘aproximam-se’ da fungao delta de Dirac §(S — E), que vale zero quando S # E.

Existe uma outra forma de modelar o valor de operagoes binarias. Continuemos a
examinar o caso de uma cash—or-nothing call nas condicoes descritas ha pouco. Recorde-
se que o desenvolvimento do modelo de Black-Scholes permitiu estabelecer a equagao de
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Black-Scholes independentemente da condigao final imposta. Esta condicao foi utilizada
para determinar uma solugao particular da equacao, diferente, por exemplo, consoante se
tratou de uma call ou de uma put. Para determinar o preco de uma opcao binaria da
forma acima exposta, basta resolver a equagao de Black-Scholes para V (¢, 5) = Cy;,(t, S)
mas com a condigao final

Cyin(T,S) = BH(S — E)
no lugar de
C(T,S) = max{S — E,0}.

Viu-se na aula da férmula de Black-Scholes que, para determinar a solucao da equacao
de Black-Scholes a satisfazer uma condig¢ao final, é necessario calcular um integral de
Poisson da forma

1
u(r, x) = 2\/F/ ug(s)e” 3 ds.

A funcao ug é, porém, diferente da considerada nessa aula, pois esta relacionada com a
nova condicao final imposta.
Através das mudancas de variavel

2
t =1T-— <;) T, S = Ee¥, Cun(t,S) = Ev(r,x)

v(r,z) = e PTu(r, z),

a condigao final Cy,;,(T,S) = BH(S — E), nas variaveis originais, passa a ser dada, nas
novas variaveis, por

uw(0,z) = uo(zr) = e **BH(Ee® — E)/E.

Existe uma (e uma s6) solu¢ao da equagao de difusdo a verificar a nova condi¢ao inicial,
uma vez que ug(x) continua a ser uma fun¢do bem comportada e que nao cresce muito
rapidamente quando |z|] — +oo (no sentido exposto nessa aula). Feitas as contas,
obtém-se igualmente Ciy(t,S) = Be """ N(dy).

N&o ha nenhuma contradigao matematica em ter lim; 1 Cy;,, (¢, E) = B/2 como vimos
anteriormente. De facto, o método de resolucao da equagao diferencial assentou no célculo
do integral de Poisson que ¢ indiferente ao valor de wg (e, consequentemente, ao valor final
para Cy;,,(T',.S) imposto ao modelo) num conjunto finito de pontos.

Exercicios

1. Deduza a expressao para o valor Cy;,(t,.S) de uma opgao cash—or-nothing call, con-
cluindo o peniltimo paragrafo da aula.
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2. Uma opcao binaria supershare apresenta um ganho na maturidade, para a posi¢ao
longa do tipo call, dado por

1

JHS —E)~H(S - E-A)]  (4>0),

(a) Trace o gréfico desta fungao.
(b) Explique o significado financeiro deste derivado.

(c) Calcule o valor da opgao.

3. Uma opgao binaria asset-or-nothing apresenta um ganho na maturidade (para a
posicao longa do tipo call) igual a S se S > E e igual a 0 caso contrario.

(a) Trace o perfil de ganhos e perdas na maturidade.

(b) Calcule o valor da opgao.

4. As opgoes de escolha (chooser options ou as you like options) sdo caracterizadas por
dar a oportunidade ao detentor do contrato de escolher, num determinado instante
(aqui designado por 17 [> t]), se a opgao ¢ do tipo call ou do tipo put. Sejam Ty [>
T1] o instante da maturidade da opgao e E o seu prego de exercicio (qualquer que
seja o tipo escolhido em T7).

Supondo que a opgao (tipo call ou put) a ser escolhida tem estilo europeu, desenvolva
uma férmula que descreva o valor da opcao de escolha. Sugestao: Recorra a
paridade put-call substituindo o valor da put em max{call, put}.

5. Reconstitua a matéria desta aula (e os exercicios ja apresentados) para o caso de
opc¢oes binarias do tipo put.

6. Uma opgao com berro (shout option) é uma opgao de estilo europeu em que o
detentor do contrato pode berrar ao vendedor uma vez durante o tempo de vida
do contrato. Na maturidade 7', o detentor recebe o maior valor de entre o ganho
tradicional e o valor intrinseco da opg¢ao no momento do berro.

Considere uma opc¢ao com berro do tipo call e com preco de exercicio E. Seja
b€ (0,7) o momento do berro e S, o valor do activo nesta ocasiao.

(a) Sejam E = 30 e S, = 50. Qual o ganho da posi¢ao longa quando Sy = 407 E
quando St = 607

(b) Mostre que, quando S, > E, o ganho da op¢ao na maturidade se pode escrever
na forma

max{ST - Sb, 0} + (Sb - E)

(c) Através do resultado da alinea anterior, mostre como poderia ser modelado o
prego de uma opgao com berro (a partir do momento deste).
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7. As opgbes com inicio posterior (forward start options) sao usadas, frequentemente,
em esquemas de incentivos salariais. Estas opgoes estipulam que o direito de opgao
do detentor do contrato apenas entra em vigor numa data futura, posterior a sua
transaccao.

Considere uma opc¢ao com inicio posterior, de estilo europeu e do tipo call. Seja T;
a data em que o direito de opgao entra em vigor e seja Ty (com Ty > T7) a data
de maturidade do contrato. Suponha que o activo subjacente a opgao vale Sy no
momento (t = 0) de transac¢ao do contrato e S; quando t = T7.

Seja C' o valor de uma opgao call europeia (tradicional) em ¢ = 0 e com maturidade
T, — T). Seja r o valor da taxa de juro sem risco.

(a) Mostre, através da formula de Black-Scholes, que o valor das opgoes call euro-
peias tradicionais é (aproximadamente) proporcional ao valor do activo subja-
cente, quando estas se encontram at-the-money.

(b) Com base na alinea anterior, apresente uma justifica¢do para que o prego da op-
¢ao com inicio posterior (nas condigoes acima descritas) seja dado por C'S;/S
emt="1T].

(c) Diga por que motivo é que o prego da opgao com inicio posterior, em t = 0, é
G_TTIE(Osl/So) .

(Supobe-se, nesta alinea, que C'S;/Sy é uma variavel aleatoria.)

(d) Mostre que este valor é dado por Ce~®" no caso do activo pagar dividendos
a uma taxa de juro constante d. (Tome S} como uma variavel aleatéria e Sp
como um real.)

(e) Faga d = 0. O que é que conclui?

Aplicagao a Produtos Estruturados

As opgoes exodticas sao frequentemente incluidas em produtos estruturados. Estes produ-
tos sao aplicacoes financeiras, de curto, médio ou longo prazo, com renumeracao variavel,
a qual estd dependente da evolucao de outros activos, designados por subjacentes. Tipi-
camente, os produtos estruturados garantem, a quem os compra, um reembolso minimo
pelo montante do valor investido, ou seja, oferecem um ganho garantido no vencimento
para além do montante investido.

A titulo de exemplo, consideremos uma taxa de juro r = 0.125, capitalizada continu-
amente, e um indice de ac¢oes com volatilidade ¢ = 0.5 que se encontra neste momento
a 1000 pontos. Este indice de accoes sera o activo subjacente. Consideremos uma opgao
call binaria de tipo cash—or—nothing sobre o indice de acgoes, de recompensa B e prego de
exercicio ¥ = 1000, atingindo a maturidade dentro de um ano. Um ganho na maturidade
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desta opgao em posicao longa é de

B se S >1000,

CznT,S =
nl5) {0 se S < 1000.

O prego Black-Scholes desta cash—or—nothing é dado por (em to =0 e S = 1000)

Cbzn(07s) — _Be—().125(1—0)]\[(d2)7

com 1
log(1000,/1000) + <0.125 — 50.52) (1-0)

& - — 0.
2 0.5v/1—0

Logo, com S = 1000,
Chin(0,5) = Be "™ N(0) = Be "'*0.5 ~ 0.441B.

A taxa nominal r; para um periodo de capitalizacao (ver exercicio em apéndice) é
dada por (com ty = 0)

et = (14+n) <= 14+rn =¢ <= r = —1.
Assim sendo,
o= "% 1 ~ 0.13 (taxa de13,3%).

O produto estruturado é constituido por um depédsito a prazo e uma opgao como a
descrita em cima. A instituicdo financeira que venda este produto recebe D unidades
monetéarias do cliente e vende-lhe a call. Na maturidade do produto tera de pagar ao
cliente que o comprou a recompensa B se a call for accionada e devolver-lhe 7 ;enseD.
A questao a resolver é determinar o valor de 7.ene € 0 valor de B de forma a que a
instituicao tenha sempre lucro.

Determinemos, primeiro, o valor de B, de forma a que o produto estruturado proporci-
one um lucro nunca inferior a, digamos, 1% a instituicao financeira que venda o produto.
No pior cenario para esta, ou seja quando a call é exercida, a instituicao financeira faré
um lucro de 1% quando

0.01D = 0.133D + 0.441B(1 + 0.133) — B,

uma vez que esta coloca a render, a taxa de 13.3% de que dispoe, o dinheiro D do
cliente e o prémio da call que lhe vendeu em ¢ty = 0. Na maturidade devera pagar-lhe a
recompensa B. Obtém-se assim B em fungao de D:

—0.123D = —0.500347B (aproximadamente B = 0.246D).
Se a call ndo for exercida (e supondo que se especifica B = 0.246D), vem que

0.133D + 0.441B(1 + 0.133) = 0.133D + 0.441(0.246D)(1 4 0.133) =~ 0.256D.
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A racionalidade econ6mica para a instituicao financeira que comercializasse este pro-
duto estruturado seria, por exemplo, oferecer aos clientes uma taxa r.iente de 0.5% no
caso do indice de acgoes estar igual ou acima de 1000 pontos (S > 1000) e oferecer uma
taxa 7eente de 25.1% no caso do indice de acgoes estar abaixo de 1000 pontos (S < 1000).
Note-se que em ambos os cenérios a instituicao financeira lucraria sempre 0.5% do valor D
investido pelo cliente!
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Aula 15: Exemplos de Opcoes Dependentes da Trajec-
toria do Activo

As opcoes podem ser simultaneamente exoticas e dependentes da trajectoria do activo. E
o caso das opgoes onde uma barreira marca uma passagem para o interior (opgoes knock—
in), activando o direito de exercicio, ou para o exterior (opgoes knock—out) desactivando
este direito.

Opcoes de Barreira

Nas opgoes de barreira para o exterior, o direito de exercicio cessa se o valor do activo
passar um determinado valor. Ha duas possibilidades a considerar. O direito de exercicio
pode terminar se o activo subir acima da barreira (op¢oes up—and—out). Na outra possibili-
dade, o direito cessa se o valor do activo descer abaixo da barreira (opgoes down—and—out).
O estilo de exercicio pode ser europeu ou americano.

A barreira pode ser imposta em sentido contrario, fazendo com que o direito de exer-
cicio apenas surja se o activo passar um determinado valor. As opg¢oes de barreira para
o interior contemplam, também, duas possibilidades, up—and—in e down—and—in. Quando
o direito de exercicio surge, pode ser exercido apenas na maturidade (estilo europeu) ou
em qualquer instante, desde o momento em que a barreira é cruzada até a maturidade
(estilo americano).

Uma Opgao de Barreira down-and-out

Consideremos, primeiro, o caso de uma opc¢ao knock—out da forma down—and-out. Su-
ponhamos que se trata de uma opgao do tipo call em estilo europeu. Seja H o valor da
barreira e E o preco de exercicio.

Quando a opgao ¢é transaccionada (¢ = ty) tem-se, necessariamente, que S > H. Se o
valor do activo atingir S = H a opcao deixa de existir, no sentido em que cessa o direito
de exercicio. Quando isso acontece, a opcao deixa de ter qualquer valor. O valor da op¢ao
deve, entao, satisfazer a seguinte condicao de fronteira

Cit,H) = 0.

O valor da opg¢ao tem, naturalmente, de obedecer a equagao de Black-Scholes para S > H.
Se a opgao ainda existir na maturidade, o seu valor respeita a tradicional condigao final

CUT,S) = max{S — E,0}.

O problema que modela o preco da opcao esta formulado, mas resta saber se existe uma
solucao da equacao de Black-Scholes a satisfazer estas duas condi¢oes. Em primeiro lugar,
vamos impor que E > H, o que, por um lado, faz um certo sentido de um ponto de vista
financeiro e, por outro, torna a condicao final compativel com a condigao de fronteira:

CHT,H) = 0.
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A figura seguinte pretende retratar estas condigoes finais e de fronteira.

call habitual )
max {S — E,0}
H = N
0 } Que condicao final impor aqui?...
Onmmmmmm - J
t=20 t=1T

Note-se que a solucao obtida deve obedecer ainda & condi¢ao de fronteira no limite
limg_s 400 S — C4(t,S) = Ee "=t t > 0, apesar desta condicio ndo ser explicitamente
necessaria para a modelagao do preco da opcao.

Recorrendo as ja habituais mudancgas de variavel,

2
t=T-— (;) 7, S = Ee*, CYt,S) = BEv(r,x)

o(1,z) = e PTu(r, 1),

o problema assume a forma (relembre que 7 = 0 corresponde a t = T))

du(r,z) = Z4r2), 7 >0 e —00 < < +00,
u(0,2) = wu(z), = > @y,
u(r,m) = 0, 1 =0,
em que
ug(r) = max{e%(c_l)x(ex—l),O} e c = %.

O valor de xy mencionado em cima é dado por (relembre também que xz = 0 corresponde

aS=F) o
x9g = log (E) < 0.
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Acontece que o problema em cima é resolvido através do problema em encontrar u(7, )
tal que

%(T,IE) = %(77‘%)7 T ZO e -0 < r < 409,
u(0,2) = up(z), —oo0 < z < +o00,

para uma determinada funcao o (z) (que devera necessariamente coincidir com ug(x) para
x > xg), problema este que ja sabemos resolver.

Como a equagao de difusao % (1,2) = %(T, x) é invariante sob translacgoes e reflexoes
do seu sistema coordenado, continua a ser uma sua solu¢do a fun¢ao ugs(7,2xy — ), em
que ups(T, ) é a solugdo da equagao, dada na aula sobre a formula de Black-Scholes, que
deu origem a esta formula (para uma call europeia). E, uma vez que a equagao é linear,
ela admite uma solugao da forma u(7, x) = ups(T, ) — ups(7, 229 — ). Faga-se, entao,

d

ug(r,2) = ups(T, ) — ups(T, 220 — T).

Logo, ud(r, x) é a solugao (tinica) deste tltimo problema quando g(x) = u2(0, ) (uma vez

que tal @g(x) é uma fungdo bem comportada e a nao crescer muito rapidamente quando
|x] — 400 no sentido exposto nessa aula). Os dois problemas sdo equivalentes porque,
por um lado, esta solucao satisfaz, trivialmente, a condicao de fronteira

u(r,x0) = ups(T,20) — ups(T, 229 —29) = 0
e, por outro, para x > xy > 2y, vem que
to(z) = up(z).

(Olhar para os valores que ug(x) toma quando = < 2z, é irrelevante para a analise em
causa.) Porém, a equivaléncia referida pressupoe que no primeiro problema se tenha
u(0,z) = ug(x), x < .

Efectuando as mudancas de variavel em sentido inverso, obtemos o valor da opcao de
barreira down-and-out

~(c-1)
C4t,S) = Cpgs(t,S) — (%) Cps(t, H?*/S),

em que Cpg(t,S) é o valor da formula de Black-Scholes para uma opgao call europeia.

Uma Opgao de Barreira down-and-in

Uma opcao knock—in da forma down—and—in da ao comprador o direito de exercicio apenas
se o valor do activo passar para baixo de uma determinada barreira durante o seu tempo
de vida. Consideremos, entao, uma opg¢ao down-and—in do tipo call em estilo europeu.
Seja H o valor da barreira e E o preco de exercicio.
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Quando S < H, a opgao passa a ser uma opc¢ao call europeia normal. Logo, o problema
inclui, desde logo, uma condi¢ao de fronteira da forma

C’Zd(t,H) - CBS(ta H)

Quando S > H na maturidade nao ¢ possivel exercer a opgao, ou seja, C4(T,S) = 0.
Como também estamos a considerar £ > H, tem-se que C4(T, S) = Cps(T,S) = 0, para
S < H. Desta forma, colocamos a condig¢ao final

CHT,S) = 0.

A figura seguinte pretende retratar estas condigoes finais e de fronteira.

)
0
E
—
call habitual H <
bo
R R CEEE LR TP S
t=0 t="T

A solucao a encontrar deve satisfazer, também, uma condi¢ao de fronteira do tipo
limg o C&(t,S) = 0, indicando a improbabilidade da opcao vir a tornar-se activa para
valores muito grandes do activo, apesar de, uma vez mais, nao precisarmos desta condi¢ao
de fronteira para modelar o prego da opgao.

Como de um ponto de vista financeiro, faz sentido dizer que o valor de uma opc¢ao call
europeia ¢ igual a soma do valor de uma opcao call down—and—in com uma call down—
and-out (com a mesma maturidade e o mesmo prego de exercicio),

CBS(ta S) = Czd(t75) + Cg(ta‘S)’
vem que a solugao para o nosso problema é dada por
Ci(t,S) = Cps(t,S) — Cl(t, S).

Uma nota final para a relacao £ > H que nao faz, de facto, muito sentido financeiro,
pois torna o valor da call down—-and—in sempre nulo na maturidade. Em todo o caso, a
modelacao de uma call down—and—in nestas condi¢oes foi um exercicio interessante.
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Outras Opcgoes Dependentes da Trajectoria do Activo

Em opcoes asiaticas, por exemplo, o ganho na maturidade depende de um pregco médio
do activo durante o tempo de vida da opcao. O calculo deste preco médio pode ser
estipulado de varias formas. Pode ser uma média tomada em tempo continuo (ou o mais
perto possivel do que isso representa na practica) ou em determinados instantes temporais
previamente especificados. O célculo da média pode ser aritmético ou geométrico e com
ou sem ponderagao.

As opgoes asiaticas de prego médio (average price options) possibilitam um ganho
na maturidade, em posigao longa, dado por max{S,,; — E,0} (no caso de calls) ou por
max{E — S;4,0} (no caso de puts), em que S,,4 traduz a média do activo ao longo do
tempo de vida da opgao.

As opgoes asiaticas podem, também, incidir sobre o prego de exercicio (average strike
options). Neste tipo de opgoes asiaticas, o ganho na maturidade é dado por max{Sy —
Sma, 0} (calls) ou por max{S,,qs — St,0} (puts), em que St representa o valor do activo
na maturidade.

As opgoes lookback incorporam ganhos na maturidade dependentes de um valor mi-
nimo ou maximo que o activo atingiu durante o tempo de vida da opg¢ao. O ganho na
maturidade, nas opgoes lookback do tipo call, é dado por max{S,,;, — F,0}, em que Sy,
representa o valor minimo do activo ao longo do tempo de vida da opc¢ao. No caso das
opgoes lookback do tipo put, o ganho na maturidade é dado por max{E — S,4z, 0}, em que
Smaz traduz o valor maximo do activo ao longo do tempo de vida da opgao. Estes valores
minimos ou maximos podem ser determinados de forma (aproximadamente) continua ou
em amostragens espagadas em tempo.

Exercicios

1. Verifique que C4(t,S) satisfaz a condigao de fronteira quando S tende para +oo
apresentada na formulagao do valor de opgoes down—and—out.

2. Confirme que C¢(t,S) satisfaz a condigao final e a condicdo de fronteira quando S
tende para +o0o, mencionadas na formulacao do valor de opgoes down—and—in.

3. Faga H tender para zero na expressiao para o preco C&(t,S) de uma opgao call
europeia down—and—in. O que é que obtém? (Se nao conseguir responder a esta
questao na sua generalidade, pode supor que ¢ = 2r/0? > 1.) Explique o significado
financeiro da resposta dada.

4. Uma opgao asiatica de prego médio (average strike option) apresenta um ganho na
maturidade em que o preco de exercicio ¢ substituido pela média do valor do activo
subjacente a op¢ao durante o tempo de vida desta.
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(a)

Como seria o ganho de uma posi¢ao longa associada ao tipo put? (Para sim-
plificar, considere o caso em que a média é tomada sobre um conjunto discreto
de instantes t1,...,ty em (0,7).)

Mostre que a equagao diferencial estocastica que modela a média do valor do
activo (multiplicado por um factor de t) é dada por dA; = S;dt.

No contexto do Lema de Itd, considere V (¢, S, A) dependente de trés variaveis
(tempo ¢, valor S do activo e sua ‘média’ A). Considere a carteira I1(¢, S, A) =
AS —V(t, S, A). A aplicagao deste lema da origem a

dll; = | = 4+ puSi== + =0°S?— + S,— | dt +0S,——dX,,

oIl o 1 ,.,0°0 ol oIl
ot 95 27 1 os? 0A )

em que os argumentos sdo tomados em (t, Sy, A;) (e u e o designam, respecti-
vamente, a deriva e a volatidade associadas ao activo).

Desenvolva uma equagao correspondente a de Black-Scholes considerando que
a carteira Il tem um retorno igual ao de um investimento sem risco a taxa de
juro r.
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Aula 16: Obrigacoes e Modelos de Taxas de Juro

A modelacao do preco de futuros e opgoes foi baseada na hipdtese de a taxa de juro ser uma
constante conhecida. Pelo facto destes derivados terem um tempo de vida relativamente
curto, esta hipotese nao é demasiado restrictiva. Porém, os produtos financeiros de maior
duragao, como as obrigagoes, sao mais sensiveis as variagoes na taxa de juro. Importa,
assim, estudar modelos que descrevam a variacao temporal das taxas de juro.

Uma obrigacao ¢ um contrato em que o comprador, mediante um investimento ini-
cial, obtém, na maturidade do contrato, um rendimento pré-estabelecido. A obrigacao
pode pagar dividendos em determinadas instancias durante o tempo de vida do contrato.
Estes dividendos sao conhecidos por cupoes. Uma obrigacao sem cupoes designa-se por
obrigacao de cupao-zero. As obrigacoes sao subscritas pelo Estado ou por empresas, e
podem ser vistas como uma forma de contrair um empréstimo para obtengao de capital.
O tempo de vida de uma obrigacao pode ser da ordem da dezena de anos, constrastando,
por exemplo, com o tempo de vida das opgoes que, geralmente, nao excede os nove meses.

Preco de Obrigacoes — Taxas de Juro Deterministicas

Seja V' (t) o prego a pagar por uma obrigacao que, na sua maturidade T, paga ao comprador
um valor Z. Desta forma, V(T') = Z. Pretende-se conhecer o valor de V' (¢) quando t < T

Suponhamos que a taxa de juro é conhecida e representével por uma fungao r(t).
E também conhecida a funcio K (t) que representa o valor dos pagamentos dos cupdes
(modelado de forma continua).

O argumento de arbitragem (instantanea) leva-nos a igualar o retorno da obrigagao
ao retorno de um empréstimo a taxa de juro em causa. Desta forma, coloca-se a equagao
diferencial ordinéria

av
S+ K@) = V(D)

cuja solucdo, quando imposta a condicao final V(T') = Z, é dada por
T T T
V(t) = e Jo rimdr (Z -+ / K (u)els T(T)deu) :
t

O prego das obrigagdes de cupao-zero (K (t) = 0) reduz-se a
V({t) = el rirg,

O prego de uma obriga¢do pode também ser encarado como uma fungao de 7' (V (t) =
V(t;T)). Se escrevermos a formula para a sua expressao na forma

[ i = oY)
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e a derivarmos em ordem a 7', obtemos

1 oV
V(t;T}ﬁ(t’T>'

r(T;T) = —

Como r(T;T) > 0e V(t;T) > 0, resulta imediatamente desta expressao que a derivada
parcial de V(¢;T) em ordem a T' é negativa, o que traduz o decréscimo do valor de uma
obrigacao com aumento da sua maturidade.

Estimagao das Taxas de Juro

Os valores de mercado das obrigagoes podem servir para estimar as taxas de juro. No
entanto, a formula dada em cima para r(7;T) nao pode ser utilizada na pratica porque
requer um valor para uma derivada. Mas, se suposermos que r(¢; T) é aproximadamente
constante, obtemos, com Z =V (T;7T),

—(T=t)r(;T) ~ log (%>

Esta expressao pode ser utilizada para estimar a taxa de juro, em funcao de t e de T', sem
apelar ao conhecimento de derivadas:
log (V(t;T)/V(T;T))
T—t '

r(t;T) ~

Recorrendo aos valores de mercado para o preco das obrigagoes para uma dada maturi-
dade T, é possivel tragar valores de r(t;T") para varios valores de t. O grafico da fungao
que une os pontos assim tragados é conhecido por curva de rentabilidade (yield curve),
relativa a maturidade 7.

Este tipo de curvas de rentabilidade nao deve ser confundido com um outro tipo de
curvas de rentabilidade, que descrevem aproximagoes das taxas de juro calculadas através
dos pregos de mercado V' (¢; T;) de obrigagoes com diferentes maturidades 7T; (observados
no mesmo instante t).

Os perfis mais observados para as curvas de rentabilidade sao crescentes com tendéncia
a estabilizar, ou inicialmente crescentes e depois decrescentes sem nunca atingir os valores
iniciais mas com a mesma tendéncia constante no final (mean reverting). Este tipo de
perfis para estas curvas de rentabilidade traduz uma expectativa normal nos mercados,
que recompensa quem pretende guardar o seu investimento por um periodo de tempo
mais longo.

Preco de Obrigagoes — Taxas de Juro Estocasticas

A incerteza sobre o futuro empobrece uma modelacao deterministica das taxas de juro.
A modelagao estocastica das taxas de juro assenta num modelo diferencial estocéstico da
mesma familia do que foi utilizado para os activos financeiros, mas com caracteristicas
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diferentes. Em primeiro lugar, é preciso notar que o objecto de modelacao nao sera uma
taxa de juro qualquer, mas a chamada taxa spot (a taxa de juro cobrada para um depodsito
o mais pequeno possivel) — de um ponto de vista matematico trata-se da taxa de juro
com capitalizacao continua.

Supoe-se, entdo, que a taxa spot segue um processo de It6 {r;}+>0, solugao da equagao
diferencial estocéstica:

dry = u(t,ry)dt +w(t,ry)dX;.

As fungoes u(t,r) e w(t,r) serao identificadas mais adiante para varios dos modelos mais
conhecidos. E aqui, porém, que assenta a principal diferenca relativamente ao modelo
lognormal de um activo financeiro. No caso das taxas de juro, os modelos tém de con-
templar o efeito de reversao a média (mean reverting). De facto, ndo é sensato esperar
que as taxas de juro sigam uma deriva crescente como no caso dos activos financeiros (o
que, alias, foi observado nas curvas de rentabilidade relativas aos pregos de obrigagoes
com a mesma maturidade). As fungdes u e w — e sobretudo a fungao v — tém de forgar
a evolucao temporal da taxa de juro no sentido desta reverter a um valor médio.

Assim como o prego de uma opc¢ao foi considerado funcao do tempo e do valor do
activo subjacente, vamos considerar que o prego de uma obrigagdo é uma funcao V (¢,r)
do tempo t e do valor da taxa de juro r. A modelacao de Black-Scholes foi baseada
na constituicao de uma carteira formada por opcoes e activos subjacentes. No caso das
obrigagbes, nao existe activo subjacente para efeitos de hedging. (Estamos na presenga de
um mercado incompleto pois o activo subjacente as obrigagdes nao é negociavel.) Uma
forma de cobertura seria, por exemplo, combinar, na mesma carteira, duas obrigacoes
com maturidades diferentes.

Seja I1(t,r) o valor de uma carteira constituida por uma obrigagao de valor Vi(¢,7),
maturidade T} e valor final Z; e um ntmero A de obrigagoes de valor V5(¢,r), maturi-
dade T3 e valor final Z5. O valor desta carteira é dado por

I(t,r) = Vi(t,r)+ AVia(t,r).

(Por enquanto, sao consideradas, apenas, obrigagdes de cupao-zero.)
A aplicagao do Lema de It6 a esta fungao I1(¢, r) (partindo do principio que as fungoes
u(t,r) e w(t,r) permitem esta operagao) resulta em

dHt = <BV1 (t Tt) + w (t Tt)a Vi (t ’r‘t)> dt + %(t,rt)dn
+A (“WQ (t,7e) + Sw (t,n)w(wt)> dt+ AGE(L ) dry.

or?

A escolha av

&t (t 7’1})

av

=2 (t Tt)

elimina, em dIl;, a componente estocastica assocnada a dr;. Formula-se, entao, uma
) 7 ) Y

equagao com derivadas parciais (deterministica)

dIl oV 1, 0V A (t,r) (31/2 1 a%(t >>

_ Y - - T2
arln) = Grn+ gt G = g G+ guten 5
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Prosseguindo o racionicio seguido para a formulacao da equacao de Black-Scholes, recorre-
se ao argumento de arbitragem (ja classico neste curso),

oIl
E(tar) - TH(t7r)7

do qual resulta a EDP

(%6 7) + S, ) G5 7) = V(L)) 5t )

= (%a(tr) + (e, )Y (1) — rVa(t, 1)) /2 (1)

Ambos os membros desta equacao sao fungoes de t e de . Repare-se, porém, que o membro
do lado esquerdo depende de 17 e Z; mas nao depende de T5 e Z5 e que o membro do
lado direito depende de T e Z, mas nao depende de T7 e Z;. A tunica possibilidade disto
acontecer simultaneamente é quando ambos os membros nao dependem das maturidades
T1 e T, e dos valores finais Z; e Zs.

Logo, tem-se, para V =V; ou V = V5, que

oV 1, 0*V oV
—(t,r —w(t,r)=—=({t,r)—rV(t,r —(t,r
(Gt + et S s - vien) /5 )
é uma funcao de apenas t e r. Vamos escrever esta funcao, por motivos que ficarao claros
depois, na forma A(t,7)w(t,r) — u(t,r). Para isto ser possivel, a fun¢ao w(t,r) tem de
ser diferente de zero no seu dominio (na pratica divide-se a fungdo em causa por w e
representa-se o quociente por A e o resto por —u). Chega-se, deste modo, & EDP

oV 1, 0V oV B
E(t’ r)+ S (t, r)m(t, r) + [u(t,r) — A(t, r)w(t,r)] W(t,r) —rV(t,r) = 0.

A esta equagao associa-se a condigao final V(T,r) = Z.

A maioria dos modelos de taxas de juro seleccionam as fungoes u(t,r) e w(t,r) de
forma a que a EDP em cima admita solu¢oes da forma

V(t,r) = ZeAW-TBW)

com A(T) = B(T) = 0. Prova-se que se esta expressao para V (t,r) for solugdo da EDP
entao existem fungoes a(t), B(t), v(t) e n(t) tais que

wit,r) = alr— B0,

ut,r) = =y(O)r +n(t) + Alt, r)y/alt)r = B(1).
A demonstracao é deixada como exercicio. Prova-se, também, que A(t) e B(t) satisfazem

um problema de valor inicial dado por um sistema de equacoes diferenciais ordinarias nao
lineares (ver exercicio).
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Os varios modelos de taxas de juro deste tipo existentes na literatura variam na forma
como concretizam as escolhas para as fungoes a(t), 5(t), v(t) e n(t). Alguns dos modelos
mais conhecidos sao os seguintes:

dry = a(b—ry)dt + odX, (Vasicek),

dry = a(b—ry)dt + o\/ridX, (Cox, Ingersoll e Ross)

dr, = [0(t) — ar]dt + cdX,  (Hull e White),

em que a e b sdo constantes positivas (tipicamente inferiores a um) e 6(¢) é uma fungao
calculada através de taxas de juro forward (algo que ndo vimos neste curso). As taxas de
juro podem assumir valores negativos no modelo de Vasicek, o que nao acontece com o
modelo de Cox, Ingersoll e Ross. Todos possuem a propriedade de reversao a média. E
trivial descobrir as fungoes «(t), 5(t), v(t) e n(t) que dao origem a estes modelos.

Exemplificamos, de seguida, a simulacao das equagoes diferenciais estocasticas relati-
vas aos modelos de Vasicek (gréficos do lado esquerdo) e Cox, Ingersoll e Ross (gréficos
do lado direito).

Vasicek com a=hb=0.1 e sigma =002 CIR coma=t=0.1esigma=002

0251 0161
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015¢ ';d'w Hﬁ‘
‘ by
e
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005+

ity

005

0.1
0

As trajectorias discretas para os valores das taxas de juro foram geradas em MATLAB,
para valores de t entre 0 e 100, com 7(0) = 0.05. O valor escolhido para o passo da
discretizagao foi At = 0.1 e os incrementos estocésticos seguiram a lei Gaussiana da aula
sobre a modelacao estocéstica do valor de um activo financeiro. Fez-se a = b = 0.1
e 0 = 0.02. Observa-se que as trajectorias do modelo de Vasicek tomaram, por vezes,
valores negativos. As trajectorias do modelo de Cox, Ingersoll e Ross assumem uma forma
mais parecida com as habituais curvas de rentabilidade (inicialmente crescentes e depois
constantes).
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Exercicios

1. Resolva o problema de valor final dV//dt(t) + K(t) = r(t)V (t); V(T) = Z.

2. No ambito das taxas de juro deterministicas, calcule a expressao para o preco de
uma obrigacao que envolve o pagamento de um cupao de forma discreta no tempo.
Considere que o cupao paga K, no instante temporal ¢, < T.

3. Demonstre que se V (t,r) = ZeAO=B® for solucdo da EDP

oV 1 0*V oV
E(t, r)+ iwz(t, T)W(t, r) + [u(t,r) — A(t, r)w(t,r)] E(t,r) —rV(t,r) = 0
entdo w(t,r) e u(t,r) tém as formas dadas em cima. Sugestao: Substitua a ex-
pressao dada para V(t,7) na equagao e derive duas vezes seguidas em ordem a 7,
obtendo:
lB(t) 82 [wZ(t> 7’)] _ az[u(tv T) _ )‘(ta T)?U(t, T)] = 0.
2 or? or?
A seguir, constate que, sendo B(t) dependente de T, se tem for¢osamente que
82[w2(t,7’)] 0 82[u(t,r) B )\(f,T)’lU(t,?”)] 0
or? or?
4. Utilizando o exercicio anterior mostre que A(t) e B(t) satisfazem o sistema de equa-
¢oes diferenciais ordinérias
Gt = nt)B(t)+368(6)B(t),
G) = at)B(t) +4()B(t) - 1.
(Formula-se um problema de valor final juntando ao sistema as condig¢oes finais
A(T)=B(T)=0.)
5. Seja S(t) o prego de um activo financeiro. Considere uma outra fungao do tempo,

r(7), a descrever a taxa de juro com capitaliza¢do continua.

(a) Calcule o valor F' de um contrato forward em func¢ao de r(7), da maturidade
T e do valor do activo num instante ¢ antes de 7.

(b) Qual ¢ a relagao entre a expressao para S(t) encontrada na alinea anterior e o
valor em ¢ de uma obrigacao de cupao-zero e valor F' na maturidade 7'7
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Aula 17: Opcoes sobre Obrigacoes e outros Produtos
sobre Taxas de Juro

Na presenca de um cupao pago de forma continua, a EDP que descreve o preco de uma
obrigagao em fun¢ao do tempo e da taxa de juro passa a ser dada por

oV 1, 0%V ov

—(t,r)+ =w(t,r)——=(t,r)+ |u(t,r) = X(t,r)w(t,r)|] —
(7)) S (1) + () = A Pt )]
(A demonstragao, relegada para um exercicio, consistiria em alterar o retorno da carteira
de valor I1(¢, r) para r1I(t,r) — K;(t,r) — AKs(t,r) e em prosseguir a derivagao da equagao
a partir desse ponto.)

(t,r)—rV(t,r)+ K(t,r) = 0.

O Preco de Risco do Mercado para Obrigacoes

A fim de esclarecer a forma utilizada na aula anterior para a fun¢ao A(¢,r)w(t,r) —
u(t,r), vamos considerar uma carteira constituida por apenas uma obrigac¢ao, cujo prego
é representado por V(¢,r) e cuja maturidade é dada por T'. A aplica¢ao do Lema de Ito,
substituindo dr, pela sua expressao u(t, r;)dt + w(t, r;)dX;, resultaria em

oV 1 0*V oV oV
d‘/;g = (EO:, Tt) + sz(t7 Tt>m(t, Tt) + U(t, 7”05(1&, T’t)> dt + U](t, T‘QE(t, Tt)dXt.
Recorrendo & EDP para o preco das obrigagoes de cupao-zero vem que
oV oV
dV, = (w(t, i) A(t, Tt)W(t, ) + rV(t, rt)) dt + w(t, Tt)W(t, r)d Xy,

ou, equivalentemente,

oV
d‘/; — TV(t, T’t)dt = Uj(t, Tt)a—(t, Tt) (dXt + )\(t, Tt)dt) .
r
Uma carteira com esta constitui¢cao nao esta isenta de risco. Veja-se que o membro do lado
direito nao é nulo e, sobretudo, que depende da componente estocastica dX; associada a
variacao da taxa de juro. Esta componente comporta um elemento de risco medido por
A(t,r)dt. A funcdo A representa, assim, o pre¢o de risco do mercado para obrigagoes.

O Preco de Risco do Mercado para Activos Financeiros

E possivel aplicar, a opcoes, a derivacio da EDP para o preco das obrigacoes de cupéo-
zero. A carteira I1(t,S) passaria a ser constituida por uma op¢ao de valor V;(t,S) e um
namero A de opgoes de valor V5(¢, S). As opgoes teriam maturidades diferentes (e pregos
de exercicio ndo necessariamente iguais). Seguindo a mesma derivagao da EDP para o
prego das obrigacoes de cupao-zero, chegar-se-ia a

oV 1 0*V oV

S (6.9) + 502t 8) 5 (8:S) + [ult, ) = Mt S)w(t, )] 55 (¢.5) =V (£,5) = 0.
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Escolhendo u(t,5) = pS e w(t,S) = ¢S, como no modelo diferencial estocéstico para o
valor dos activos financeiros (em que p designa a deriva ou flutuacdo e o a volatilidade),
vem que

ov 1 0*V ov

—(t,9) + =02S* —(t, S —As50)S] == (t,5) —rV(t,S) = 0.

at(7 )+20 852(7 )"‘[(,U SU)]as(’ ) r (7 )
Tomamos A(t,S) como uma constante Ag. Esta equagao esta, praticamente, na forma da
equagao de Black-Scholes, que admite como solugao V' (¢,S) = S. Para identificarmos o
valor de \g, substitui-se V (¢, .S) por S na equagao em cima, resultando em p — Ago = r,
ou seja

Este valor é conhecido como o preco de risco do mercado para activos financeiros. Subs-
tituindo Ag por este valor na equacao em cima, elimina-se a participacao indesejada de
i e obtém-se a equagao de Black-Scholes. (O papel desta escolha de Ag ¢ idéntico ao de
A =0V/0S5(t, S;) no processo que levou a equagao de Black-Scholes no sentido de ambos
fazerem desaparecer p.)

Opcoes sobre Obrigacoes

As opgoes sobre obrigagoes seguem a mesma mecanica financeira das op¢oes sobre activos
financeiros. Dividem-se em europeias e americanas e podem ser do tipo call ou put.

A modelagao do preco de opcoes sobre obrigacoes é exemplificada através de uma
opgao europeia call com preco de exercicio E' e maturidade 7', sobre uma obrigacao de
cupao-zero com maturidade T > T e valor na maturidade dado por Z.

Para calcular o prego de uma opcao deste tipo seria preciso, primeiro, resolver a EDP

oV, 1 0%V, oV,

o () Gut(t ) 5 () + [ult, ) = At ryw(t,r)] 5 5 (4 r) = rVis(tr) = 0

com a condigao final Vg(Tg,r) = Z, para determinar o prego Vz(t,r) da obrigagao.
Depois, ter-se-ia de resolver a EDP

oV 1, 0*V o)

E(t,r) +gw (, T)W(t, r)+ [u(t,r) — At r)w(t, )] E(t,r) —rV(t,r) =0
com a condicao final V (T, r) = max{Vg(T,r) — E, 0}, para determinar o pre¢o V(¢,r) da
opcao.

Outros Produtos sobre Taxas de Juro

Swaps. Um swap sobre uma taxa de juro ¢ um contrato entre duas partes para trocar
os pagamentos das taxas de juro sobre um determinado capital durante um periodo de
tempo previamente acordado.
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Suponhamos que o capital é representado por Z e que A paga a B a taxa de juro fixa
de r*. No entanto, B paga a A a uma taxa de juro variavel ou flutuante, designada por r.
Os pagamentos decorrem até & maturidade T do contrato.

Pretende-se saber qual o valor deste produto financeiro para a parte A. Seja ZV (¢, )
esse valor (o que A teria de pagar). Uma forma de modelar o swap é considera-lo uma
obrigagao de valor ZV(t,r), com pagamento de cupao, que na maturidade nao apresenta
valor. O cupao é pago de forma continua e o seu valor é dado por K(t,r) = (r — r*)Z.
Substituindo K(¢,r) por (r — r*)Z na EDP que descreve o prego de uma obrigagdo na
presenca de um cupao pago de forma continua, obtém-se a EDP

2
%—‘t/(t, r)+ %wZ(t, r)aaTZ(t, )+ [u(t,r) — X(t, r)w(t,r)] %—Z(t, ry—rV(t,r)+r—r" =0,
a qual se deve juntar a condigao final V(7,7) = 0.

Dependendo da curva de rentabilidade, r pode ser inferior a r* e o valor de V (¢,7)
pode ser negativo. O swap pode, assim, constituir um débito, o que contrasta com todos
os outros produtos financeiros até agora estudados.

Caps e Floors. Um cap é um empréstimo a uma taxa de juro variavel, com a ressalva
desta nunca poder ser superior a um dado valor r* designado por cap. Quem contrai o
empréstimo tem de pagar um montante Z na maturidade 7' do empréstimo. O valor
ZV(t,r) do cap (ou seja, o que quem contrai o empréstimo tem de pagar) segue a EDP

G () + Ju(tr) S () + [u(t,r) = M, r)w(t,r)] Gt ) = rV(Er)
+ min{r,r*} = 0,
e a condicado final V(T',r) = 1.

Um floor obedece a regras semelhantes as do cap, mas a taxa de juro variavel nao pode,
no caso do floor, ser inferior a r*. Bastaria, assim, substituir min{r,7*} por max{r,r*}
na ultima equacao.

Existem opgoes sobre swaps, caps e floors. A modelacao dos seus valores é feita de
modo analogo & modelacao do prego de opgoes sobre obrigagoes.

Algumas Notas Finais

Os modelos estudados nesta aula e na anterior sao conhecidos por modelos de estrutura
temporal (term structure models) para taxas de juro. Esta designacao esté associada ao
facto destes modelos dependerem da evolucao temporal das curvas de rentabilidade.

Os modelos que vimos envolvem um tnico factor (ou seja, uma tnica fonte de incerteza)
e apresentam algumas limitagoes na forma como enquadram a estrutura da volatilidade.
No entanto, sao modelos relativamente faceis de resolver numericamente e, quando uti-
lizados correctamente, apropriados para a atribuicao de precos a caps, floors e opgoes
europeias sobre obrigacoes ou swaps.
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Existem outros modelos mais complicados, que apresentam uma estrutura temporal
multifactorial. Estes modelos oferecem outra flexibilidade na forma de enquadrar a vola-
tilidade e a sua evolucao futura, adaptando-se melhor a derivados sobre taxas de juro
mais complexos. Entre os modelos multifactoriais mais conhecidos encontra-se o Mo-
delo de Heath, Jarrow e Morton (HJM) e o Modelo LIBOR. Estes modelos requerem
uma simulagao computacional dispendiosa e, por este motivo, sao mais utilizados para
investigacao e desenvolvimento do que para a atribuicao quotidiana de precos.

Exercicios

1. Desenvolva a EDP que descreve o preco de uma obrigacao na presenga de um cupao
pago de forma continua.

2. E possivel, e frequente na pratica, modelar o preco de opcdes sobre obrigacoes
através da formula de Black-Scholes. Quais sao as vantagens e as desvantagens
deste procedimento?

3. Neste exercicio define-se martingale como sendo a soluc¢ao {S;}+>¢ de uma equagao
diferencial estocéastica da forma dS; = 0.5;dX;.

(a) Seja Sy = sp € R. Mostre que E(S;) = sg, qualquer que seja t > 0 (ou seja,
que o valor esperado de uma martingale em qualquer instante futuro é sempre
igual ao seu valor actual).

Suponha, agora, que tem dois activos financeiros a seguir os processos estocés-
ticos { P >0 € {Q+}+>0, solugdes das equagdes diferenciais estocasticas

dP, = (r+o040,)Pdt + o,PdX,,
th = (T + Ug)@tdt + O'thdXt,

com 1, 0,, 04 constantes reais.

(b) Aplique o Lema de It6 para concluir que
dIn(P,)) = (r+ o040, —02/2)dt + 0pd Xy,
dIn(Qy)) = (r+o07/2)dt + 0dX,
(basta provar uma das duas).

(¢) Tomando como verdadeira a linearidade na integragao de Ito, mostre que

(1 () = 5 s -
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(d) Aplicando novamente o Lema de 1t6, mostre que

d (%) = (o, — aq)%dXt.

(e) Conclua que {P;/Q:}+>0 ¢ uma martingale e que, como tal,

Po = qQF (%) :

(f) Que papel desempenha o, (nas equagoes que aparecem a seguir a alinea (a))?

(g) Suponha, agora, que gy = 1 e que ); se comporta como um investimento a taxa
de juro r constante e com capitalizacao continua. Mostre, neste caso, que,

po = e ""E(P).

Comente esta relagao no enquadramento da matéria da disciplina.
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Aula 18: Atribuicao de Precos a Activos Financeiros
(Teorema Fundamental usando Programacao Linear)

Comecemos por recordar o exemplo da aula sobre neutralidade face ao risco. Tratava-
se um activo financeiro cujo preco no instante ¢t = 0 valia Sy = 20. Consideraram-se
ST =¢Sy =40 (c=2) e Sy = bS; = 10 (b = 0.5) os valores futuros possiveis para Sz no
instante ¢ = T. Tomou-se » = 0.1 como o valor para uma taxa de juro fixa relativa ao
periodo de tempo em causa. A medida de probabilidade neutra face ao risco (no sentido
de nao exigir um prémio de risco) foi definida como

1

Sy = 20 =
0 1+0.1

[40Q(1) +10Q(})]-

As contam deram Q(1) = 2/5 e Q()) = 3/5. De uma forma geral, temos que as probabi-
lidades neutras face ao risco sao dadas por

R—-1D c— R

c — € = )
p c—b Py c—b

com R=1+r.

Medida de Probabilidade Neutra Face ao Risco

Generalizemos, agora, a situagdo anterior a um espago de estados futuros (para t = T')
finito, dado por
Q= Aw,...,wn}

e sejam Si, 1 =0,...,n, os precos (em ¢ = 0) de n + 1 activos financeiros. Supoe-se, sem
perda de generalidade, que todos os estados tém uma probabilidade positiva de ocorréncia.
O primeiro activo, indexado por 0, é um activo sem risco a uma taxa de juro fixa de r.
Sera conveniente supor que S) = 1. Note-se que os valores deste activo sao conhecidos
independentemente do estado futuro que venha a acontecer: SH(w;) = R =1+7r, j =
1,...,m. Sejam Sh(w;),i=1,...,n,j=1,...,m, os valores que os activos assumem no
instante t = T para os varios estados futuros.

Uma medida de probabilidade neutra face ao risco sobre o espago de estados €2 =
{wi,...,wn} é dada por um vector de nimeros (pi, ..., py,) tal que

dpi=1 p >0 j=1....m,
j=1

So = R (jZIPjST(Wj)> = EE(ST)J 1=0,...,m,

em que E(S%) representa o valor esperado da varidvel aleatéria S sob a distribuigao de
probabilidade neutra face ao risco.
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Definicao Formal de Arbitragem

Uma oportunidade ou operagao de arbitragem (ou simplesmente arbitragem) é uma es-
tratégia de transacgao que:

(Tipo A) Tem um cash flow inicial positivo e ndo tem risco de perda no final.

(Tipo B) Nao necessita de cash flow inicial, ndo tem risco de perda e tem uma
probabilidade positiva de gerar ganhos no futuro.

Teorema Fundamental da Atribuicao de Precos a Activos Finan-
ceiros

Proposicao 1 Nao existe arbitragem do Tipo A se e sé se o valor dptimo do programa
linear L
manimizar Y .o S4xi

sujeito a Y i o Sh(wj)xz; > 0, j=1,...,m

(6)
for nulo.

Note que a func¢ao objectivo do programa linear representa o custo em formar a carteira
no instante ¢ = 0 e que as fungoes das restrigoes traduzem os ganhos futuros em cada um
dos cenarios.

Demonstragao. Repare-se que x; = 0, ¢ = 0,...,n, é um ponto admissivel para o
programa linear (6) e que, como tal, o seu valor 6ptimo é menor que ou igual a zero. Além
disso, a existir um ponto admissivel com valor negativo para a funcao objectivo tem-se,
necessariamente, que (6) ¢ ilimitado (uma vez que as suas restri¢oes sao homogéneas).
Desta forma, (6) é ilimitado ou, nao o sendo, tem valor 6ptimo nulo.

Note-se que ocorre arbitragem do Tipo A quando existe um ponto admissivel para (6)
com um valor negativo para a funcao objectivo. Esta observacao e as propriedades sobre
este programa linear provadas no paragrafo anterior permitem concluir a demonstragao.

Proposicao 2 Suponhamos que nao existe arbitragem do Tipo A. Nao existe arbitragem
do Tipo B se e s se todas as restrigoes em (6) forem activas em todas as suas solugoes
optimas.

Demonstragao. Prova-se directamente do facto de todos os estados terem uma proba-
bilidade positiva de ocorréncia. B
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O dual de (6) é dado por

minimizar 0

%

sujeito a Y7 S (wj)p; = S, i =0,...,n, (7)
Pj > 0, ]:1,,m

Como a funcao objectivo deste programa linear é constante, qualquer um dos seus pontos
admissiveis ¢ 6ptimo.

Teorema 1 FEzxiste uma medida de probabilidade neutra face ao risco se e so se nao existir
arbitragem.

Demonstragao. Suponhamos que nao existe arbitragem. Como nao pode existir arbitra-
gem do Tipo A, o programa linear (6) tem solugdo 6ptima e, pelo Teorema da Dualidade
Forte, o seu dual (7) tem um ponto admissivel. Logo, pelo Teorema de Goldman-Tucker,
o primal (6) e o dual (7) tém solugoes 6ptimas, primal z* e dual p*, a verificar a condigao
de complementaridade de forma estrita.

Como nao pode também ocorrer arbitragem do Tipo B, todas as restri¢oes primais sao

activas em z*. Assim sendo, tem-se que p; > 0, j = 1,...,m. O vector de coordenadas
p; = Rpj, j=1,...,m, constitui uma medida de probabilidade neutra face ao risco:
2 Rp = p =1 (8)
j=1 j=1
1 - 7 * 1 - 7 —% T g
In Z Sr(wj)Rp; | = = Z Sp(wi)p; | = S, i=0,...,n. 9)
j=1 j=1

A implicag@o no sentido contrario é deixada como exercicio.

Exercicios

1. Mostre que para evitar arbitragem tem de ocorrer b < R < c.

2. Prove que se existir uma medida de probabilidade neutra face ao risco entao nao
existem oportunidades de arbitragem.
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Aula 19: Detecgao de Arbitragem (usando Programacgao
Linear)

Os programas lineares da aula anterior podem ser usados para detectar oportunidades de
arbitragem em activos financeiros. Note-se, porém, que estes programas lineares foram
formulados sob a hipotese da finitude do espaco de estados futuros.
E possivel detectar arbitragem num activo financeiro recorrendo a derivados sobre o
proprio e sem limitagoes relativas ao espaco de estados futuros que o activo pode assumir.
Consideremos, entao, um conjunto de n derivados financeiros sobre um mesmo activo
e com a mesma maturidade. O activo vale Sy em ¢t = 0 e St na maturidade ¢t = T'. Sejam

U,;(S7), i = 1,...,n, os ganhos na maturidade para os n derivados. Vamos supor que as
fungoes ¥;, © = 1,...,n, sao continuas e lineares por trocos, com dois trocos e pontos de
quebra K;, i =1,...,n, positivos. (No caso de op¢oes call europeias, por exemplo, tem-se

que V;(Sr) = max{Sr — K;,0},i=1,...,n,em que K; = E;,; i = 1,...,n, sdo 08 pregos
de exercicio.)

Estamos interessados em formar carteiras, constituidas por estes derivados, para os
quais existe a possibilidade de arbitragem nos seus precos e no do activo subjacente. Assim
sendo, seja x;, © = 1,...,n, a composi¢ao de uma carteira formada por estes derivados.
O ganho desta carteira, na maturidade, é dado por

U(x; Sr) Z\IJ (St)x

O custo de formar a carteira em t =0 é descrlto por

n
%
- E P(]xia
=1

em que P} representa o prego ou prémio de cada derivado (i = 1,...,n).
Uma carteira ¢ uma oportunidade de arbitragem do Tipo A se

H(,CL’) < 07 vST€[0,+OO) \I’(ﬂf, ST) 2 0.
Uma carteira x é uma oportunidade de arbitragem do Tipo B se
IM(z) = 0, Vspcptoo) Y(@:57) > 0, Tspep00) ¥(2;57) > 0.

Sendo ¥(z;S7) uma combinagao linear de fungdes lineares por trogos (com pontos de
quebra K7, ..., K,) vem que:

e U(x;Sr) é uma fungao linear por trogos.

e U(x;Sr) é ndo negativa para todo o Sy € [0, +00) se
U(2;0) > 0,
U(r; K;) > 0, j=1,...,n,

v (v, K,) > O(E)Z (K, + 1) — W (Ky)]x > 0.
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Desta forma, formulamos, para efeitos de deteccao de arbitragem nos precos do activo e
dos derivados, o seguinte programa linear
minimizar II(z) =" Pix;
sujeito a U(z;0) = Y0, ¥;(0)z; > 0,

Z?:1 [\111<Kn + 1) - \Ilz(Kn)] x; > 0.

(10)

Seré conveniente, mais & frente, referir este programa linear escrito na forma matricial

minimizar c¢'z

(11)

sujeito a Lx > 0.

E possivel estabelecer, de forma semelhante a da aula anterior, os seguintes resultados
relativos & inexisténcia de arbitragem.

Proposicao 1 Nao existe arbitragem do Tipo A se e so se o valor éptimo do programa
linear (10) for nulo.

Proposigao 2 Suponhamos que nao existe arbitragem do Tipo A. Nao existe arbitragem
do Tipo B se e s6 se todas as restrigoes em (10) forem activas em todas as suas solugoes
optimas.

Teorema 1 Nao eziste arbitragem se e so se o dual de (10) tiver um ponto admissivel
estritamente positivo.

O caso das opgoes europeias

Vejamos, agora, em pormenor, o caso em que os derivados sao opgoes call europeias com
precos de exercicio Fj, ..., E, e maturidade 7. Sejam C{, i = 1,...,n, os pregos das
opgoes no instante ¢ = 0. Sob este cendrio, o programa linear (10) fica na forma

minimizar ¢y,
sujeitoa Lgx > 0, (12)
em que
cl Ey, — Fy 0 0o --- 0
0 FEs—FE, Es—FE, 0 --- 0
Cg = : e Lp = ) . ..
Co 1 1 1 ... 1

(Note-se que as duas primeiras restrigdes em (10) foram retiradas porque sdo constituidas
por coeficientes nulos e, como tal, redundantes.) A matriz L é nao singular e, desta forma,
o dual de (10) tem solugao 6ptima tnica.
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Seja C'(E) a fungao linear por trogos com pontos de quebra Fi, ..., E, tal que C(E;) =

¢,i=1,...,n. Note-se que a fungao C'(F) ¢ estritamente positiva em [E1, E,] se C§ > 0,

i = 1,...,n, estritamente decrescente em [E},E,] se C§ > C:™ i =1,...,n—1, e
estritamente convexa em [Ey, E,] se

C(E;) — C(Eit) - C(Eiy1) — C(Eiy2)
Ei+1 - EZ Ei-i—? - Ei-i—l ’

i=n—2,...,1.

Teorema 2 Sejam E; < --- < E, os precos de exercicio de n op¢oes call europeias sobre
0 mesmo activo, com a mesma maturidade e cujos precos ou prémios sao designados por
i
5 i=1,...,n.
Nao ezistem oportunidades de arbitragem se e sé se a fungao C(E) for estritamente

decrescente, estritamente conveza e estritamente positiva no intervalo [Ey, E,).

Demonstragao. O resultado do teorema anterior afirma, sob o cenario das opgoes
consideradas, que nao existem oportunidades de arbitragem se e sé se existirem esca-
lares y1, ..., y, positivos tais que

 C(Ea) - C(E)
Yn=t En - En—l ’
= C(E;) — C(Eir1)  C(Ei) — C(Ez‘+2)7 i—n—2... 1 (13)
Ei 1 — E; Eiro — FEipq

A partir deste facto e da observagao feita antes do (presente) teorema conclui-se facilmente
o resultado. W

O estudo da detecgao de arbitragem usando opgoes put de estilo europeu é remetido
para um exercicio.

O caso de pregos bid-ask

Suponhamos que, em vez de serem dados precos Pi, i = 1,...,n, para os derivados, sdo
conhecidos precos bid Py, i =1,...,n (para compra) e precos ask P, ,, 7 =1,...,n (para
venda). Os precos bid-ask satisfazem, obviamente, P, > Plj, i =1,...,n.

O programa linear (11) pode ser reformulado para detectar arbitragem, nos derivados
e no activo financeito subjacente a estes, na presenca de precos bid-ask, da seguinte forma:

minimizar ¢} 2% — ¢} 2
sujeito a  L(x® — %) > 0, (14)

2%, 2 > 0,
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em que ¢, e ¢, sao os vectores dos precos ask e bid. E possivel provar, usando os argumentos
de dualidade conhecidos, que nao existem oportunidades de arbitragem se e s6 se o dual
de (14) tiver um ponto admissivel estritamente positivo.

No caso das opgoes call europeias temos o seguinte resultado particular:

Teorema 3 Sejam E; < --- < E, os precos de exercicio de n op¢oes call europeias sobre
0 mesmo activo, com a mesma maturidade e cujos pregos bid-ask sao designados por Og,o;
w0 1=1,...,n.
Nao existem oportunidades de arbitragem se e sé se existir uma fung¢io C'(E) continua
e linear por trogos em |Ey, E,], com pontos de quebra Fy, ..., E,, estritamente decrescente,
estritamente conveza e estritamente positiva no intervalo [Ey, E,] e a verificar C’fuo >
C(Ei) > Chp,i=1,...,n.

Para ilustrar os conceitos introduzidos nesta aula, analisaram-se opgoes call e puts
sobre o indice S&P 500 (http://www.cboe.com) com maturidade a 21,/09/2007. Foram
usados os pregos bid-ask cotados no dia 25/06/2007 e ignoradas as opgdes cujo volume de
transacgao, neste dia, era inferior a 100 unidades (que, sendo pouco liquidas, poderiam
nao reflectir pregos justos e estar sujeitas a arbitragem).

Foi possivel mostrar ser satisfeita a condi¢ao necessaria e suficiente para a nao existén-
cia de arbitragem (dada no teorema anterior para o caso das opgoes call), como se ilustra
na figura seguinte:

Detecgén de Arbitragem - S&P 500
B0 T T T T _ T

80}

.
(=]

Fregos das Calls/Puts
o
[

D 1 L 1 L 1 1
1250 1300 1350 1400 1450 1500 1550 1600
Pregos de Exercicio

Veja-se que a funcao em causa esta entre os precos bid-ask e satisfaz todas as condigoes
exigidas: positividade, convexidade e monotonia decrescente (calls) e monotonia crescente
(puts). Nao se encontraram, assim, oportunidades de arbitragem. Note-se, porém, que
s6 foram consideradas opcoes relativamente liquidas e, por outro lado, que os dados sao
disponibilizados (gratuitamente) em http://www.cboe.com com 20 minutos de atraso (o
que nao permite detectar arbitragem em tempo real).
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Exercicios
1. Sejam E; < --- < FE, os precos de exercicio de n opgoes put europeias sobre o
mesmo activo e com a mesma maturidade. Sejam P¢, i = 1,...,n, os precos das

opgoes no instante ¢ = 0.
Seja P(F) a funcao linear por trogos com pontos de quebra Ej,..., E, tal que
P(E)=PF,,i=1,...,n,e P(0) =0.

Prove que nédo existem oportunidades de arbitragem se e s6 se a funcao P(F)
for estritamente crescente, estritamente convexa e estritamente positiva no inter-
valo [0, E,,).

2. Na presenca de precos bid-ask prove que nao existem oportunidades de arbitragem
se e s6 se o dual de (14) tiver um ponto admissivel estritamente positivo.

3. Prove o ultimo teorema da aula e estabeleca um resultado semelhante para opgoes
put europeias.
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Aula 20: Seleccao de Carteiras — Modelo Quadratico
de Markowitz

Esta aula constitui um ponto de viragem neste curso de Matemaética Financeira. Até
ao momento, estudamos modelos para o comportamento do prego de produtos derivados
(futuros, opgoes, etc.) sobre activos financeiros (acgoes, indices accionistas, taxas de juro,
obrigagoes, mercadorias, etc.). Os modelos considerados basearam-se, essencialmente, em
problemas governados por equagoes diferenciais com derivadas parciais.

Vamos, a partir de agora, estudar a selec¢ao (ou constitui¢ao) de carteiras (ou por-
tefolios) de investimento. As carteiras de investimento sdo constituidas, de uma forma
geral, por titulos accionistas (ac¢des ou obrigagoes, por exemplo, ou classes ou indices das
mesmas)®. Os modelos que estudaremos assentam em problemas de optimizagao.

Suponhamos que um investidor pretende gastar uma determinada quantia de dinheiro
num conjunto de n titulos accionistas. O retorno de cada titulo accionista ¢ é descrito
por uma variavel aleatoria R;, cuja média pode ser conhecida (tipicamente por estimagao

com base em dados histéricos). Sejam p;, i = 1,...,n, os retornos esperados dos titulos.
Sejam z;, © = 1,...,n, as proporcoes do investimento total a investir em cada um dos
titulos.

O retorno esperado da carteira é, assim, dado por

E(R) = E(lel + -+ ann> = Ti1l1 + -+ L n déf 'u"l'x’
com
M:[Nl...un]—r e $:[$1'-'$R]T.

A variancia do retorno é escrita na forma

n n 2 n n

=1 i=1 i=1 j=1
se representarmos cada entrada i,j da matriz das covaridncias @) por o;; = E[(R; —
i) (R; — pj)]. Na forma matricial, vem que

V(R) = 2" Qu.

A matriz ) é, obviamente, simétrica. E também semi-definida positiva, uma vez que
a variancia nunca é negativa. Vamos supor que () é definida positiva, o que indica, na
pratica, a inexisténcia de titulos redundantes.

Nem todas as escolhas sao admissiveis na constituicao de uma carteira. No entanto,
é possivel representar a maioria das restrigoes praticas de forma poliédrica. Desta forma,

8 A expressdo titulo accionista pretende ser uma traducio para equity ou security. Nao sao considerados
outros tipos de bens ou activos nas carteiras de investimento sob anélise.
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vamos considerar que o conjunto das carteiras admissiveis é representavel através do con-
junto poliédrico

X ={zeR": Az =0, Cx > d},

em que A € R™" b e R™ C € R e d e RP, com m e p nimeros inteiros positivos.
Uma das restricoes modelavel desta forma, que vamos considerar sempre presente nos
modelos a desenvolver, é a restricao de igualdade

=1

Ao impormos esta restricao estamos a tomar as varidveis z; como percentagens do in-
vestimento total. Se quiséssemos que estas variaveis correspondessem as quantidades de
dinheiro a investir nos diferentes titulos, considerariamos, antes, a restricao de igualdade
Yow,x; = M, onde M seria o montante total do investimento. De uma forma ou de
outra, existe a necessidade de impor as n restrigoes de desigualdade

r; >0, 1=1,...,n.

A menos que se diga algo em contrario, o conjunto poliédrico X é definido por

X =<zeR": Y & =12>0i=1..n

i=1

O Modelo de Markowitz

O modelo de Markowitz assenta na formulagao de um problema de optimizagao de média-
variancia. Através da resolucao deste problema identifica-se a carteira de menor variancia
de entre todas as que proporcionam um retorno esperado nao inferior a um determinado
valor-alvo r. Pretende-se, deste modo, minimizar o risco a partir de um determinado nivel
de retorno.

A formulagao deste problema pode ser descrita na forma:

minimizar z'Qz
sujeitoa p'ax > 1,
x e X.

Designaremos este problema por OMV(r). Trata-se de um problema de optimizagao
ou programacao quadrética (isto porque a fungao objectivo é quadratica e as restrigdes
sao definidas por fungbes afins), muitas vezes designado por programa quadratico. Os
pacotes de software para optimizacao continua e nao linear estao preparados para resolver
numericamente programas quadraticos.

O problema de optimizacao OMV(r) ¢, também, um problema convexo, uma vez que
a funcao objectivo é convexa e a sua regiao admissivel

{xER”: ,LLTJ[: > r,a:EX}
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é um conjunto convexo. Alids, a funcao objectivo é estritamente convexa: para cada valor
positivo do parametro r, o problema OMV(r) tem uma solugao tnica (sempre que a sua
regiao admissivel seja ndo vazia; ver exercicio no final desta aula).

Diversificacao

E sabido que as solugoes do modelo de Markowitz tendem a nao diversificar as carteiras
tanto quanto o desejado, colocando, por vezes, demasiado peso em titulos com baixo
retorno. Para contornar este efeito, os investidores costumam incluir restrigoes do tipo

ri < m, i=1,...,n,

limitando o investimento em cada componente da carteira (m € (0, 1)). E também possivel
limitar o investimento sectorialmente, impondo restri¢des da forma

Zl’i < my,

1€Sk

para cada classe Sy de titulos considerada (my € (0,1)).

O valor objectivo 6ptimo do problema OMV(r) sobe de cada vez que se inclui em X
uma nova restri¢ao. Logo, é necessario ter em linha de conta que a diversificagao de uma
carteira aumenta a variancia do seu retorno e, consequentemente, o seu risco.

Custos de Transaccao

Em diversas situagoes préaticas, o que se pretende é re-balancear a carteira. Assim sendo,
existe uma carteira de referéncia, que designaremos por 2°, e a necessidade de limitar as
potenciais transacgoes que o modelo venha a determinar.

Seja y; a quantidade de titulos ¢ a comprar e z; a quantidade de titulos ¢ a vender.
Seja h o valor maximo para todas as transacc¢oes (de compra e venda) permitidas. O
problema a resolver passa a ser o seguinte

minimizar z'Qx
sujeitoa pu'z > r
r e X,

o
IN

Yi, yzzov izlv"wna

[V
vo
~
Il
\t—‘
E

0
= <z, %
n
il 2] < h
Este problema possuiu a mesma estrutura do anterior, mas inclui 2n novas variaveis e

4n + 1 novas restricoes. Estas novas restricoes sao conhecidas por restrigoes de turnover
(h & o valor maximo de turnover permitido).



Aula 20 — Matematica Financeira 107

E possivel introduzir os custos de transaccao directamente no modelo em vez de impor
restrigoes de turnover. Seja t! o custo de transacgao associado a compra de cada unidade
percentual do titulo ¢. Da mesma forma, seja ¢7 o custo de transaccao associado a venda
de cada unidade percentual do titulo 7. A carteira procurada corresponderia & solucao do
problema

minimizar =" Qx

sujeito a Y7 [y — ty; — tiz] >

€ X,
l}—x?ﬁyi, yy > 0, i=1,...,n,
2) —a; <z, o4 >0, i=1,...,n

Em muitas aplica¢oes, a matriz das covariancias () é praticamente singular, apresen-
tando valores proprios muito perto de zero. Este facto faz com que pequenas perturbagoes
nos dados do problema original OMV (r) conduzam a grandes variagoes nas suas solugoes.
Neste sentido, o problema OMV(r) diz-se pouco robusto, algo que estudaremos mais a
frente. Os dois tltimos problemas apresentados possuem maior robustez, porque limitam,
num caso, e penalizam, noutro, as alteracoes a carteira de referéncia 2°, tornando as suas
solugoes menos sensiveis a variagoes nos dados.

Deixa-se uma nota final sobre as restri¢coes de nao-negatividade z; > 0, i =1,...,n.
Nem sempre existe necessidade de impor estas restricoes em todas as variaveis. Um valor
negativo para uma variavel z; indica a tomada de uma posi¢ao curta sobre o correspon-
dente activo (aquilo a que se designa por venda a descoberto ou short sale — vender o que
nao se possui). Nestes dois tltimos problemas, envolvendo uma carteira de referéncia x°, o
papel destas restri¢oes é menos relevante (por ser menos provavel que uma solu¢ao 6ptima

tenha componentes negativas).

Exercicios

1. Descreva matricialmente o conjunto poliédrico
n
X =QzeR": Y @ =1 2,20 i=1...,np,
i=1

identificando as matrizes e os vectores A, b, C' e d.

2. Mostre que o problema OMV(r) admite uma solugao tunica quando a sua regiao
admissivel é nao vazia e o conjunto poliédrico é o dado em cima. Sugestao: Mostre,
antes, que toda a funcao continua e estritamente convexa num conjunto convexo e
fechado possui um tnico minimizante.
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3. Prove que o valor objectivo 6ptimo do problema OMV(r) aumenta (ou,
mais rigorosamente, nao diminui) quando se inclui em X uma nova restrigao.

4. Considere um problema alternativo de optimizacao de média-variancia, designado
por OMV2(r), em que

X = {xe]R”: ixl = 1}.
i=1

Diga qual dos problemas (OMV(r) ou OMV2(r)) apresenta um valor objectivo 6p-
timo menor.
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Aula 21: Seleccao de Carteiras — Fronteira de Eficiéncia

Em todos os modelos que vimos, até ao momento, para a constituicao ou re-balanceamento
de carteiras de investimento, foi considerado constante o valor r do retorno minimo exigido
a carteira seleccionada (p'z > r). Na prética, existe a necessidade de atribuir a r diversos
valores e de analisar as correspondentes carteiras de risco minimo.

Fronteira de Eficiéncia

Regressemos ao modelo de Markowitz para a seleccao de carteiras de investimento e
consideremos, novamente, o problema de programagao quadratica OMV(r)

minimizar z' Qx
sujeitoa p'x > 71,

r e X,
em que a matriz () é simétrica e definida positiva e
n
X = qrxeR": Zmz =1, z,>20,i=1,...,n
i=1
Como a matriz () é definida positiva e o conjunto poliédrico X ¢é limitado, o problema
minimizar z' Qx

sujeitoa = € X

tem uma e uma s6 solucao, que designaremos por Z,,;,, € que corresponde a carteira
admissivel de variancia minima. Seja 7pmin = £t Zmin. De forma semelhante, seja Tmaq
uma constituicao da carteira de varidncia maxima® e seja rpae = ,uTxmax.

Com o objectivo de estudar a solugao dos problemas OMV (r) para vérios valores de 7,
definimos a fungao

(O [Tminu Tmax] — R; O'(?”) =V x:eru
em que x, designa a solu¢ao 6ptima de OMV(r). O grafico da fungéo o,
E = {(0'(7”),7’) 1re [Tmin;rmax]}y

designa-se por fronteira de eficiéncia. Esta curva possui, geralmente, uma forma parecida
com a apresentada na figura seguinte.

9Uma carteira admissivel associada & variancia méaxima poderia nao existir se X fosse um conjunto
ilimitado.
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T'max

T'min

O grafico de o deve ser interpretado na horizontal. E tipico tracar este grafico mar-
cando no eixo das ordenadas o valor de r (retorno esperado) e no eixo das abcissas o valor
de o(r) (desvio padrao do retorno). Vé-se, assim, que a fungao o ¢ estritamente convexa
(algo que pode ser provado matematicamente).

Dado um ponto (o(r),r) em E, ao qual corresponde uma carteira com a composi¢ao
dada por z,, nao existe nenhuma outra carteira admissivel que tenha, simultaneamente,
um retorno, em média, superior e, em desvio padrao, inferior. E neste sentido que os
pontos de E se chamam eficientes.

Perante o conhecimento aproximado da curva de eficiéncia E (através da resolugao
do problema OMV(r) para varios valores de r), a questao que se coloca é identificar a
carteira com as caracteristicas mais desejaveis. A escolha é remetida para o agente de
decisao, neste caso o investidor, e depende do peso que este atribui aos dois critérios em
causa (média e desvio padrao do retorno).

O RaAcio de Sharpe

Uma forma de identificar uma carteira na fronteira de eficiéncia é através da maximizagao
do chamado réacio de Sharpe. Para o efeito, é preciso dispor de um valor (r; > 0) para o
retorno esperado de uma carteira sem risco. Suporemos que 75 < Tpn, 0 que é natural
pelo facto da carteira x,,;, comportar um risco (rnesmo que minimo).

O racio de Sharpe é dado por

Pretende-se identificar o ponto (o(rs),75) em E, com o(rs) = y/x] Qzs, para o qual z
maximiza esta quantidade. Desta forma, identifica-se a carteira x4 associada a fronteira de
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eficiéncia que maior diferencial médio de retorno proporciona por unidade de risco (desvio
padrdo do retorno), relativamente a um investimento sem risco. Trata-se de identificar um
racio 6ptimo entre a recompensa e a variabilidade do investimento (reward-to-variability
ratio).

Geometricamente, é simples identificar a carteira x, se considerarmos as semi-rectas
com origem em (0,77) e que passam por pontos de E. O ponto (o(rs),rs) corresponde a
semi-recta com estas propriedades que maior declive apresenta num ponto de £ (como se
reporta na figura a seguir).

A carteira z, pode ser determinado resolvendo o problema

maximizar h(x)

sujeito a x € X.

Porém, a funcao objectivo deste problema nao é concava, o que faz com que o problema
nao seja um problema de optimizacao convexa. A sua resolucdo numérica fica compro-
metida pois pode requerer o calculo de varios maximizantes locais até que o global seja
identificado.

Uma estratégia para determinar z aproximadamente é tracar um nimero de pontos
suficientemente grande na fronteira admissivel, para, depois, descortinar uma possivel
recta tangente ao grafico que passe por (ry,0).

Existe uma alternativa a estes procedimentos, que assenta no seguinte resultado.

Teorema 1 A carteira associada a fronteira de eficiéncia E que mazimiza o rdcio de
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Sharpe € a solugao do problema
minimizar y' Qy
sujeito a (y,k) € X,
(w—rse)ly = 1,

em que
X+ = {(y,/ﬁ)eR"H: K> 0, %ex} U {(0,0)}

Demonstragao. Em primeiro lugar constata-se, através da mudanca de varidvel definida
por

1
y = ke e (p—rpe) o = — (k> 0)
K

que o problema, em x, da maximizacao do racio de Sharpe é equivalente ao seguinte
problema, em (y, k):

maximizar +
VY Qy

sujeitoa 4 € X, Kk > 0,
K

(Lembramos que e’z = 1.)
Por sua vez, este problema ¢é equivalente a

minimizar y' Qy
sujeitoa £ € X, Kk > 0,
(w—rpe)y = 1.
A demonstragao é concluida reunindo o conjunto

{(y,/i)E]R"H: k>0, %EX}

com {(0,0)}, o que ndo altera a regiao admissivel deste ultimo problema porque y = 0
nio satisfaz a restrigao (u —rpe)’y =1. W

Note-se que o problema formulado neste teorema possui uma fungao objectivo quadra-
tica e convexa. Quando X é um conjunto poliédrico, o cone X+ também é poliédrico (e
estamos na presenca de um programa quadrético convexo com n + 1 variaveis).
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Exercicios

1. Mostre que a fungao o é estritamente convexa.
2. Prove que X' &, em geral, um cone.
3. Identifique X quando X representa uma circunferéncia de raio unitério em R2.

4. Mostre que quando X é um conjunto poliédrico da forma
X ={zeR": Az =0, Cx > d},
se tem que

X* = {(y,r) eER™': Ay=rb, Cy > rd, k> 0},

5. Recorrendo ao resultado do teorema desta aula e ao exercicio anterior, determine,
numericamente em MATLAB, a carteira que maximiza o racio de Sharpe para o
problema de seleccao de carteiras formulado nos exercicios da aula seguinte.

6. Considere o seguinte problema de optimizacao (dependente do parametro o):

maximizar 'z
sujeito a 2'Qx < o2,

e X.

(a) Qual é o significado financeiro deste problema?
(b) Estude, em fungao de o, a existéncia e unicidade de solugao para este problema.

(c) Seja opmin (resp. Omaz) 0 valor do risco para o qual o retorno é minimo (resp.
méximo). Trace o grafico da fungao r : [0ymin, Omaz] — R.

7. Considere o seguinte problema de optimizacgao:

maximizar u'z —dx' Qx

sujeito a = € X,
em que 0 é um parametro a tomar valores em [0, 4+00).

Qual é o significado financeiro deste problema?
b

)
)

(c) Para que valor de § obteria a carteira de méaximo retorno?
)

(a
(

Estude, em funcao de 9, a existéncia e unicidade de solucao para este problema.

(d) Como obteria a carteira de menor risco?
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Aula 22: Seleccao de Carteiras — Modelo Linear

O risco associado ao retorno aleatéorio R da carteira considerado nas aulas anteriores foi
medido pela variancia de R. Estamos interessados, agora, em considerar esta medida de
risco na forma /V(R):

i=1 i=1

Recorde-se que R; ¢ a variavel aleatoéria correspondente ao retorno do titulo ¢ e que y;
representa a sua média.
E possivel analisar este risco sob diferentes operadores. Por exemplo, se tomarmos o
E (Ri — i)

operador /1, vem que
o, (2) “E < ) :
i=1

No caso Gaussiano, esta medida de risco relaciona-se com a anterior de acordo com a
formula descrita no seguinte teorema.

2 n

> (R — ) xz]

=1

def

on(r) = |E = |F

n

Teorema 1 Se (Ry,...,R,) sequir uma distribui¢ao normal multivariada entao

Ufl(x) = \/2/_7T 0-52(‘73)'

Demonstragao. Este resultado é facilmente demonstrado através das propriedades das
leis normais. Sabe-se que > | (R; — u;)x; também segue uma distribuicao normal, com
média 0 e desvio padrao oy, (z). Logo,

2

1 ~
op(x) = ——— [ |ule > du = \/2/7 op,(2).
0@ = oo [ 1 VT ou(@)

As duas medidas diferem apenas numa constante. Assim sendo, no caso Gaussiano,
¢ possivel substituir a fungao objectivo do problema OMV(r) pela fun¢do de risco na
norma {1, obtendo-se, equivalentemente, o seguinte problema

minimizar E (>0 (R — ;) @)
sujeitoa pu'x > 7,
r e X.

Este problema de optimizac¢ao de média-desvio(¢;) pode ser resolvido para determinar
a composicao da carteira, independentemente da hipotese Gaussiana que o motivou ser
ou nao ser praticavel. Porém, a sua funcao objectivo depende, de forma nao linear e nao
suave, das variaveis x;, i = 1,...,n. Dada a presenca do valor absoluto antes do somatorio,
nao é possivel linearizar directamente esta funcao, aplicando médias aos retornos R;,
1=1,...,n.
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O Modelo de Konno e Yamazaki

Uma linearizagao possivel ocorre num cenario discreto, como veremos ja a seguir. Consi-
deremos n; periodos de tempo. Seja r; a realizacao da variavel aleatéria R; no periodo
de tempo t. Os valores para ry, i =1,...,n,t=1,...,n;, podem ser obtidos através de
dados historicos ou recorrendo a projeccoes futuras. Uma estimativa para a média y; é
dada pela média aritmética das ocorréncias

1 _
[Ll:n—g Tit, Z:L...,?’L.
b=t

Aplicando o mesmo tipo de estimativa, vem que

n nt n
1

E Z(Ri—ﬂi)xi = n_tz Z(Tit—,uz)% .

i=1 t=1 |i=1

A expressao estimada ainda depende (nao linear e ndo suavemente) de x.
No entanto, o problema

minimizar L Y0 S (r - o)
sujeitoa p'x > 1,
reX

¢ equivalente ao problema OMD1(r)

. . . 1 ng
minimizar - o [y + 2]

sujeito a yr —ze = Yoo (rae — pi)zs, t=1,....n,

pwlez >

x € X,
ytZO, ZtZO, tzl,...,nt.

A fungao objectivo deste problema é linear. Sao afins todas as fungoes que definem as
restricoes. Estamos na presencga de um problema de optimizacao linear, também conhecido
por problema de programagcao linear ou simplesmente por programa linear.

A equivaléncia entre os dois problemas resultou do facto de ser possivel substituir, no
contexto de minimizagao, | Y ., (ri — pi)x;| por v + 2z com Y i (T — pi)T; = Y — 2z €
Y,z > 0. O programa linear tem mais 2n; variaveis (a tomar valores nao negativos) e
mais n, restricoes de igualdade do que o seu antecessor.

Em principio, um programa linear é resolvido numericamente com menos esfor¢o com-
putacional do que um programa quadrético de dimensoes semelhantes. A abordagem de
Konno e Yamazaki pode ser, por este motivo, mais apropriada para problemas de seleccao
de carteiras de grandes dimensoes do que a abordagem de Markowitz.
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Exercicios

1. (Este exercicio é para ser resolvido numericamente em MATLAB.)

Considere uma carteira constituido por trés titulos: accoes, obrigacoes e depositos
a prazo. Os valores historicos destes trés titulos sao dados na seguinte tabela!:

Ano | Acgoes Obrigagoes Depositos
1990 | 367.636 1944.25 817.87
1991 | 479.633  2320.64 854.10
1992 | 516.178  2490.97 879.04
1993 | 568.202  2816.40 905.06
1994 | 575.705  2610.12 954.39
1995 | 792.042  3287.27 1007.84
1996 | 937.897  3291.58 1061.15
1997 | 1298.82  3687.33 1119.51
1998 | 1670.01  4220.24 1171.91
1999 | 2021.40 3903.32 1234.02
2000 | 1837.36  4575.33 1313.00
2001 | 1618.98  4827.26 1336.89
2002 | 1261.18  5558.40 1353.47
2003 | 1622.94  5588.19 1366.73

(a) Calcule uma estimagao das médias py, s e pg dos retornos dos trés titulos
através da média aritmética dos retornos 7 = (viy — Vig—1)/Vig—1-

(b) Calcule uma estimagao das entradas da matriz () das covariancias através da
formula

1
Gij = . Z(Tit — 1) (7 — 1)
t=1
(¢) Resolva os problemas OMV(r) e OMDI1(r) para os seguintes valores de r: 0.06,

0.07, 0.08, 0.09, 0.1 e 0.11.

(d) Compare os resultados, verificando se é satisfeita a hipotese de retornos Gaus-
sianos.

10Fstes valores sdo dados em dolares e foram retirados de G. Cornuejols e R. H. Tiitiincii, Optimization
Methods in Finance, Cambridge University Press, Cambridge, 2006. As acc¢des correspondem ao Indice
S&P500 e as obrigagoes sao as do Tesouro norte-americano a 10 anos. Os valores dos depositos a prazo
foram calculados com recurso & taxa de juro federal diaria norte-americana.
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Aula 23: Seleccao de Carteiras — Modelo de Black-
Litterman

O modelo de Black-Litterman combina a perspectiva do investidor com o equilibrio do
mercado, alterando os valores da esperanca e da variancia dos retornos calculados histo-
ricamente.

Suponhamos, entao, que existem n titulos accionistas no mercado descritos pelo vector
aleatorio R, cuja média e a matriz das covariancias sao conhecidas (a partir de estimagao
historica) e representadas, respectivamente, por 7 e ¥. Recordemos que na notac¢ao do
modelo de Markowitz usémos m = e X = Q).

No modelo de Black-Litterman, ;1 passa a representar uma média nao deterministica,
mas estocastica. Por um lado, p nao pode diferir muito da média histérica 7 e, assim
sendo, impoe-se que

po= T+ €, (15)

com

€1 ~ N(0,7%)

e 7 um numero pequeno. Por outro lado, u deve reflectir as perspectivas do investidor
sobre o mercado. Estas perspectivas (em numero k) sao traduzidas por

Pu = q+ e, (16)
em que:

e A matriz P € RF*" expressa as k perspectivas subjectivas do investidor.

e O vector ¢ € R* especifica as percentagens dos retornos das k perspectivas do
investidor.

o ¢, ~ N(0,Q) e Q € R** ¢ uma matriz diagonal em que os elementos diagonais sao
positivos e expressam o grau de incerteza das perspectivas (independentes entre si)
do investidor.

Escrevemos as equagoes (15) e (16) na forma matricial

o= [5]+ 2] = e

N BESHEND|

Estamos na presenca de um sistema de equagoes lineares sobredeterminado em que a
matriz é deterministica, o vector de variaveis é estocastico e o termo independente é
estocastico, da forma b + € com € a seguir uma lei normal

7> 0
0o Q|

com

e ~ NO,W) com W = [
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O sistema A = b+ € pode ser resolvido no sentido dos minimos quadrados. E possivel,
entao, provar que a solugao do problema linear de minimos quadrados regressivos cor-
respondente, min ||Ay — (b + €)||, € um vector u de variaveis aleatorias a seguir uma lei
normal de média

io= (ATWA) T ATW T = [(75) T 4+ PTQTP] T [(7R) e+ PTQTY]
e matriz das covariancias

B = (ATW1A)" = [) '+ PTQ P

Exemplos

O problema de seleccao de carteiras escolhido para exemplificar o modelo de Black-
Litterman encontra-se relatado na aula sobre o modelo linear de Konno e Yamazaki. As
carteiras a seleccionar sao constituidas por acgoes, obrigagoes e depositos a prazo. Usando
uma média aritmética para calcular o valor esperado dos retornos histéricos obtém-se

0.1378 0.0357 0.0025 0.0012
m = | 0.0891 e X = | 0.0025 0.0097 0.0001
0.0404 0.0012 0.0001 0.0003

Vamos abordar dois exemplos. Em ambos os caso tomaremos 7 = 0.1. No primeiro
exemplo, supoe-se que o investidor tem duas perspectivas, uma forte (com um grau de
certeza elevado) e outra fraca, sendo elas respectivamente:

e O retorno referente aos depositos sera de 2% com um erro de 0.00001.

e O retorno referente as accoes excedera o retorno das obrigacoes em 5% com um erro
de 0.001.

Estas duas perspectivas sao traduzidas pelo modelo de Black-Litterman através de:

p_[0 01 [ 0.02 q _ [ 000001 0
11 10" 17 loos| ¢ T 0 0001 |

A média e a matriz das covaridncias de p dadas pelo modelo de Black-Litterman sao as
seguintes:

0.1127 0.0013  0.0005  0.00001
o= | 0.0741 e B = 0.0005  0.0008  0.000008
0.0253 0.00001 0.000008 0.000008

Num segundo exemplo, o investidor tem apenas a perspectiva de que o retorno das
accoes excedera metade do valor dos retornos das obrigacoes e dos depositos em 10% com
um erro de 0.00001 (perspectiva forte). Neste caso tem-se que

P=1[1-05 —05], ¢=1[01] e Q= [0.00001 ].
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A média dos retornos segundo Black-Litterman passa a ser

0.1642
i = | 0.0873
0.0412

Perspectivas com 100% de Confianga

Quando o investidor tem 100% de confianca nas suas perspectivas — o que quase nunca
acontece na pratica — entao Pu = ¢, ou seja, P = q. Repare-se que, neste cenério,
eo =0 e 2 =0 e amatriz W nao é invertivel. Deste modo, nao podemos calcular ;i como
solucao regressiva do sistema Ay = b+ €.

A forma de contornar esta aparente dificuldade consiste em calcular i como a solugao
do problema

minimizar || (7%)"2 (i — 7)]|2

sujeito a P = q,
ou, equivalentemente, do problema
minimizar (i — )" (72) (@ — )

. (17)
sujeito a P = q.

Formulando e resolvendo as condigoes necessarias e suficientes para este problema vem
que
i = 7+ ()P [P YPT] (¢ — Pr).

No primeiro exemplo apresentado anteriormente, se ambos as perspectivas fossem vistas
com 100% de certeza, o valor médio de u, de acordo com a férmula anterior, daria:

0.1158
i = | 0.0658
0.02

Exercicios

1. Resolva o sistema formado pelas condigoes necesséarias para o problema (17). Diga
por que motivo esta condi¢oes sao também suficientes para caracterizar o minimi-
zante global do problema.



Aula 24 — Matematica Financeira 120

Aula 24: Ajuste e Uso de Matrizes de Covariancias

Ajuste de Matrizes de Covariancias

A matriz de covariancias de um vector aleatério, que caracteriza a dispersao das compo-
nentes do vector em torno da sua esperanca matematica, é frequentemente utilizada no
contexto financeiro, em particular nos modelos de média-varidncia. Porém, as matrizes
de covariancias utilizadas nestes e noutros modelos resultam de estimativas e, como tal,
estao sujeitas a erros.

Uma matriz de covariancias é simétrica e semidefinida positiva. No entanto, uma sua
estimagao, elemento a elemento, pode nao exibir estas propriedades. Nestas situacoes, é
possivel ajustar ou corrigir a matriz estimada. Assim, admitamos conhecida uma estima-
tiva H € R™" para uma dada matriz de covariancias. Pretende-se, numa primeira fase,
saber como encontrar uma matriz simétrica e definida positiva em R™*™ o menos distante
possivel de H.

Este ajuste ou estimacao faz-se no cone das matrizes simétricas e semidefinidas posi-
tivas de dimensao n x n, representado por

Cr = {X eR™™: X =0}

e através da norma matricial de Frobenius ou do trago definida por

1X[F =

Deste modo, o problema da determinacao da matriz de covaridncias mais proxima

de H formula-se da forma:
minimizar || X — H||F

sujeitoa X € C}.

Forma Coénica Equivalente

Repare-se que a varidvel deste problema é uma matriz e nao um vector, como é habitual
nos problemas de optimizacdo. E possivel, porém, converter este problema noutro mais
tratavel. Em primeiro lugar, considerando uma varidvel muda ¢ € R, reescreve-se o
problema, de forma equivalente, nas variaveis t e X:

minimizar ¢
sujeito a || X — H||p <t
X eCy.
Veja-se que a desigualdade || X — H||r <t ¢, na verdade, uma restrigdo quadrética:
IX = Hllp <t <= X - H[}—# <0

— |lz—h|?-t*<0 <= 2"z -2n"z+~v<0,
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com vy = h"h —t*>ex,h € R™ vectores que guardam, respectivamente, as componentes
de X ede H.

Como a matriz desta restri¢ao quadratica é definida positiva (trata-se da matriz iden-
tidade de ordem n?), é possivel reescrever, também de forma equivalente, esta restri¢ao
na forma coénica de segunda ordem:

Yo Z ||(y17 cee ayn2)T||

em que

Yo = VhTI7'h —~

(Y1, s Yp2) = I"ox—I"'h = 2 —h.

(Manteve-se, intencionalmente, a matriz identidade nestas expressoes; ver o primeiro exer-
cicio.)
Assim sendo, o problema inicial pode ser formulado como um problema de optimizagao
conica: o
minimizar o

sujeito a  (y1,...,yn2) =z —h
Xelr?
y € Ot
em que

n?+1 _ n?4+1 . T
C = {y €ER" iy = (g1 ym2) |l
designa o chamado cone de segunda ordem. Este problema tem funcao objectivo linear e
restrigoes lineares e duas restrigoes conicas (uma semidefinida e outra conica de segunda
ordem) e pode ser eficientemente resolvido utilizando software desenvolvido recentemente
para programacgao conica.

Generalizagoes

No ambito da introducao de restri¢coes lineares da forma
li < Xij < uy
para determinados pares ordenados (i, j), ¢ possivel formular o problema da determinagao
da matriz de correlagao mais proxima de H:
minimizar || X — H||r
sujeitoa 1 < X; <1, 2=1,...,n
X ey,

Este tipo de restrigoes (¢;; < X;; < w;;) permite, também, modelar situagdes em que sao
conhecidas determinadas correlagoes entre bens ou titulos accionistas.
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Uma outra generalizacao conhecida consiste em impor que o menor valor proprio da
matriz a determinar seja suficientemente afastado de zero para que a matriz resultante
seja bem condicionada e produza dados robustos se utilizada, mais tarde, no ambito de
um problema de optimizacao financeira. Seja ¢ > 0 um limite inferior a impor ao menor
valor proprio. Em vez do problema original, revolve-se, neste caso:

minimizar || X — H||g

sujeitoa X —cl € C7.

Um Exemplo

Perturbamos, com valores em (—0.01,0.01), as entradas da estimativa da matriz de cova-
riancia dos retornos dos trés titulos descritos na aula sobre o modelo linear de Konno e

Yamazaki:
0.0353 —0.0074 0.0097

H = | —-0.0022 0.0139 —-0.0006
—0.0049 —0.0010 —0.0013

Calculamos, depois, a matriz de correlagao mais perto desta utilizando o c6digo SDPT3:

1.0000 —0.0074  0.0097
X, = | —0.0074  1.0000 —0.0006
0.0097 —0.0006  1.0000

(Note-se que os valores proprios de X, sdo ja, neste exemplo, significativamente afastados
de zero: 0.9880,0.9995,1.0125.)

Acompanhamento do Desvio a uma Carteira de Referéncia

No ambito dos problemas de optimizacao de média-variancia, suponhamos conhecida a
composicao de uma carteira de referéncia z,.; € X. Pretendemos determinar uma carteira
cujo retorno seja o maior possivel em relagao ao retorno de referéncia e cujo o erro de
acompanhamento (tracking error) seja inferior a uma quantidade TE > 0 especificada
para o efeito. Define-se este erro de acompanhamento como a medida de variabilidade do
excesso de retorno, ou seja, como o desvio padrao do excesso de retorno:

TE(x) = \/(x — Tref) T QX — Typey).

A determinacao desta carteira faz-se, entao, resolvendo o problema

maximizar uT(x — Tyey)
sujeito a TE(r) <TE
r e X.

E possivel, porém, converter este problema num problema de programagao conica (com
fungao objectivo linear e restrigoes lineares).
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A resolugao deste tipo de problemas permite gerir carteiras de investimento com re-
torno acrescido relativamente a determinados indices de referéncia ou segmentos do mer-
cado, mediante um nivel de risco controlado.

Exercicios

1. Prove que o conjunto C?' é um cone convexo.
2. Tente desenhar o cone C7', quando n = 2, num espaco tridimensional.

3. Converta uma restricao quadratica da forma 2" Qz+2v" 2+ < 0, em que ) é uma
matriz simétrica definida positiva, na forma céonica de segunda ordem.

4. Aplique este procedimento ao problema de acompanhamento do erro em selec¢ao de
carteiras.
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Aula 25: Seleccao de Carteiras — Optimizacao Robusta

Muitos dos problemas de optimizagao em financas, em particular os de seleccao de car-
teiras, envolvem dados financeiros desconhecidos que tém de ser estimados e que, como
tal, sao calculados de forma inexacta ou incerta. Quando a solucao dos problemas de
optimizacao depende, de forma sensivel, dos dados ou parametros, pequenas variagoes
nestes podem causar grandes variagoes nas solugoes 6ptimas. Esta situacao é indesejavel.

Uma das formas de lidar com este tipo de incerteza consiste em formular os problemas
de optimizagao de forma robusta de modo a que a solucao encontrada seja a melhor sob
o pior cenario, esperando que esta seja relativamente boa para todas as possiveis realiza-
¢oes dos parametros. Para atingir este objectivo considera-se, geralmente, conjuntos de
incerteza onde se encontram a maioria, ou todos, os possiveis valores para os dados ou
parametros incertos.

No caso dos problemas de optimizacao em seleccao de carteiras os dados incertos sao
o vector p dos retornos esperados dos titulos e a matriz () das covariancias dos retornos.
Os conjuntos de incerteza podem ser modelados na forma

Uy = {peR": p" <p<p”}

Upg = {QeR™™: Q" <Q<Q", Q=0},
em que as desigualdades < sao tomadas elemento a elemento e a desigualdade > traduz
que a matriz @) é simétrica e semi-definida positiva (uma condigao necessaria para re-
presentar uma matriz das covariancias). As matrizes QF, QU € R™ " sdo simétricas mas
nao necessariamente definidas positivas ou semi-definidas positivas. Usaremos, também,
a notacao

U = UMXUQ = {(,LL,Q): ,LLEUM, QEUQ}.

Nesta aula vamos considerar o problema de selec¢ao de carteiras (modelo de Mar-

kowitz) escrito na forma OMV(r):

minimizar 2" Qx
sujeitoa pu'x > 1,
r e X,
em que as ‘carteiras admissiveis’ variam em
n
X = {xER”: le =1, z; >0, izl,...,n}.
i=1
Vamos, também, abordar o problema de selec¢ao de carteiras escrito na forma OMV2(\):
maximizar (1 —\)(p'2) — (\)z"Qx
sujeito a z € X.

A relacao entre estes dois problemas reside na escolha de r em funcao de A, ou viceversa.
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Proposigao 1 Seja z*(\) uma solugao dptima de OMV2(X) com X\ € [0,1]. Entao x*(\)
também é uma solugao dptima de OMV(r) com r = pu'x*(N).

Variando r» e A de forma apropriada em ambas as formulacoes percorre-se toda a
fronteira de eficiéncia.

Uma Formulacao Robusta

Recorrendo aos conjuntos de incerteza introduzidos em cima, as formulagoes robustas
destes dois problemas sao dadas, respectivamente, por

minimizar {maxQeUQ xTQ:L‘}
sujeito a {minyey, p'z} > 7, (18)
reX

maximizar {min,cy, gev, (1 — A)(p'z) — (V)2 Qz}
.. (19)
sujeito a =z € X.
A relagao entre estes dois problemas robustos, generalizando a proposi¢cao anterior
relativa as suas versoes nao robustas, traduz-se no seguinte resultado.

Proposigao 2 Seja x*(\) uma solugio optima de (19) com A € [0,1]. Entao x*(\)
também € uma solugao optima de solugao dptima de (18) com
LTk
ro= Eel%fr;ll ().

Em ambos os problemas (18) e (19) tenta-se optimizar o pior cenario possivel. No
problema (18) a incerteza surge na func¢ao objectivo e nas restri¢oes, enquanto que no
problema (19) a incerteza aparece apenas na func¢do objectivo.

Estas formulacgoes incorporam dois ou mais niveis de optimizacao, reflectindo uma das
caracteristicas tipica dos problemas de optimizagao robusta (o que torna a sua resolugao
particularmente dificil). Em alguns casos especiais é possivel reduzir os niveis de optimi-
zagao a um unico nivel, convertendo o problema de optimizag¢ao robusta num problema
de optimizacao linear, quadrética, convexa ou nao linear. Por exemplo, no caso especial
em que QU é semi-definida positiva obtém-se o seguinte resultado.

Proposicao 3 Suponha-se que QY € uma matriz semi-definida positiva. Seja x um vector
nao negativo e X € [0,1]. Neste caso, u* = u e Q* = QY constitui uma solugio dptima
do problema

o (1- MN(p'z) =Nz Qu,

Usando este resultado, conclui-se que, quando QY é uma matriz semi-definida positiva,
o problema (19) é equivalente ao seguinte problema de programagao quadratica convexa:

maximizar (1 —\)(pl) Tz — (N)z"QYx
sujeito a = € X,

cuja resolucao €, obviamente, muito mais simples do que a da sua versao robusta.
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Exemplo

Neste exemplo de optimizacao em seleccao de carteiras, consideramos dados relativos a
uma carteira com 5 titulos: 10 Year Note, Russell 1000 Growth, Russell 1000 Value,
Russell 2000 Growth e Russell 2000 Value, obtidos mensalmente entre Outubro de 2002 e
Junho de 2007. As médias dos retornos foi calculada, nao de forma aritmética (ou seja por
Tie = (Vi — Vir—1)/vi—1), mas de forma logaritmica usando r; = log(vy/vy—1). A matriz
das covariancias foi calculada como em aula anterior através do estimador da méxima
verosimilhanca, mas recorrendo aos retornos médios logaritmicos. Os valores para u” e
u® foram obtidos considerando os percentis 2.5% e 97.5% dos dados histéricos dos titulos.
As matrizes Q¥ e QU foram determinadas substituindo, na férmula do estimador referido,
as médias dos retornos por, respectivamente, u” e u?. Na tabela seguinte indicam-se as
médias dos retornos e os valores de pu” e p®.

10YN R1000G R1000V R2000G R2000V
I 0.0048 0.0085 0.0115  0.0141 0.0147
pl —0.0486 —0.0215 —0.0127  0.0116 —0.0225
v 0.0565 0.0230 0.0257  0.0404  0.0377

O calculo da carteira de risco minimo (ou varidncia minima) deu, na versao nao ro-
busta,

Tmin = (0.1346 0.2239 0.2788 0.1361 0.2265) correspondendo a  7,,;,, = 0.0110
e, na versao robusta,
Tmin = (00.3191 0.3663 0.1011 0.2135) correspondendo a 7y, = —0.0152.

Estes resultados traduzem claramente as salvaguardas pessimistas da versao robusta. A
carteira de maior retorno (ou varidncia minima) é, na versao nao robusta,

Tmaz = (00001) correspondendo a 7,4, = 0.0147
e, na versao robusta,
Tmaz = (00010) correspondendo a 7,4, = 0.0116.

As fronteiras eficiente nao robusta e robustas sao descritas nos dois seguintes graficos.
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Modelo de Makowitz
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Outra Formulacao Robusta

E também possivel descrever a fronteira eficiente correspondente ao modelo de Markowitz
através da resolu¢ao do problema de optimizagao nao linear OMV3(\)

minimizar (1 — A\)y/2TQz — A(u"z)
sujeito a = € X,

com A a percorrer o intervalo [0,1]. A versdo robusta de OMV3(\) é, entdo, descrita na
forma

minimizar {maxueUl“QeUQ 1 - Mz Qr — ANu'z } (20)

sujeito a x € X.
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Escolhas possiveis para os conjuntos de incerteza sao dadas por

0 =@ - - < o=}

e
T A— . ng — 1 A 52
v =@ =@ -+ 2@ - Qv < 5 )
t
com V2= Q7' e |- |r anorma matricial de Frobenius ou do trago. Nestas expressoes,

it e () representam os valores estimados para as médias dos retornos e a sua matriz das
covariancias, com base numa amostra de dimensao n;. O valor de § modera o grau de
incerteza.

Existem, igualmente, casos especiais do conjunto de inverteza U que tornam o pro-
blema robusto (20) equivalente a um problema de optimiza¢do de um sé nivel. Se se
recorrer ao primeiro conjunto de incerteza acima descrito, resulta que (20) é equivalente
a

minimizar (1 — X+ A6/ /m)\/ 2T Qz — M\ )

sujeito a = € X.

Exercicios

1. Prove as duas primeiras proposicoes da aula.
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Aula 26: Construcao de um Indice de Fundos

A metodologia de gestao de uma carteira pode ser classificada, grosseiramente, como
activa ou passiva. Os métodos de gestao activa recorrem a uma analise técnica baseada
em modelos de optimizagao e técnicas de previsao. As estratégias passivas baseiam-
se na diversificacao e podem consistir, por exemplo, em estratégias do tipo comprar e
esperar (buy and hold), ou seja, em estabelecer uma carteira inicial diversa com base em
determinados critérios e aguardar, passivamente, os desenvolvimentos do mercado.

A estratégia de gestao passiva de carteiras que estudaremos nesta aula é designada por
indexagao. A ideia central passa por construir uma carteira que reflicta e siga, o melhor
possivel, o comportamento de uma vasta variedade de titulos. A uma carteira deste tipo
chama-se um indice de fundos.

Um Modelo de Programacao Linear Inteira

Dado um conjunto de n titulos, pretendemos seleccionar um subconjunto deste, consti-
tuido por ¢ titulos (¢ < n), de modo a que o subconjunto seja o mais representativo
possivel do conjunto inicial.

Para este efeito seja p;; um indice de semelhanca entre os titulos i e j, com i # j
et,j € {l,...,n}. A quantidade p;; é tanto maior quanto a semelhanca entre os dois
titulos. Consideramos p; = 1 por convencao e normalizamos estas quantidades de forma
a que p;; < 1.

O modelo que formularemos para determinar indices de fundos baseia-se em programa-
¢ao linear inteira. Sejam y;, j = 1,...,n, n variaveis binarias (y; € {0,1}) que descrevem
os titulos a seleccionar para o indice (o titulo j figura no indice se y; = 1). Sejam, também,
x5, 4,7 € {1,...,n}, n? variaveis binérias que indicam, para cada titulo i, se o titulo j é
o mais semelhante a ¢ no indice de fundos. Se for entao x;; = 1; caso contrario z;; = 0.

Desta forma, pretende-se maximizar a semelhanca entre os n titulos e os seus ¢ repre-

sentantes no indice,
n n
maximizar g E PiiTij,

i=1 j=1

tal que sejam seleccionados exactamente ¢ titulos, ou seja,

doyi= 4
j=1

para cada titulo ¢ exista um e um s6 representante no indice, ou seja,

n
E l’ijzl, izl,...,n,
j=1

para cada titulo j nao pertencente ao indice nao existem titulos mais semelhantes, ou
seja,
xij S yj7 i,je{l,...,n},
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e, finalmente, tal que x;;,y; € {0,1} parai,j € {1,...,n}.

Exemplo

Vamos ilustrar a construgao de um indice de fundos para o seguinte conjunto de 20
titulos do PSI 20: Altri, BCP, BES, BPI, Brisa, Cimpor, Cofina, EDP, Galp, Impresa,
Jerénimo Martins, Mota Engil, Nova Base, Portucel, PT, PT Multimédia, Semapa, Sonae,
SonaeCom e Sonae Industria. A matriz dos indices de semelhanga foi escolhida como
sendo a matriz das covariancas dos retornos calculada a partir do estimador da maxima
verosimilhanga. Tomaram-se os valores histoéricos de 13 meses, de Junho 2006 a Junho
de 2007. Excluiu-se o titulo Galp por ter entrado apenas em Novembro de 2006. Desta
forma, n = 19.

Tomando ¢ = 5 a resolugao do programa linear inteiro acima descrito identificou o
indice definido por Altri e Cofina (sector dos media), BPI (sector financeiro), Jerénimo
Martins (sector alimentar) e SonaeCom (sector das telecomunicagoes). Note-se que nao
houve nenhuma preocupacao em diversificar por sector, uma vez que as semelhangas
escolhidas traduziam unicamente retornos hostéricos. Seleccionando ¢ = 7 e resolvendo
um novo problema, entrariam no indice 6ptimo o BCP (finangas) e a Impresa (media).
Os programa lineares inteiros foram resolvidos usando a fun¢ao bintprog do MATLAB.

Ponderacao por valor de mercado

Suponhamos que o programa linear inteiro, atras definido, foi resolvido, tendo sido iden-
tificado um indice de fundos, e que se pretende, agora, determinar, para um determinado
investimento, as proporgoes a investir em cada um dos titulos do indice. Seja, entao, y;
ez, com i,j € {1,...,n}, uma solu¢do 6ptima do problema.

Neste sentido, calcula-se, primeiro, o valor de mercado dos titulos no indice:

w; = Z‘/;IE;’ ij{l,...,n}:y;:L
i=1

em que V; representa o valor de mercado do titulo 7. A propor¢do a investir em cada
titulo 5 do indice é dada, assim, por

Wy

=, Vje{l,...,n}:y; =1
Zk:y}’;:l Wk ’

Uma abordagem usando programacao linear

Uma outra forma de construir um indice de fundos baseia-se na existéncia de uma carteira
de referéncia x?, j=1,...,n, que se pretende rebalancear a um custo minimo e com base
no conhecimento de um conjunto de caracteristicas de mercado que se pretendem seguir.

Suponhamos que existem m caracteristicas de mercado a seguir (com m inferior a n).
Sejam f;, i = 1,...,m, as frac¢oes do indice que tém de obedecer a estas caracteristicas.
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Sejam, ainda, a;;, @ = 1,...,m, j = 1,...,n, parametros que indicam se o titulo j possui
ou nao a caracteristica ¢ (a;; = 1 e a;; = 0, respectivamente).
Deste modo, o problema a minimizar toma a forma de um programa linear,

minimizar Z?Zl[yj + 2]

sujeito a Z?:l Qi T5 = fi7 1= 1, o,
vy Sy, w-w <oz, j=1.m,
?JJZQ 2]207 jzlvvna
reX,
em que xj, j = 1,...,n, representa a carteira rebalanceada e X o ja habitual conjunto

das carteiras admissiveis.

As caracteristicas podem ser, por exemplo, os sectores de actividade e as regioes geo-
graficas, ou podem distinguir a capitalizacao dos titulos ou ainda o facto destes pagarem
ou nao dividendos.
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Aula 27: Valor em Risco (VaR) e Valor em Risco Con-
dicionado (CVaR) — Selecgao de Carteiras

Existem outras formas de medir o risco associado a uma carteira para além da variancia
do seu retorno. Neste aula, vamos conhecer duas outras medidas de risco: o valor em risco
(VaR; Value-at-Risk) e o valor em risco condicional (CVaR; Conditional Value-at-Risk).

Todas as actividades financeiras envolvem um determinado nivel de risco, que deve ser
quantificado e levado seriamente em consideragao. A modelacao do risco é incontornavel
em Matematica Financeira, como vimos ao longo deste curso. Os conceitos de VaR e
de CVaR constituem dois instrumentos para a expressao quantitativa do risco, de vasta
utilizagao prética na industria financeira.

Valor em Risco (VaR)

O valor em risco concentra-se sobre a perda associada a um investimento, em vez do seu
retorno. Suponhamos que a variavel aleatéria L representa a perda associada a um inves-
timento durante um determinado periodo de tempo. Valores positivos de L representam
perdas, enquanto valores negativos significam ganhos ou retornos.

O VaR é expresso em niveis de probabilidade. Seja a € (0,1). Na préatica, pensamos
em valores de a perto de 1. Define-se VaR, (L) como sendo

VaR,(L) = min{y: P(L<7) > a}.

Quando bem definida, a quantidade VaR, (L) representa, assim, a menor perda possivel
com probabilidade superior, ou igual, a «.

Observa-se, empiricamente, que o risco associado a um investimento tem téndencia
a diminuir com a sua diversificagao. Uma medida de risco f que pretenda reflectir esta
observagao deve obedecer & propriedade (dita de subaditividade)

f(Li+ L) < f(L1) + f(Le).

Porém, esta relacao nao é satisfeita, de uma forma geral, quando f = VaR,, o que
constitui um aspecto indesejavel do VaR enquanto medida de risco.

Outras caracteristicas do VaR que dificultam a sua utilizacao em modelos de optimi-
zacao para a seleccao de carteiras sao a auséncia de convexidade e de suavidade.

Valor em Risco Condicionado (CVaR)

Note-se que o valor em risco nao fornece qualquer informagao sobre a dimensao das perdas
que ocorrem do valor de VaR,, em diante.

No ambito dos problemas de seleccao de carteiras, vamos considerar, novamente, um
conjunto X de carteiras admissiveis. A cada carteira em X esta associado uma perda
aleatoria. Suponhamos que a aleatoriedade é modelavel, para todas as carteiras, pela
mesma variavel aleatoria (continua) Y, cuja fungao densidade é dada por p. Suponhamos
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que a perda associada & carteira x € X, na presenca do evento aleatério Y, é dada pela
variavel aleatoéria ¢(x,Y), em que ¢ ¢ uma fungao conhecida!'. (No contexto do VaR temos
que {(z,Y) = L.)

Consideremos, também, a funcao de distribuicao associada & perda da carteira x € X,
definida por

Uan) Pt Y) <9) = PV etlay) = oonl) = [ L
U,y)<vy
Assim sendo, tem-se que

VaR, () o VaR,({(z,Y)) = min{y: VY(z,7) > a}.

Define-se valor em risco condicional, para um determinado nivel de probabilidade,
como sendo a perda esperada a partir do valor em risco:

e 1
CVaR,(w) [= CVaR,(((z, V)] & /g( —
T,y)= al\T

(@, y)p(y)dy.

Como seria de esperar, o valor em risco condicional é superior ao valor em risco.

Proposicao 1 Os wvalores em risco e em risco condicional obedecem a

CVaR,(z) > VaR,(x).

Demonstragao. Em primeiro lugar, constata-se que

1

/ VaR, ()
I = Joay>VaRa(2)

CVaRy(z) > /
l—a  Jywy>VaRa ()

VaRq (2)p(y)dy = p(y)dy.

A demonstracao é concluida observando que:

p(y)dy = p(y)dy = 1—a.

-
/E(z,y)>vaR,a(x) t(zy)<VaR.(z)

Uma carteira com valor em risco condicional reduzido tem, necessariamente, um valor
em risco igualmente reduzido.

HPara que (z,Y) seja uma variavel aleatoria basta que £ seja mensurdvel a Borel. Para que ¢(z,Y)
seja uma variavel aleatéria continua, e como tal tenha uma funcao densidade, seria necessario impor
condigoes adicionais sobre /.
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Ligacao ao Problema de Optimizacao de Média-Variancia
Quando a perda Y segue uma distribuicao normal e a > 0.5, os trés problemas seguintes

minimizar, VaR,(z)
sujeitoa p'ax > 1,
r € X,

minimizar, CVaR,(z)
sujeitoa pu'x > 7,
r € X,
e, 0 ja conhecido OMV(r),
minimizar, z'Qw
sujeitoa p'ax > 1,
r € X,
tém as mesmas solugdes 6ptimas (no sentido que se expoe a seguir). De facto, prova-se,
sob estas hipoteses, que quando a restricao 'z > r é activa nas solucoes 6ptimas de dois
quaisquer destes trés problemas, as duas respectivas solucoes 6éptimas coincidem. Neste
contexto, estamos a supor que {(x,Y) = —R(z,Y), E(R(x,Y)) = 'z e V(R(z,Y)) =
z"Qz. Desta forma, em vez de R =" | x;R; tem-se R =Y  x;7(i,Y) para uma dada
funcao r.

Minimizacao do CVaR num Cenéario Discreto

A expressao para o CVaR envolve o proprio VaR e apresenta-se complicada para efeitos
de minimizagao em X. Para contornar este problema, Rockafellar e Uryasev introduziram
uma func¢ao auxiliar, dependente de x e de uma variavel auxiliar v, dada por

Fuz,7) = 7+ /a ) =alpw)y.

11—«

Sao trés as propriedades desta funcao que importa enumerar:
1. Para cada z, F,(x,7) é uma fungao convexa em +.
2. Para cada x, VaR,(z) ¢ um minimizante de F,(x,~) em 7.

3. O valor de F,(z,7), quando v = VaR, (), é, precisamente, CVaR, ().
Resulta destas propriedades que os problemas

minimizar, CVaR,(z)

sujeitoa x € X
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minimizar, , Fu(z,7)
sujeitoa = € X

sao equivalentes (no sentido de terem o mesmo valor 6ptimo objectivo e 0 mesmo mini-
mizante em X). Da resolugdo deste tltimo problema, obtém-se a carteira que minimiza

o CVaR em X.

Vejamos o que acontece num cenério discreto, em que sao conhecidas as realizacoes 1,
t =1,...,n do evento aleatorio Y. (Estes valores podem ser obtidos através de dados
historicos ou recorrendo a projecgoes futuras.)

Antes de prosseguirmos, veja-se que a fungao F,(z,~y) pode ser escrita na forma

1
Folz,7) = v+ 7= [ Uz.y) =) ply)dy
recorrendo & fungao (-)*© = max{-,0}. Assim, F,(z,~) pode ser aproximada por
1 -

m 2(5(1‘7 ye) —7)"

t=1

Golz,7) = v+

e a determinacao da carteira que minimiza o CVaR em X pode ser feita, aproximadamente,
através do problema P1:

minimizar, , v+ m g (U ye) —)*
sujeitoa = € X.

Este problema pode ser simplificado, removendo a dependéncia nao linear e nao suave da
fungao (-)*, obtendo-se o problema P2:

o . . nt

minimizar, , 7y + T—ayn; 2at=1~t

sujeito a 2z > l(x,y) —7, t=1,...,n,
Zt>07 t:1,...,nt,

r e X.

Suponhamos, agora, que £(z,y;) ¢ uma fungao linear em x. Nesta situacdo, existem
realizacoes ¢;;, i =1,...,n,t =1,...,ny, tais que

g(xa ?Jt) = Z Uiy,
i=1

Quando X é um conjunto poliédrico, o problema P2 passa a constituir um programa
linear.

Exercicios

1. Prove que os problemas P1 e P2 sao equivalentes.
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Aula 28: Modelos de Periodos Miiltiplos (o caso da Ges-
tao de Bens e Responsabilidades)

Os problemas de optimizacao de média-variancia que vimos em aulas anteriores foram for-
mulados de forma estatica, uma vez que as decisoes a tomar nestes modelos (as proporgoes
do investimento total a investir em cada um dos titulos accionistas) sdo consideradas uma
tnica vez. Desta forma, estas decisoes reportam-se, forcosamente, a um tnico periodo
temporal.

Os modelos com um tnico periodo temporal nao dao, porém, uma resposta adequada
a situacoes dindminas em que as decisoes financeiras tém de ser tomadas ao longo do
tempo. Para estas situagoes torna-se necessario considerar modelos de periodos miltiplos
onde as decisoes sao tomadas em diversos momentos temporais. Estes modelos dao ori-
gem a problemas de optimizacao ou programacgao estocastica em que alguns parametros
sao variaveis aleatérias a seguir uma distribui¢do geralmente conhecida. As variaveis de
um problema de programacao estocastica dividem-se em antecipativas, correspondentes a
decisoes que nao dependem da realizacao futura de quantidades aleatorias, e adaptativas,
quando tal dependéncia ocorre.

A resolugao de um problema de optimizacao estocastica faz-se, habitualmente, através
da resolugao de um correspondente problema de optimizacao deterministico. Este pro-
cesso, para ser minimamente realistico e abranger um nimero consideravel de cenérios ou
acontecimentos, leva a formulagao de problemas deterministicos de grandes dimensoes.

Gestao de Bens e Responsabilidades (ALM)

Um dos exemplos mais relevantes da programagao estocastica com periodos multiplos re-
side na modelagao da gestao de bens e responsabilidades de uma empresa. Utilizaremos
frequentemente a sigla ALM (asset/liability management) para nos referirmos a estes pro-
blemas, também designados por problemas de gestao activo-passivo. A natureza temporal
do cumprimentos das responsabilidades (e da propria gestao da carteira de investimentos)
leva, naturalmente, a colocar o problema em varios estagios.

Consideremos, entao, uma empresa que tem de cumprir vérias responsabilidades L;,
t =1,...,7, em T instantes temporais (dados, por exemplo, em anos). Para fazer face
a estas responsabilidades, a empresa forma uma carteira de investimento que consiste em
tomar posi¢ao num conjunto de n titulos accionistas (acgdes ou obrigacoes, por exemplo).
Os retornos de cada titulo sao dados por R, i =1,...,n,t=1,...,T. Quer as respon-
sabilidades a cumprir quer os retornos dos titulos sao variaveis aleatérias. As variaveis
de decisao do problema medem, como seria de esperar, o investimento a fazer face as
responsabilidades e sao também elas modeladas estocasticamente. Considere-se, assim,
Tig, t =1,....,n,t =0,...,T, os valores de mercado investidos nos titulos ao longo do
tempo. Sejam, também, z§, e x},, 7 =1,...,n,t =0,...,T —1, os montantes das compras
e vendas de cada titulo em cada instante até ao pentultimo.

O primeiro conjunto tipico de restricoes de um problema ALM sao as equagoes de
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balanco financeiro, em que o que entra tem de igualar o que sai:

n

Z(1+Rit)xi,t—l_zxit = Lt, tzl,...,T,

=1 i=1

E também costume impor restricoes a definir o inventariado dos titulos, em que o
montante investido no inicio de num dado periodo é igual ao montante investido no
final do periodo anterior ajustado com o correspondente retorno e as compras e vendas
entretanto efectuadas:

v C .
Tit = <1+Rit)xi’t—1 _xit+xit7 1 = 1,-..,”, t: 1,...,T— 1
No primeiro instante temporal pode-se estabelecer que
v (& .
Tio = Tinicial0 — Tip T Ty, =1,...,m,

supondo-se conhecidos valores para a composigao inicial da carteira Tinicial0-
Sao impostas restricoes de nao negatividade nas varidveis

e > 0i=1,...,n, t=0,....,)T zj,,z;, > 0,i=1,...,n,t=0,..., 7 — 1.

O objectivo do problema da gestao de bens e responsabilidades passa, geralmente, por
maximizar a riqueza final dos investimentos, medida, neste caso, por

n
E E XT
=1

Pretende-se determinar a sequéncia de carteiras que, cumprindo todas as responsabilida-
des, conduz a uma carteira de maior valor esperado final.

Um Exemplo Deterministico

O problema ALM formulado em cima pertence a classe da optimizagao ou programacao
estocastica. Para o tornar resolivel computacionalmente é necessario recorrer a realizagoes
das variaveis aleatérias em causa ao longo dos diversos periodos ou estégios do problema
e assim eliminar a sua natureza estocastica. Uma forma conveniente para levar a cabo
esta tarefa consiste em formar arvores de cenarios ou acontecimentos.

Para o problema ALM descrito em cima, consideremos uma arvore binomial, trés
instantes temporais (T = 2) e um tnico titulo (n = 1). Seja 2“0 o montante investido

no titulo no instante inicial e sejam:
° IO, %

t=0;

U 2¥0 respectivamente, o montante investido, a comprar e a vender no cenério

o z! 291 2% respectivamente, o montante investido, a comprar e a vender no pri-

meiro cenario considerado em t = 1;
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o 22 292 z%? respectivamente, o montante investido, a comprar e a vender no se-

gundo cenéario considerado em ¢t = 1.

Sejam R' e R? e L' e L? os valores dos retornos e das responsabilidades nestes dois
cenarios. Sejam R3 R* R RS e L3 L* L°, L° os valores dos retornos e das responsabi-
lidades correspondentes aos quatro cenarios finais (para t = 7' = 2). Finalmente, sejam
23, 2%, 2%, 2% os montantes investidos nos quatro cenarios finais (para t = T = 2).

As restrigoes deste problema ALM deterministico correspondentes aos balancos finan-

ceiros sao, assim, dadas por

( )QJO _'rl = L17
( )33.0 _xQ = L27
( )'rl _x3 = L37
1+ RY2! — a2t = L4

14+ RN22—2° = L°
( ,

1+ R%2?2 —2% = LS,
(

As restri¢oes de inventariado dos titulos correspondem a

[EO _ xmlczal,o _ Z'O’C + CL,O,v _

LCI _ (1 + R1)$0 _ xl,c _|_x1,v — O,
22— (14+ Rz — 2% + 22 = 0.

Pretende-se maximizar o retorno final esperado (considerando os cendrios finais equipro-
vaveis):

i(w3+x4+x5+x6).

Sao impostas restrigoes de nao-negatividade em todas as variaveis envolvidas.

Consideragoes Finais

Como se pode constatar facilmente através deste exemplo, a dimensao dos programas li-
neares deterministicos, crescendo exponencialmente, pode tornar-se computacionalmente
intratavel. E possivel, felizmente, tirar partido da estrutura destes programas lineares, em
particular pode recorrer-se a uma técnica chamada decomposi¢ao de Benders. Trata-se
de um processo iterativo em que sao resolvidos programas lineares auxiliares de menor di-
mensao em cada iteragao, sendo possivel resolver um determinado niimero em simultaneo,
abrindo as portas a utilizacao da computagao paralela.

Um problema de programacao estocastica linear de dois periodos ou dois estégios,
em que se considerem S cenérios no segundo estagio com probabilidades de ocorréncia
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p1,---,Ps, apresenta, na sua forma deterministica, a seguinte estrutura:

maximizary y, . ye a'z+ plclTyl + o+ pgcgys

sujeito a  Ax =b
Bz +Cyyy =d;
Bgx + Csys =ds

T, Y1, ---,Ys > 0.

A versao estocastica original é dada por:

maximizar, e a'r+ E (C(W)T?J(W))
sujeito a Ax =b
B(w)z + C(w)y(w) = d(w), ¥w € O
x>0, ylw)>0, VweQ,

em que as variaveis aleatorias B, C, ¢, d e y estao definidas num espaco de probabilidade
(Q, F, P), com Q um conjunto de acontecimentos, F' uma o-algebra e P uma medida de
probabilidade. No caso em cima tomamos 2 = {ws,...,wg}. As variaveis de primeiro
estdgio x sao deterministicas e correspondem a decisoes tomadas antes do acontecimento
aleatorio w € €) ser observado (variaveis antecipativas). As variaveis de segundo es-
tagio y(w) sao aleatdrias e correspondem a decisdes a tomar depois do acontecimento
aleatorio w € (2 ser observado (vériaveis adaptativas). As restrigdes envolvendo apenas
variaveis antecipativas (Ax = b) sdo deterministicas.

Para gerar valores para as variaveis aleatorias (como os retornos por exemplo) ao longo
das arvores de cenarios ou acontecimentos, utiliza-se frequentemente modelos autoregres-
sivos em conjunto com técnicas e expedientes que procurem representar (discretamente),
com precisao, as distribuigoes (continuas) de forma mais econémica possivel. Entre es-
tas técnicas encontram-se a geracao de valores através de erros simétricos e o ajuste de
momentos.

Exercicios

1. Escreva o problema ALM deterministico na forma matricial.

2. Formule, em formato deterministico, um problema de programacao estocéstica li-
near de trés periodos ou estégios correspondente a uma arvore de acontecimentos
trinomial.
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Apéndice 1: Introdugao aos Derivados Financeiros (Con-
tratos Forward)

Os derivados sao instrumentos financeiros, transaccionaveis, cujo preco depende de outras
variaveis bésicas (bens ou activos financeiros). Sao exemplos de bens ou activos finan-
ceiros, subjacentes a um derivado, as accoes, os indices accionistas, as mercadorias, as
divisas e as obrigagoes. Os exemplos mais basicos de derivados sao

e 0s contratos forward,
e 0s contratos de futuros e

e 0s contratos de opgoes.

Contratos Forward

Um contrato forward ¢ um acordo, entre duas partes, para comprar ou vender um deter-
minado bem ou activo, numa determinada data futura e a um determinado prego (ambos
fixados no momento do contrato).

Os contratos forward sao transaccionados, geralmente, em mercados nao organizados
ou informais. Os mercados forward sao mercados a prazo, em que se celebram contratos
para uma entrega diferida. Esta caracteristica dos mercados forward, comum a outros
mercados de derivados, contrasta com a natureza dos mercados a vista, em que a contra-
tagao origina de imediato a correspondente liquidacao.

Num contrato forward, uma das partes assume uma posicdo longa e concorda em
comprar o activo numa data futura e a um dado preco. A contraparte toma uma posicao
curta e compromete-se a vender o activo nas condi¢oes acordadas.

Os mercados forward sdo conhecidos, também, por mercados ao balcao (over-the-
counter), pelo facto do comprador e do vendedor negociarem entre si todos os parametros
do contrato.

Vejamos um exemplo relacionado com divisas, que é muito frequente neste tipo de
derivados. Consideremos uma empresa portuguesa que vai investir nos Estados Unidos
da América e que necessita de comprar um milhao de délares daqui a seis meses. Esta
empresa pretende precaver-se, ou proteger-se, contra o risco de possiveis movimentagoes
inesperadas nos mercados cambiais. Com este objectivo em vista, a empresa dirige-se a
um banco que oferece as seguintes taxas de cambio para efeitos de contratos forward:

data venda
actual | 0.7805
1 més | 0.7943
6 meses | 0.8216

A empresa portuguesa toma uma posi¢ao longa e compromete-se a comprar ao banco
um milhao de délares daqui a seis meses, comprando-os ao cambio 1 USD = 0.8216 EUR.
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O banco assume a posi¢ao curta correspondente e é obrigado a vender os dolares a este
prego, uma vez expirados os seis meses.

Consideremos dois cenérios para a taxa de cambio na data de entrega. Se a taxa de
cambio evoluisse para 0.83 em seis meses a empresa ganharia

830000 EUR — 821600 EUR = 8400 EUR.

O banco perderia 8400 EUR. Se a taxa de cambio evoluisse para 0.81 em seis meses seria
a empresa a perder

810000 EUR — 821600 EUR = —11600 EUR.

e o banco a ganhar 11600 EUR.

De uma forma geral, o ganho de um contrato forward (em posigao longa) é dado por
Syt —F

em que St € o prego do bem ou do activo na data de entrega 1" e E é o prego de entrega
do activo nessa data. Noutros derivados, a data de entrega é conhecida por maturidade,
data de exercicio ou data de vencimento.

Em posicao curta, o ganho é dado por

E — Sr.

A figura seguinte descreve o ganho (ou perda quando negativo) associado a um contrato
forward, para as posicoes longa e curta. Este tipo de gréaficos sao conhecidos por perfis de
ganhos e perdas.

posigao curta

ST ST

posicao longa
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E importante frisar que, embora o preco de entrega nio sofra alteracoes apos a ce-
lebragdo de um contrato forward e no dmbito do mesmo, o pre¢o forward (como os da
tabela anterior) pode variar ao longo do tempo para efeito de novos contratos.

Entre as vantagens dos contratos forward encontra-se a sua flexibilidade, o que per-
mite uma adaptacao personalizada as necessidades do comprador. Os contratos forward
reduzem o risco inerente a alteragoes imprevistas no valor dos bens subjacentes.

Os mercados forward tém, porém, diversas desvantagens, entre as quais uma reduzida
transparéncia (o que acarreta elevados custos de informacao) e uma baixa liquidez. Além
disso, o processo negocial é moroso e o sistema de pregos ineficiente. A sua principal
desvantagem reside no elevado risco de incumprimento. Por este motivo, os contratos
forward sao geralmente oferecidos por investidores que gozam de um elevado padrao de
credibilidade (bancos, grandes corporagoes, firmas de corretagem). Como veremos mais
adiante, uma das principais caracteristicas dos contratos de futuros é a redugao do risco
de incumprimento dos contratos forward.

Arbitragem

A arbitragem é um conceito fundamental para o estabelecimento de precos justos para
derivados financeiros, nao s6 na pratica como, também, através do desenvolvimento de
modelos matematicos. A arbitragem ocorre, por exemplo, quando existe uma discrepéancia
entre precos de mercados diferentes. A pratica de arbitragem consiste em tomar uma
posicao longa no mercado subavaliado e, simultaneamente, uma posi¢ao curta no mercado
sobre- avaliado.

Uma forma simples (mas muito redutora) de ilustrar arbitragem em derivados finan-
ceiros é através de um contrato forward. Suponhamos que o preco actual de uma onga de
ouro é de 200 EUR e que a taxa de juro anual efectiva e isenta de risco é de 4%. Qual
seria um preco forward justo para uma data de exercicio daqui a 12 meses?

Suponhamos, num primeiro cenario, que esse preco forward seria de 220 EUR por
onca. Um investidor atento (neste caso um arbitragista) poderia fazer, imediatamente, o
seguinte:

e Pedir emprestado 200 EUR a 4% ao ano.
e Comprar uma onca de ouro.

e Estabelecer um contrato forward, em posi¢ao curta, para vender o ouro a 220 EUR
daqui a um ano.

O arbitragista faria, desta forma, um lucro de 220 — (200+8) = 12 EUR por onga de ouro.
Um prego forward superior a 208 EUR conduziria sempre a uma estratégia de arbitragem
(com lucro e sem risco).

Num cenério oposto, consideremos que o preco forward era de 200 EUR por onga. A
estratégia de arbitragem passaria a ser, para quem possuisse ouro na sua carteira, descrita
por:
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e Vender o ouro a 200 EUR.
e Investir o dinheiro a 4% ao ano.

e Entrar, em posicao longa, num contrato forward para re-adquirir o ouro a 200 EUR.

Tal investidor faria, assim, um lucro de (200 + 8) — 200 = 8 EUR por onga de ouro.

Se o preco forward fosse superior a 208 EUR, apareceriam muitos investidores a ten-
tarem tirar partido disso, aumentando a oferta de contratos forward em posicao curta
(como vendedores). Desta forma, o preco forward desceria.

Se o preco forward fosse inferior a 208 EUR, entao muitos investidores tentariam
entrar, em posicao longa, em contratos forward, aumentando a procura destes. O preco
forward subiria.

Assim sendo, e como existiriam sempre tentativas de tirar proveito de oportunidades de
arbitragem, o preco forward, com o ouro como activo subjacente, tenderia a estabilizar-se
em 208 EUR a onga. Este exemplo é bastante redutor, a varios niveis. Em primeiro lugar
porque os contratos forward nao se comercializam em mercados organizados, diminuindo
a liquidez e dificultando a circulagao de informacao. O exemplo seria mais realista com
contratos de futuros. Por outro lado, nao foram tidos em conta factores como os custos
de transacgao, a diferenga entre taxas de juro activas (para obten¢ao de empréstimo) e
passivas (depoOsitos a prazo) e a incerteza das mesmas.

Exercicios

1. Um investidor tem a possibilidade de pedir emprestado 10000 EUR e conhecimento
de que o preco forward para venda de ouro a 12 meses é de 500 EUR por onca.
A taxa de juro efectiva anual activa, que tem a sua disposicao, é¢ de 5%. O que
faria este arbitragista se o preco actual da onga de ouro estivesse nos 400 EUR?
Qual seria o preco forward maximo para a venda de ouro a 12 meses que impediria
qualquer possibilidade de arbitragem?

2. Considere um investidor que possui 100 oncas de ouro a valerem, actualmente, 500
EUR cada. A taxa de juro efectiva anual passiva estéa em 10.25%. Em quantas ongas
de ouro poderia o investidor aumentar a sua carteira de ouro se o preco forward do
ouro a 12 meses para compra fosse de 525 EUR?
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Apéndice 2: Introdugao aos Derivados Financeiros (Con-
tratos de Futuros)

Contratos de Futuros

Os contratos de futuros sao, essencialmente, contratos forward, modificados de forma a
reduzir o risco de incumprimento e a potenciar a liquidez. Os futuros sao transaccionados
em mercados organizados, onde existem mecanismos centralizados para regulacao e su-
pervisionamento. As suas caracteristicas contratuais sao padronizadas. Nestes mercados
existe uma camara de compensagao, responsavel pela padronizacao dos contratos e pela
assuncao do risco de incumprimento. Na pratica, os contratos de futuros nao sao exercidos
entre as partes, mas entre estas e a camara de compensagao.

Os contratos de futuro pressupoem, como nos forwards, uma entrega diferida de um
activo na data de vencimento. Porém, estima-se que apenas uma reduzida percentagem
de futuros transaccionados sao liquidados na data de vencimento dos contratos. Nos
contratos forward, o objectivo final do contrato (a entrega do activo subjacente) é satisfeito
na grande maioria dos casos. O que acontece nos futuros é que as partes tém como
alternativa ao cumprimento do contrato a possibilidade de tomar posi¢oes simétricas num
outro contrato de futuros com as mesmas caracteristicas do inicial. Quando isto acontece
diz-se que o contrato é fechado por reversao. Outra alternativa & liquidacao na data
de vencimento consiste em abrir uma nova posicao com a mesma dimensao, mas num
contrato com uma data de exercicio posterior (roll-over).

Os mercados de futuros sao caracterizados por elevados indices de negociabilidade,
transparéncia e fungibilidade. Ao contrério dos forwards, a negociagao é rapida e acarreta
custos reduzidos. Os custos de informagao sao praticamente desprezaveis (os pregos dos
futuros e os volumes de transac¢ao sao anunciados publicamente e publicados na imprensa
especializada).

A diferenca mais importante entre forwards e futuros reside no facto destes tltimos
estarem sujeitos a mecanismos de ajustamento periddico das margens dos investidores.
Todos os investidores sao obrigados a criar uma conta de margem que, geralmente, cor-
responde a menos de 15% do preco do contrato. As margens exigidas pelos compensa-
dores podem ser discricionarias em funcao, por exemplo, da carteira ou da natureza do
investidor.

Este processo de ajustamento peridédico é conhecido nos mercados de futuros por
marcagao-ao-mercado (marking-to-market) e esta na base da redugao do risco de incum-
primento dos contratos de futuros. Através deste mecanismo, os ganhos e perdas de um
futuro sao pagos diariamente durante a duracao do contrato. Suponhamos que um inves-
tidor tomou uma posicao longa num contrato de futuros e que esta posi¢ao é mantida até
a data de vencimento. Neste caso, os ganhos ou perdas totais sao dados por

T
Fy—Fo+)Y (F/—F,) = Fj—F,

i=1
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em que T desina o numero de dias do contrato, Fy foi o preco do futuro a ser pago
pelo investidor!?, e F! representa o prego de referéncia do contrato no dia i. O prego
de referéncia (settlement price) é calculado diariamente pela camara de compensagao e
procura reflectir o preco médio desse futuro no final de cada sessao diaria.

A marcagao-ao-mercado permite actualizar diariamente o saldo da conta do comprador
e impor mecanismos de ajuste das contas de margem no caso das perdas atingirem uma
fatia significativa das margens. Em caso limite, a camara de compensagao pode fechar a
posicdo do investidor limitando as perdas as ja existentes. E desta forma que o risco de
incumprimento ¢ significativamente reduzido.

Na data de vencimento do contrato, o preco do futuro Fr deve coincidir com o prego
do activo subjacente St, pois, caso contrario, existiriam oportunidades de arbitragem ins-
tantaneas. E a propria entidade reguladora do mercado que estipula o preco Fr de forma
a evitar arbitragem, fazendo-o coincidir com o prego de referéncia F. por si calculado (em
fungao do pre¢o médio do activo subjacente). Assim sendo, os ganhos e perdas de um
contrato futuro em posicao longa reduzem-se a

ST_FOa

coincidindo com os de uma idéntica posi¢ao num contrato forward com as mesmas carac-
teristicas. A situagao relativa & posicao curta é deixada para exercicio.

Banda de Nao—Arbitragem

Consideremos, novamente, um contrato de futuros transaccionado ao preco Fj no ins-
tante 0 e com maturidade 7. Seja Sy o valor do activo subjacente no instante inicial e r
uma taxa de juro isenta de risco com capitalizagdo continua durante o periodo [0, 7] (ver
exercicio). A condigao de nao—arbitragem pode escrever-se na forma

F() = GTTSO.

Na pratica, a condicao de nao arbitragem nao se exprime através de uma igualdade
mas recorrendo a uma ou mais desigualdades. Por exemplo, na presenca de custos de
transac¢ao, a banda de nao—arbitragem seria dada por

TSy —CT < Fy < ¢18,+ CT,

em que CT designa os custos de transacgao da operagao de arbitragem. Estes custos
incluem, certamente, os envolvidos na transaccao do derivado e do activo subjacente,
mas podem também reflectir variagoes adversas provocadas pela propria operacao de
arbitragem.

Se levarmos em consideracao taxas de juro activas e passivas, a banda de nao—arbitra-

gem passaria a ser
'Sy —CT < Fy < €TSSy + CT,

120 preco do futuro F, corresponde, na notacao desta aula, ao preco forward E do apéndice anterior.
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com 1, a taxa activa e r, < r, a taxa passiva. Como quase sempre, as féormulas aqui
apresentadas sao simplificagoes da realidade. Neste caso concreto, ignoramos o facto do
activo subjacente poder pagar dividendos.

Intervenientes nos Mercados de Derivados

Ha essencialmente trés estratégias de transacgao pré-definidas a actuar nos mercados
organizados de derivados:

Nas operagoes de cobertura (hedging) utilizam-se derivados para reduzir o risco de
potenciais movimentos de uma determinada varidvel do mercado a vista. Comprando ou
vendendo derivados compensa-se as altera¢oes nos pregos dos activos subjacentes. Quem
entra em posi¢ao curta num futuro, por exemplo, protege-se contra a descida do prego do
activo subjacente. Os contratos forward, reduzem o risco, fixando o preco que o hedger
pagara ou receberéd pelo bem subjacente.

Os especuladores tiram partido dos derivados (forwards, futuros, opgoes, etc.) para
apostar no comportamento de uma determinada variavel do mercado ao longo de deter-
minada direcgao.

A especulagao com recurso a derivados permite, ao agente especulativo, sem inves-
timento inicial (ou com um investimento inicial moderado, no caso dos futuros e das
opgoes), tomar uma atitude sobre o mercado, esperando tirar um lucro elevado se as suas
projecgoes se verificarem.

No caso das opcoes, as perdas potenciais da especulagao estao limitadas ao seu preco
nas posicoes longas. Mas, no caso dos forwards e dos futuros, as perdas e ganhos potenciais
podem ser relativamente grandes.

As operacoes de arbitragem permitem tirar vantagem da discrepancia que possa existir
entre pregos de mercados diferentes, especialmente entre o mercado de derivados e o
mercado a vista. O arbitragista toma, simultaneamente, uma posi¢ao longa no mercado
subavaliado e uma posi¢ao curta no mercado sobreavaliado. O lucro de um negdbcio de
arbitragem apresenta um risco relativamente reduzido. E a actuacio destes agentes que
torna a presenca de arbitragem pouco provavel.

Quanto a localizagao e fungao, os agentes ou operadores classificam-se em investidores
fora de bolsa (clientes) e operadores directos. Entre os operadores directos distinguem-se
os negociadores por conta doutrem (corretores ou brokers), os negociadores por contra
propria (locals) e os membros da camara de compensagao (compensadores). Os negoci-
adores agem a mando dos clientes. Uma vez fechados os contratos, os compensadores
gerem as posicoes em aberto junto da camara de compensacao.
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Alguns Registos sobre os Derivados

Sao muitos os registos de negociacao para entrega diferida ao longo da histéria da hu-
manidade, quase sempre relacionados com bens agricolas ou minerais. No entanto, foi
apenas a partir dos meados do Séc. XIX (mais precisamente em 1848), em Chicago,
nos EUA, que foi fundado o primeiro mercado organizado de futuros, o Chicago Board
of Trade (CBOT, www.cbot.com) e, mais tarde, o Chicago Mercantile Exchange (CME,
www . cme . com), estabelecido em 1919.

Mais tarde, aparecem o Chicago Board of Options Exchange (CBOE, www. cboe. com),
fundado em 1973, e o London International Financial Futures and Options Exchange
(LIFFE, www.liffe.com e www.euronext.com), ambos para opgoes.

Portugal teve um mercado de derivados, localizado no Porto, que foi inaugurado em
Junho de 1996 e que foi alvo da fusdo na Bolsa de Valores de Lisboa e Porto (BVLP)
em Dezembro de 1999. Inicialmente transaccionavam-se apenas futuros. O primeiro
contrato de opgoes teve lugar em Marco de 1999. Mas ainda agora a liquidez do mer-
cado de derivados em Portugal (e sobretudo de opgoes) é muito escassa comparada
com a dos grandes mercados de derivados internacionais. A BVLP foi integrada na
Euronext em Dezembro de 2001. Outras informacoes histoéricas estao disponiveis em
http://www.euronext.pt/bvlp/historia. jsp.

Exercicios

1. Descreva a formula dos ganhos e perdas totais para a posi¢ao curta num contrato
de futuros. Na auséncia de arbitragem, diga qual seria o ganho ou perda final desta
posicao.

2. Existem varios processos de deduzir a expressao e"7'Sy. Um dos processos é através
de uma equagao diferencial (veremos isso mais adiante). Outro é através das taxas
de juro nominais anuais com capitalizacao continua.

Seja r,, a taxa anual nominal com capitalizagdo m por ano:
rm = m X (taxa de juro para o periodo de capitalizacio).

Note que r; coincide com a taxa de juro anual efectiva. Quando m = 2, o periodo
de capitalizacao é semestral.

(a) Prove que a taxa de juro anual efectiva é dada por:

(1+T—m) _1
m

Qual é a maior? A efectiva ou a nominal?

(b) Considere agora um investimento de Sy por um periodo composto de T" anos a
taxa nominal anual de r,,. Mostre que o investimento final é dado por

(5] s,
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(c¢) Faga m tender para +oo e conclua que r pode ser vista como a taxa de juro

nominal anual com capitalizacao continua lim r,,.
m—+00
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Apéndice 3: Introdugao aos Derivados Financeiros (Con-
tratos de Opcoes)

As opgoes sao derivados geralmente transaccionados em mercados organizados com carac-
teristicas semelhantes as dos mercados de futuros e que se distinguem dos forwards e dos
futuros por possibilitarem uma escolha (uma opc¢do). E, alids, este elemento de escolha
que faz com que a modelagao do preco das opgoes seja consideravelmente mais complexa
do que a dos outros derivados mais basicos.

H& dois tipos de opgbes: opgoes de compra (opgdes call, ou simplesmente calls) e
opgoes de venda (opgoes put, ou puts). Existem, também, diversos estilos de opg¢oes,
sendo os mais conhecidos os estilos europeu e americano.

Uma opc¢ao call europeia é um contrato que da ao detentor ou comprador o direito
(mas nao o dever) de comprar uma quantidade especifica de um activo subjacente, por
um determinado preco, no final de um determinado periodo de tempo.

O detentor do contrato pode exercer, ou nao, o seu direito. A contraparte no contrato,
o vendedor ou subscritor (writter), tem a obrigagao de vender o activo se o detentor assim
o desejar.

O valor ou pre¢o mencionado no contrato da opgao é o chamado prego de exercicio
(strike price). A data especificada numa opgao para o exercicio do direito de compra é
conhecida por data de exercicio (de vencimento ou de expiragao), ou, simplesmente, por
maturidade (maturity).

O preco a pagar pela opcao, ou seja, aquilo que o comprador paga ao vendedor quando
o contrato é celebrado, é conhecido por prémio da opcao.

Nas opgoes put europeias, o detentor do contrato tem o direito (mas néo o dever) de
vender o activo subjacente, por um determinado prego, no final de um determinado pe-
riodo de tempo. Como no caso de uma opgao call, o detentor do contrato pode exercer, ou
nao, o seu direito. A contraparte no contrato, o vendedor ou subscritor, tem a obrigacao,
no caso de uma opcao put, de comprar o activo se o detentor assim o exigir.

As opgoes americanas distinguem-se das europeias pelo facto de poderem ser exercidas
em qualquer momento até a sua maturidade. A designacao europeia vs americana nao esta
relacionada, ao contrario do que poderia parecer, com a localizacao da sua comercializacao.

Quem compra ou detém uma opg¢ao assume uma posi¢ao longa. Quem vende ou
subscreve uma opc¢ao toma uma posi¢ao curta.

Os ganhos e perdas em contratos de opgoes variam consoante se trate de call ou put,
ou conforme a posicao tomada seja curta ou longa. Como no caso dos contratos forward,
sejam St o valor do activo subjacente na maturidade 7" e E o preco de exercicio. Os
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ganhos sao dados por:

max {Sr — E,0} (call longa),
—max {Sr — E,0} = min{E — S7,0} (call curta),
max {E — Sr,0} (
—max{E — Sr,0} =min {Sr — E,0} (

put longa),
put curta).

Um ganho negativo é uma perda. Os perfis de ganhos e perdas destas quatro situagoes
sao retratados na figura seguinte.

posigao curta, call

ST ST

posicao longa, call

posigao curta, put

posicao longa, put

O elemento de entrega diferida, a um determinado pre¢o, num momento futuro, é
uma caracteristica comum entre os contratos de futuros e os contratos de opg¢oes. Porém,
no caso das opcgoes, os termos do contrato sao assimétricos, uma vez que uma parte
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fica sujeita & vontade da outra. O comprador (posigao longa) vé sempre as suas perdas
limitadas ao que efectivamente pagou pelo contrato. No entanto, as perdas potenciais do
vendedor dependem da variagao do activo subjacente durante o periodo do contrato e do
exercicio do direito do comprador.

Sao varias as questoes que se colocam perante o conceito de uma opgao. Por exemplo,
qual é o preco justo a atribuir a uma opc¢ao? Em que situagoes é que ocorre arbitra-
gem? A atribuicao de precgos a derivados, e muito particularmente a opg¢oes, é uma das
componentes mais relevantes da Matematica Financeira.

Uma outra questao relaciona-se com a forma como o subscritor de uma opgao reduz o
risco associado ao seu dever. Vamos ver alguns exemplos relacionados com opgoes.

Exemplo (opgao call). Um investidor compra 10 opg¢oes call de um banco com as
seguintes caracteristicas:

e uma maturidade de quatro meses;

e um preco de exercicio de 1400 EUR;

e um prémio de 200 EUR por cada opcao call.

Cada opgao costuma corresponder a 100 acgoes. O valor de cada acgao do banco, no
momento da compra das opgoes call, ¢ de 12 EUR. O investimento amonta a 2000 EUR.
Se o valor de cada acgao for inferior (ou igual) a 14 EUR na maturidade, o investidor opta
por nao exercer o seu direito de compra. Nesse caso, perde os 2000 EUR. Se este valor for
superior a 14 EUR, o investidor exerce o direito de compra. Suponhamos que cada acgao
vale 17 EUR na data de exercicio. Num tal cenério, o lucro seria de

17 x (10 x 100) — 1400 x 10 — 200 x 10 = 1000 EUR.

Mesmo que o valor fosse de 15 EUR, o investidor deveria exercer o seu direito de compra,
apesar de ter um prejuizo de

15 x (10 x 100) — 1400 x 10 — 200 x 10 = —1000 EUR.

O lucro desta opgao call (que corresponde a prejuizo quando negativo) é representado
graficamente de seguida, em posicoes longa e curta. Estes graficos incorporam o prémio
pago pelo contrato e, por este motivo, sao diferentes dos perfis de ganhos e perdas.



Apéndice 3 — Matematica Financeira 152

posicao curta, call

E AN
'/ St FE St

posicao longa, call

Um investidor que compre opoes call espera que o valor do activo subjacente cresga o
mais possivel até a maturidade do contrato.

Exemplo (opgao put). Um investidor que compre opgoes put espera que o valor
do activo subjacente desga o mais possivel até & data de exercicio. Suponhamos que um
investidor compra 5 opg¢oes put de uma companhia, cuja cotagao actual é de 20 EUR, com
as seguintes caracteristicas:

e uma maturidade de trés meses;
e um preco de exercicio de 2500 EUR;
e um prémio de 700 EUR por cada opc¢ao put.

O investimento inicial é de 3500 EUR. Se o valor das acgoes da companhia for superior
(ou igual) a 25 EUR daqui a trés meses, o investidor nao exerce o seu direito de venda. Se
o valor for inferior a 25 EUR, este direito de venda é exercido. Consideremos um cenario
em que cada accao vale 15 EUR na data de vencimento das opgoes put. Nesse caso, o
lucro seria de:

2500 x 5 — 15 x (5 x 100) — 700 x 5 = 1500 EUR.

Mesmo que o valor fosse 20 EUR, o investidor deveria exercer o seu direito de venda,
apesar de ter um prejuizo de

2500 x 5 — 20 x (b x 100) — 700 x 5 = —1000 EUR.

O lucro (ou prejuizo) é descrito graficamente na figura seguinte, para as posi¢oes longa e
curta associadas a esta opcao put.
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posicao curta, put

E St /
N\ E St

posicao longa, put

Para terminar, vamos ainda apresentar alguma terminologia em torno dos contratos
de opcoes. Chama-se valor intrinseco de uma opcao call — independentemente do estilo,
europeu ou americano —, ao valor

VI = max{S; — E,0},

em que S; designa o valor corrente do activo subjacente. O valor intrinseco de uma opg¢ao
put é dado por
VI = max{E — S;,0},

O valor intrinseco de uma opc¢ao, num dado instante, ¢ o resultado do seu exercicio
imediato. O valor de uma opgao (VO) resulta da soma do seu valor intrinseco (V1)
com o seu valor temporal (VT), que quase sempre ¢ nao negativo. O valor temporal
de uma opgao na data de exercicio é nulo (caso contrario existiria uma oportunidade de
arbitragem imediata). Nesse caso, o valor da opcao coincide com o seu valor intrinseco.
E o valor da opcdo (na pratica, o seu valor temporal, uma vez que o intrinseco é sempre
conhecido), ou seja o seu prego, que serd objecto de modelagdo matemética. Os mercados
de opgoes dao indicagoes sobre os precos das opgoes ao indicarem os valores das tltimas
transaccoes.

Diz-se que uma opcao esta out-of-the-money ou at-the-money quando o seu valor in-
trinseco é nulo ou pequeno. No caso out-of-the-money, tem-se S; < E para callse S; > F
para puts. O caso at-the-money corresponde a S; ~ E. A opcao esté in-the-money quando
o seu valor intrinseco é relativamente elevado, o que acontece nas calls quando S; > FE e
nas puts quando S; < E. E mais natural que as opcoes se encontrem out-of-the-money
quando a data de exercicio esta ainda distante, sendo o valor temporal, neste caso, mais
elevado.
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Exercicios

1. Um investidor compra 1000 acgoes de uma empresa e pretende proteger-se contra
uma descida forte do valor das acgdes nos proximos trés meses, adquirindo opgoes
put europeias. Cada accao vale actualmente 60 EUR. As opgoes custam 500 EUR
por unidade (e cada uma da o direito de venda de 100 acgbes). O preco de exercicio
das opc¢oes é de 5000 EUR por op¢ao e a sua maturidade é de trés meses.

Para trés cenarios possiveis, correspondentes aos valores de 10, 20 e 30 EUR para o
valor das acgoes na data de exercicio das opg¢oes, compare o valor final da carteira
ou portefolio do investidor se: (i) nao tivesse comprado opgoes e tivesse vendido as
acgoes na maturidade destas; (ii) tivesse feito uma operacao de cobertura (hedging)
comprando 10 opgoes put e exercendo o seu direito na data de exercicio.

2. Um especulador decide comprar 10 opgoes call europeias na expectativa de ver a
accao subjacente subir. Suponhamos que cada accao esté cotada, actualmente, a 30
EUR. O prémio de cada opgao é de 400 EUR (dando cada uma o direito de compra
de 100 acgoes). A maturidade é de dois meses e o preco de exercicio de 3500 EUR
por opgao.

Calcule os ganhos ou perdas desta estratégia de especulagao em cinco cenarios pos-
siveis, nos quais a acgao subjacente atinge, findos os dois meses, os valores de 10, 20,
30, 40 e 50 EUR (e entrando em linha de conta com o prémio pago pelas opgoes).
Compare estes ganhos ou perdas com os que ocorreriam se o especulador tivesse
comprado logo de inicio, em vez das opcoes, 1000 acgoes.

(Verificara que, para subidas acentuadas das acgoes, os ganhos na compra das opgoes
seriam inferiores aos na compra das acgoes. Porém, o investimento inicial em opgoes
é muito inferior, o que comporta uma vantagem acrescida, e, para além disso, as
perdas sao mais ligeiras no caso de uma descida acentuada do valor das acgoes.)

3. Considere a seguinte tabela relativa a opcoes sobre acc¢oes da firma AppleC, publi-
cada no Wall Street Journal em 13 de Maio de 2005. Nesse dia, o valor das acgoes
da AppleC era de 34.77 USD.

Call Put
OPTION STRIKE EXP VOL LAST VOL LAST
AppleC 325 May 235 2 1,361 0.15
AppleC 35 May 7,562 .55 1,617 0.75
AppleC 35 Jun 504 1.60 1,551 1.80
AppleC 35 Jul 528  2.55 484  2.70
AppleC  37.50 May 542 10 1,018 2.90
AppleC 40 Jun 725 .30 22 5.50
AppleC 40 Jul 4,046 .95 36 6.20

AppleC  42.50 Jul 3,745 .50 207 8.20
AppleC 45 Oct 3,645 1.25
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Suponhamos que em 13 de Maio de 2005 um investidor compra duas opgoes call
da AppleC, com pregos de exercicio de 32.50 e 37.50 e vencimento em Maio e uma
opg¢ao put com preco de exercicio de 35 e vencimento em Junho. Qual é o valor
intrinseco das calls nesse dia? Qual é o valor intrinseco e temporal da put em 13 de
Maio?
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