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1 ESPACOS METRICOS

Espago METRICO
Um par (X, d) diz-se um espagco métrico se X for um conjunto e d : X x X — R™ for uma aplicacao

que verifica as seguintes condigoes, quaisquer que sejam x,y, z € X:
(1) d(x,y) =0 se e s6sex=uy;
(2) d(z,y) = d(y,z);

(3) d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).

[A fungdo d chama-se métrica e aos elementos de X pontos do espago métrico; a condigdo (3)

designa-se por desigualdade triangular.]

Note que, ao verificar (3), basta-nos considerar trés pontos distintos z,y,z € X, uma vez que, se

dois deles coincidirem, o resultado é trivial ou segue imediatamente de (1).

BorLa ABERTA E BoLAa FECHADA

Dados um (X, d) um espago métrico, a € X e r > 0, os conjuntos
By(a) :={r € X;d(z,a) <r} e Ba]:={x€ X;d(zr,a) <r}

designam-se, respectivamente, por bola aberta e bola fechada de centro a e raio r.

EXEMPLOS.

0 =
(1) Se X é um conjunto, d : X x X — R, definida por d(z,y) = ser =y -
1 caso contrario,

é uma métrica. [métrica discretal

(2) Em R™ (n € N) podemos definir diversas métricas:

(2) di(a,b) = la; — bil,
=1

(b) da(a,b) = [métrica euclidiana]

(¢) deo(a,b) = max{la; — b;|;i=1,--- ,n},
onde a = (ai)i:17...7n, b= (bi)izl’...’n e R".
(3) Se (X,d) e (Y,d) sao espagos métricos, podemos definir em X x Y as métricas

(a) di((z1,91), (22, y2)) = d(21,72) + d'(y1, y2),
(b) da2((x1,91), (z2,92)) = (d($1,$2)2 + d,(yl,y2)2)%>

(¢) deo((w1,91), (22, y2)) = max{d(z1,z2),d (y1,92)},

=3

onde (z1,y1), (v2,%2) € X x Y.
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(4) Se A é um subconjunto de X e d é uma métrica em X, a restricdo d4 de d a A x A é uma

métrica em A.
[Diz-se entdo que (A, d4) é um subespago métrico de (X, d).]

(5) Sejam a,b € R. No conjunto das fungoes limitadas de [a, b] em R podemos considerar a métrica

p definida por
p(f,9) == sup {|f(z) — g(z)[; = € [a, b]},
onde f, g : [a,b] — R sao fungoes limitadas.

[Esta métrica chama-se habitualmente métrica do supremo, e o espago métrico designa-se por
L([a, 0], R).]

(6) Como toda a fungao continua de [a,b] em R é limitada, podemos considerar ainda o subes-
pago métrico de L([a,b],R) das fungbes continuas de [a,b] em R, que se costuma denotar por

C([a,b],R), ou simplesmente por Cla, b].

(7) No conjunto das fungdes continuas de [a,b] em R podemos ainda considerar a métrica

b
o(f.g) == / (@) — g(2)| do.

[métrica do integral]

CONJUNTO LIMITADO/FUNGAO LIMITADA

Um subconjunto A de um espago métrico (Y, d) diz-se limitado se existirem a € Y e r > 0 tais que
d(y,a) < r qualquer que seja y € A. Uma fungdo f : X — (Y,d) diz-se limitada se f(X) for um
subconjunto limitado de (Y, d).

EXEMPLO.

(8) Se X é um conjunto e (Y, d) um espago métrico, podemos considerar o espago métrico L(X, (Y, d))

das fungoes limitadas de X em (Y, d) munido da métrica do supremo

p(f,g) == sup {d(f(z),g(r)); € X}.

FUNCAO CONTINUA
Sejam (X,d) e (Y,d') espagos métricos e f : X — Y uma fungao. Diz-se que f : (X,d) — (Y,d') é

uma, funcido continua em a € X se
(Ve>0) (36 >0) : (VzeX) d(z,a) < = d(f(x), f(a)) <e.

f:(X,d) = (Y,d') diz-se uma fun¢3o continua se for continua em todo o ponto = de X.

Na defini¢ao de funcao continua em a € X as bolas abertas sao essenciais. De facto:
[Uma fungdo f: (X,d) — (Y,d’) é continua em a € X se e sé se

(Ve >0) (36>0) : f(Bs(a)) € B:(f(a))]
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As bolas abertas tém uma propriedade interessante:

Se = € B,(a) entdo existe s > 0 tal que Bs(z) C B,(a).

ABERTO
Se (X, d) é um espago métrico e A C X, A diz-se um subconjunto aberto de (X, d) se

(Vxe A) (3s>0) : Bs(x) C A.

Ja sabemos que toda a bola aberta é um aberto. H4 no entanto abertos que nao sao bolas abertas.
Por exemplo, |0, +oo[ é um subconjunto aberto de R (com a métrica euclidiana) embora nao seja
uma bola aberta.

E f4cil verificar que os abertos de um espago métrico (X, d) tém as seguintes propriedades:
(1) @ e X s@o subconjuntos abertos de (X, d);
(2) se A e B sao subconjuntos abertos de (X, d), entao também AN B o é;

(3) se I é um conjunto e (A;);c; é uma familia de subconjuntos abertos de (X, d), entao U A é
i€l
ainda um aberto de (X, d).
Note-se que, uma vez que a intersecgao de dois abertos é um aberto (Propriedade 2), também qual-
quer interseccao finita de abertos é um aberto. Nao podemos no entanto generalizar esta propriedade
ao caso de uma familia qualquer de abertos: ha familias (infinitas) de abertos cuja intersec¢ao nao

11
¢é aberta. Por exemplo, m }—, - [ = {0} nao é um aberto em R.
neN non

Proposicao. Um subconjunto de um espaco métrico é aberto se e so se é reuniao de bolas abertas.

Demonstracdo. Como cada bola aberta é um aberto e estes sao estdveis para a reuniao, conclui-se
imediatamente que a reuniao de bolas abertas é aberta.
Reciprocamente, se A C X é aberto, entao, para cada a € A, existe d, > 0 tal que By, (a) C A.

Logo A C U Bs,(a) C A, e obtemos a igualdade pretendida. n
acA

O estudo dos subconjuntos abertos de um espago métrico é justificado pelo seguinte resultado.

Proposigao. Sejam (X,d) e (Y,d') espacos métricos e f: X — Y uma fungdo.

(1) f:(X,d) = (Y,d') é continua em a € X se e sd se, para cada subconjunto aberto V de (Y,d")
ao qual f(a) pertenca, existir um aberto U de (X, d) tal quea € U e f(U) C V.

(2) A funcao f : (X,d) — (Y,d') € continua se e sé se todo o subconjunto aberto de (Y,d') tiver

como imagem inversa por [ um subconjunto aberto de (X, d).

Demonstragao. (1) (=) Seja V um aberto de Y ao qual f(a) pertence. Por defini¢ao de aberto,
existe € > 0 tal que B:(f(a)) C V. Da continuidade de f em a conclui-se entao que existe § > 0
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tal que f(Bs(a)) C B:(f(a)). Logo, considerando U = Bs(a), obtemos f(U) C B:(f(a)) €V, como
pretendido.

(<) Sejae > 0. A bola aberta B.(f(a)) é em particular um aberto ao qual f(a) pertence. Logo,
por hipdtese, existe um aberto U de X tal que a € U e f(U) C B.(f(a)). Por definicao de aberto
existe 6 > 0 tal que Bs(a) C U. Finalmente temos f(Bs(a)) C f(U) C B.(f(a)).

(2) (=) Sejam V um subconjunto aberto de Y e a € f~1(V). Como V é aberto e f(a) € V, existe
e > 0 tal que B.(f(a)) C V. Logo existe § > 0 tal que Bs(a) C f~1(V) e podemos entdo concluir
que f~1(V) é um aberto de X.

(<) Sejam a € X e e > 0. Como B.(f(a)) é um aberto de Y, da hipdtese segue que
f~YB:(f(a))) é um aberto de X. Como a € f~(B.(f(a))), pela definicdo de aberto existe § > 0
tal que Bs(a) € f~1(B:(f(a))), o que é equivalente a f(Bs(a)) C B:(f(a)). Logo, f é continua em

a. ]

2 ESPACOS TOPOLOGICOS

TOPOLOGIA

Dado um conjunto X, um subconjunto 7 de partes de X diz-se uma topologia em X se
1) 0eTeXeT,;
(2) se A,B€T entao ANB€T;

(3) se (Ai)ics for uma familia de elementos de 7', entao (J;c; Ai € T.

[Ao par (X, T) chama-se espago topoldgico. Os elementos de T dizem-se os abertos do espago
topolégico (X, T).]

FUNCAO CONTINUA
Se (X,T) e (Y,T') sao espagos topoldgicos e f : X — Y é uma funcdo, f: (X, T) — (Y, T')

(1) diz-se continuaemac X se: (YW eT') fla)eV = (UET) : acUe fU)CV;

(2) diz-se continua se: (VV € T") f~Y(V)eT.

Proposi¢ao. Se (X, T), (Y,T') e (Z,T") sio espagos topoldgicos e f : (X, T) — (Y,T') e
g: (Y,T') — (Z,T") sao fungoes continuas, entdo a sua composicio go f : (X, T) — (Z,T") €

ainda uma funcao continua.
EXEMPLOS.

(1) Se (X,d) é um espago métrico e T é o conjunto dos abertos definidos pela métrica d, entao
(X, T) é um espago topolégico. Por exemplo, a métrica euclidiana em R" define uma topologia

em R", a que se chama topologia euclidiana.
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(2) Em qualquer conjunto X podemos definir:
(a) a topologia discreta 7 := P(X), em que todo o subconjunto de X é aberto (induzida pela
métrica discreta);
(b) a topologia indiscreta (ou topologia grosseira) T := {0, X }.

(3) Se X é um conjunto qualquer, 7 = {A C X|A = ) ou X \ A é um conjunto finito} é uma

topologia em X, a que se d4 o nome de topologia cofinita.

(4) Seja (X,7T) um espago topolégico. Dado um subconjunto Y de X, Ty :={UNY ;U T} é
uma topologia em Y. A esta topologia chama-se topologia relativa — ou topologia de subespaco

—em Y induzida por T.

ESPACO TOPOLOGICO METRIZAVEL
Um espaco topoldgico cuja topologia seja exactamente o conjunto dos abertos definidos por uma

métrica diz-se um espago topoldgico metrizavel.

[ Note-se que duas métricas diferentes num conjunto X podem definir a mesma topologia:
dizem-se entdo métricas topologicamente equivalentes. |

Proposigao. Se d e d' sao métricas num conjunto X, d e d' sao topologicamente equivalentes se
(X7 d) — (X7 d,) € (X7 d,) — (X7 d)
— r — x

e so se as fungoes sao continuas.

Lema. Se (X,7T) € um espago topoldgico e Ty € a topologia de subespago em Y C X, entdo a
y — Yy

fungao inclusao é continua.

Proposigao. Sejam (X, T) e (Y, T') espagos topoldgicos e f : X — Y wuma fungao.
(1) Se T € a topologia discreta, f: (X, T)— (Y,T') € continua.

(2) Se T’ € a topologia indiscreta, f : (X, T) — (Y, T") é continua.

TOPOLOGIAS COMPARAVEIS

No conjunto das topologias de um conjunto X podemos definir uma relagao de ordem do seguinte
modo: se T e T’ séo topologias em X, T < 7' se T C T'. Nesse caso diz-se que T é uma topologia
menos fina do que 7’ e que 7’ é uma topologia mais fina do que 7.

OBSERVACOES.

(1) Se T e T’ sao topologias em X, dizer que 7 é mais fina do que 7’ é equivalente a dizer que a
funcao identidade (X,7) — (X, 7T’) é continua.

(2) A topologia discreta é mais fina do que qualquer outra topologia que se possa definir no

conjunto X, enquanto que a topologia indiscreta é menos fina do que qualquer outra.
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HOMEOMORFISMO/ESPACOS HOMEOMORFOS
Sejam (X,7) e (Y, T’) espagos topoldgicos.

(1) Uma fungao f : (X,7) — (Y,T’) diz-se um homeomorfismo se for uma func¢ao continua,

bijectiva, com fungao inversa g : (Y,7’) — (X, T) continua.

(2) Se existir um homeomorfismo f : (X, 7T) — (Y, T’) diz-se que os espagos topoldgicos (X, T) e
(Y, T") sao homeomorfos.
ExEMPLOS. Como subespagos de R, sao homeomorfos: [0, 1] e [a,b] (com a,b € R e a < b); ]0,1] e
[1,+00[; R e ]0,+ool.

3 Bases e sub-bases

BASE
Um subconjunto B de uma topologia 7 num conjunto X diz-se uma base da topologia T se todo o

elemento de T for uma reunidao de elementos de B; isto é

T = {U B; | (B;i)ier é uma familia de elementos de B}.
il

Lema. Se (X,T) € um espago topoldgico, entao B C T é uma base de T se e s se, para todo o
aberto A, se verificar (Vx € A) (3BeB) : € BC A.
EXEMPLOS.

(1) Se (X,d) é um espago métrico e T é a topologia definida pela métrica d, entdo o conjunto
B={B,(x)|r >0, z € X} é uma base para a topologia T .
[Em particular, os intervalos abertos limitados formam uma base para a topologia euclidiana em

R.]

(2) Um conjunto B de partes de X é uma base para a topologia discreta em X se e sé se, para
todo o ponto z de X, {z} € B.

Proposicao. Dados um conjunto X e um subconjunto S de P(X), o conjunto T constituido pelas

reunides quaisquer de intersecgoes finitas de elementos de S € uma topologia em X.

SUB-BASE
Se S e T estao nas condicoes da proposicao anterior, diz-se que S é uma sub-base de 7, e que 7 é a

topologia gerada por S.

[A topologia gerada por S é portanto a topologia menos fina que contém S|
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EXEMPLOS.

(1) Toda a base de uma topologia é em particular uma sub-base.
(2) {]Ja,a+ 1[|a € R} é uma sub-base da topologia euclidiana em R [mas ndo é uma base].
(3) A topologia euclidiana em R é gerada por S = {]a, +o0[; a € R} U{] — o0, b[; b € R}.

(4) Qualquer que seja X, {X \ {z} |2 € X} é uma sub-base da topologia cofinita em X.

Proposicao. Se (X,T) e (Y,T") sao espagos topoldgicos e S € uma sub-base de T', entao uma
fungao f: (X, T)— (Y, T') €
S for um aberto em (X, T).

continua se e so se toda a imagem inversa, por f, de um elemento de

Proposigao. Sejam X um conjunto e S C P(X). As sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(i) S é uma base para uma topologia em X.

(i) (Bl) X = |} B;

BeS
(B2) (VBl, By € 3) (VCE € BN Bg) (333 € S) ¢ € B3 C BN Bs.
Proposigao. Sejam (X, T) um espago topoldgico e Ty a topologia relativa em'Y C X.
(1) Se B € base da topologia T, entio By :={BNY ; B € B} é uma base da topologia Ty .

(2) Se S € sub-base de T, entio Sy :={SNY ;S €S} éuma sub-base da topologia Ty .

4 Vizinhancas

VIZINHANCA
Sejam (X, 7T) um espago topolégico e a um ponto de X. Diz-se que um subconjunto V' de X é uma

vizinhanca de a se existir um aberto A tal que a € A C V.

Designaremos o conjunto das vizinhangas de z em (X, 7T) por V,.

EXEMPLOS. Seja (X, 7T) um espago topoldgico.
(1) Qualquer que seja x € X, X € V,.
(2) Se A é aberto e x € A, entdao A € V,.

(3) Se T é a topologia discreta, entao, quaisquer que sejam Y C X ez €Y, Y € V.

Proposicao. Um conjunto A C X ¢é aberto se e so se € vizinhanga de todos 0s seus pontos.

Proposicao. Se (X,T) € um espago topoldgico e x € X, entao:
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(1) Vo D eV eV, = zeV;
() VeV, eWDV = W eV,

(3) VV\W eV, = VW eV,;

Proposigao. Seja f: (X, T)— (Y, T') uma fungao.

(1) f € continua em a € X se e s6 se a imagem inversa por f de qualquer vizinhanga de f(a) €

uma vizinhanca de a.

(2) f € continua se e sd se, para todo o x € X, a imagem inversa por f de qualquer vizinhanga

de f(x) € uma vizinhanga de x.

SISTEMA FUNDAMENTAL DE VIZINHANCAS

Sejam (X,7T) um espaco topoldgico e x € X. Um subconjunto U, de V, diz-se uma base de
vizinhancas de = ou sistema fundamental de vizinhangas de x se, para cada V € V,, existir U € U, tal
que U C V.

EXEMPLOS.

(1) Se T for uma topologia em X definida por uma métrica d, entao o conjunto das bolas abertas

centradas em =z € X é um sistema fundamental de vizinhangas de .

(2) Se T for a topologia discreta em X, entdao o conjunto singular U, = {{x}} é um sistema

fundamental de vizinhancas de x € X.

Proposicao. Sejam (X,T) um espago topoldgico e Ty a topologia relativa em'Y C X.

(1) Sex €Y eV, € o conjunto das vizinhangas de x no espago topoldgico (X,T), entio V., =
{VNY; VeV,} éo conjunto das vizinhangas de x em (Y, Ty).

(2) Sex €Y el, é um sistema fundamental de vizinhancas de x no espago topoldgico (X, T),
entao U, :=={UNY ; U € Uy} é um sistema fundamental de vizinhangas de x em (Y, Ty).

5 Subconjuntos fechados de um espago topolégico

FECHADO

Um subconjunto A de um espago (X, 7) chama-se fechado se o seu complementar for aberto.

Proposigcao. Um subconjunto F de P(X) € o conjunto dos subconjuntos fechados de um espago

topoldgico (X, T) se e s6 se verifica as sequintes condigies:

(1) DeF e X € F;
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(2) se U,V € F entao UUV € F;
(8) se (Uj)ier for uma familia de elementos de F, entao ﬂ U, e F.

i€l

Proposigao. Uma funcao f : (X, T) — (Y,T') é continua se e sé se, qualquer que seja o
subconjunto fechado F de (Y, T'), f~1(F) € fechado em (X, T).

Lema. Se F € o conjunto dos subconjuntos fechados de (X,T) eY é um subconjunto de X, entao
Fy ={FNY|F € F} é o conjunto dos fechados do subespaco (Y, Ty).

FUNCAO ABERTA/FUNCAO FECHADA
Uma fungdo f: (X, 7T) — (Y, T’) diz-se aberta (resp. fechada) se, sempre que A for um subconjunto
aberto (fechado) de X, f(A) for um subconjunto aberto (fechado) de Y.

Proposigao. Se Ty € a topologia de subespaco em Y definida por (X,T), entdo a inclusdo
(Y, Ty) = (X,T) € aberta (fechada) se e sé se Y é um subconjunto aberto (fechado) de (X, T).

Lema. Toda a funcdo bijectiva, continua e aberta é um homeomorfismo.

6 Operacoes de interior e de aderéncia

PONTO INTERIOR

Se (X,7T) é um espaco topolégico e Y é um subconjunto de X, um ponto x de X diz-se um ponto
interior de Y se existir um aberto A de X talquez € Ae ACY.

[e]
[O conjunto dos pontos interiores de Y chama-se interior de Y e denota-se por Y, int(Y') ou

simplesmente intY |

Lema. SeY é um subconjunto de um espaco topoldgico (X, T), entao:
(1) nt(Y)CY;int(Y)=Y & YeT;
(2) int(Y') é um aberto: é o maior aberto contido em Y ; logo, int(Y)=J{A e T; ACY}.
EXEMPLOS.
(1) Se T é a topologia discreta em X, qualquer que seja Y C X, int(Y) =Y.
(2) Se T é a topologia indiscreta em X, entao int(X) = X e int(Y) = () desde que Y # X.
(3) Em R, com a topologia euclidiana, int([a, b]) =]a, b[, int({z}) = 0, int(Q) = 0.

Y seR\Y finito

(4) Em R, com a topologia cofinita, se Y C R, entao int(Y) = .
() caso contrario.

10
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PONTO ADERENTE
Se (X,T) é um espaco topoldgico e Y C X, um ponto = de X diz-se um ponto aderente de Y se,
qualquer que seja o aberto A de X, se x € A entao ANY # (:

[O conjunto dos pontos aderentes de Y chama-se aderéncia de Y ou fecho de Y, e representa-se
por Y]

Lema. SeY € um subconjunto de um espago topoldgico (X, T), entdo:

(1) YCY; Y=Y & Y € fechado;

(2) Y € fechado: é o menor fechado que contém Y ; logo Y = (\{F; F é fechado e Y C F}.
EXEMPLOS.

(1) Se T é a topologia discreta em X, qualquer que seja Y C X, Y =Y,

(2) Se T é a topologia indiscreta em X, entdo ) =) e Y = X desde que Y # 0.

(3) Em R, com a topologia euclidiana, |a,b[ = [a,b], {z} = {2z}, Q = R.

Y seY finito

(4) Em R, com a topologia cofinita, se Y C R, entdao Y = -
R caso contrario.

SUBCONJUNTO DENSO/FRONTEIRA/EXTERIOR/DERIVADO

Sejam (X, 7T) um espago topoldgico e Y um subconjunto de X.
(1) Y diz-se denso se Y = X.
(2) Um ponto z de X diz-se ponto fronteira de Y se
VU eV,) UNY £#0#AUN(X\Y).
O conjunto dos pontos fronteira de Y chama-se fronteira de Y e designa-se por frY.

(3) Um ponto = de X diz-se ponto exterior de Y se tiver uma vizinhanga que néao intersecta Y’;

isto é, se for um ponto interior do complementar de Y.

O conjunto dos pontos exteriores de Y chama-se exterior de Y e denota-se por extY'.

(4) Um ponto x de X diz-se ponto de acumulagdo de Y se
VWV eVy) V(Y \{z}) # 0

isto é,se z € Y \ {z}.
O conjunto dos pontos de acumulagao de Y chama-se derivado de Y e denota-se Y.

Um ponto « € Y diz-se ponto isolado de Y se nao for ponto de acumulagao.

11



2013/14

EXEMPLOS.

(1) Se T é a topologia discreta em X, qualquer que seja Y C X, frY =0, extY = X \Y e Y/ = {);

logo, todos os pontos de Y sao isolados.

(2) Se T é a topologia indiscreta em X, entao, se Y é um subconjunto préprio nao vazio de X,
Y é denso e frY = X. Quanto ao conjunto derivado, se Y for um conjunto singular, entao

Y= X\ Y, enquanto que Y’ = X desde que Y tenha pelo menos dois pontos.
(3) Em R, com a topologia euclidiana,
(a) fr(Ja, b)) = fr([a,b]) = {a, b}, fr({z}) = {z}, HQ =R;
(b) ext(Ja,b[) =] — o0, a[U]b, +oo, ext({z}) = R\ {z}, extQ = 0;
(C) ([a7 b})/ = [a7 b]: {.’IJ}/ = (Z)a N = @, Q/ =R

7 Topologia produto

TOPOLOGIA PRODUTO
Sejam (X, Tx) e (Y, Ty) espagos topolégicos. A topologia 7 em X X Y gerada pela base

B={UxV;UeTx, VeTy}

chama-se topologia produto de Tx e Ty.

[Ao espaco topoldgico (X x Y, T) chama-se espago produto.]

Proposicao. Se T € a topologia produto de Tx e Ty, entdo:
(1) As projecgoes px : (X x Y, T) — (X,Tx) epy : (X xY,T) — (Y,Ty) sao continuas (e

abertas).

(2) Uma funcao f : (Z,Tz) — (X X Y, T) € continua se e sé se as fungoes compostas px o f :
(Z,T7z) = (X, Tx) epyo f:(Z,Tz) = (Y, Ty) sao continuas.

Demonstracao. 1. Para verificar que px : X x Y — X é continua, basta notar que, se U € Tx,
entdo px' (U) = {(z,y) € X xY;2 €U} =U x Y, que é aberto em X x Y.

Para provar que px ¢é aberta, consideremos A € T; isto é, A = U U; x V;, com cada U; € Tx e cada
i€l
Vi € Ty. Se A =10, entap px(A) = 0 é aberto. Se A # (), podemos supor que, para todo o i € I,

V; # 0. Nesse caso px(A) = pX(U U, xV;) = U U; e Tx.
icl icl
A demonstracao de que a funcao py é continua e aberta é andloga.
2. Se f é continua, entao px o f e py o f sao continuas, porque sao composicoes de funcoes continuas.
Para provar o reciproco, suponhamos que px o f e py o f sdo continuas. Seja U x V um elemento

da base B da topologia produto. Entao

fFAAUXV) = {2€Z; f(2) eUxV}
{z€Z;px(f(2) €U A py(f(2) eV}
= (pxo /)TN U) N (py o f)~H(V),
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que é aberto porque px o f e py o f sdo continuas. [

Corolario. Se f:Z — X eg:Z =Y sdo fungoes entre espacos topologicos, e se considerarmos

o conjunto X XY munido da topologia produto, a funcdo
(f,9): Z2 — X XY

z — (f(z),9(z))

Demonstragao. Pela proposigdo anterior sabemos que (f,g) : Z — X x Y é continua se e s6 se

€ continua se e sO se f e g o sdo.

px o {f,g) e py o (f,g) o sdo. Para concluir o resultado basta notar que

px({f,9)(2)) = px(f(2),9(2)) = f(2) e que py ((f,9)(2)) = g(2), isto é
pxo(f,g9)=fepyo(fig) =y m

[A definicdo e os resultados anteriores sdo facilmente generalizdveis ao produto finito de espagos

topoldgicos.]

EXEMPLOS.

(1) A topologia euclidiana em R™ é a topologia produto das topologias euclidianas em cada um

dos factores R.
(2) Sejam (X, 7Ti)1<i<n espagos topoldgicos.

(a) Se, para todo o i, T; é a topologia indiscreta em X;, entao a topologia produto da familia
(7i)1<i<n é a topologia indiscreta em H X;.
1<i<n
(b) Se, para todo o i, T; é a topologia discreta em X;, entao a topologia produto da familia
(Ti)1<i<n ¢ a topologia discreta em H X;.
1<i<n

8 Sucessoes convergentes

SUCESSAO CONVERGENTE

Se (X, T) é um espago topoldgico, uma sucessao (zp)nen de elementos de X converge para z € X se
WeV,) (FpeN) (vneN)n>p = z,eV.

Diz-se entao que x é um limite da sucessao (zy,).
Uma sucessao em (X, 7)) que convirja para algum z € X diz-se uma sucessdo convergente.

Um ponto y € X é ponto aderente de (x,,) se

VVeV,)(VpeN)(FneN): n>pex, € V.

Lema. Um pontoy de (X,T) é um ponto aderente de uma sucessio (x,) em X se e sd se

y€ () {zn;n>p}

peN

OBSERVACOES.
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(1) Uma sucessao pode convergir para mais do que um ponto.
(2) Se z é um limite de (x,,), entao é ponto aderente de (x,). O reciproco nao se verifica.

(3) Toda a sucessao constante — ou constante a partir de alguma ordem — igual a x é convergente,

€ converge para x.
EXEMPLOS.

(1) Num espago discreto uma sucessdo é convergente se e sé se é constante a partir de alguma

ordem.

(2) Num espago indiscreto toda a sucessao é convergente, e converge para todo o ponto do espaco.

Proposicao. Se f: (X, Tx) — (Y,Ty) é uma funcao continua e (x,) é uma sucessio que converge

para x em X, entao f(xy,) converge para f(x) em Y.

Demonstragdo. Seja V' € Vy(,). Por definicao de fungao continua, existe U € V, tal que f(U) C V.
Como z,, — z, existe p € N tal que, se n > p, entdo x,, € U. Logo, se n > p, f(x,) € f(U)CV. =

Proposicao. Se A é um subconjunto de (X, T) e (x,) € uma sucessao em A que converge para x

em X, entdo x € A.

Demonstracdo. Se V € V,, entdo existe p € N tal que, se n > p, x, € V. Como todos os termos da

sucessdo pertencem a A, concluimos que, paran > p, x, € VN A, logo VNA#Peentior € A m

9 Espacgos topolégicos separados

ESPACO SEPARADO
Um espaco topoldgico diz-se um espago de Hausdorff, ou espaco separado, ou espago 15, se

Ve,ye X) z#y = AU eV, BVeV) : UnV =0

Proposicao. Se (X, T) é um espago separado e se x ey sao limites de uma sucessio (x,) em X,

entao r =y.

Demonstragdo.  Suponhamos que (z,) converge para x e para y. Se U € V, e V € V,, entdo
existem p,q € N tais que, se n > p, z, € U e, se n > q, x, € V. Logo, se n > p e n > ¢, temos que
x, €UNV,eentao UNV # (. Num espago separado isto significa que x = y. ]

EXEMPLOS.

(1) Todo o espago topoldgico metrizavel é separado; em particular, R"™, assim como todo o espago

discreto, é separado.
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(2) Se T ={0,R} U {]a, +o0o[; a € R}, entdo (R, 7) nao é separado.
(3) Se T é a topologia indiscreta num conjunto X com mais do que um ponto, entdo (X, 7) nao
é separado.
Teorema. As sequintes condi¢des sao equivalentes, para um espago topoldgico (X, T):
(i) o espago X € separado;
(i) Ve,ye X) e #y = (GABeT) : z€A, yeB, e ANB=10;

(7ii) o conjunto A = {(z,x); x € X} € um subconjunto fechado no espago produto X x X.

Demonstracao. (i) = (ii): Sejam z,y € X com x # y. Por (i) existem U € V, e V € V), tais que
UNV = 0. Por definicao de vizinhanca, existem A€ T e BT taisquexr € ACUeye BCV.
De UNV = () conclui-se que AN B = (.

(ii) = (iii): Provar que A é fechado é provar que, qualquer que seja (z,y) € X x X com z # vy,
(z,y) € A. Isto segue imediatamente de (ii), pois se A, B € T sdo taisquez € A,y € Be ANB =10
entdo (A x B)NA = 0.

(iii) = (i): Sejam z,y € X com x # y. Entao (z,y) € X x X \ A, que é aberto por (iii). Logo, por
defini¢ao de topologia produto, existem abertos U,V de X tais que (z,y) € U x V C X x X \ A.

Daqui se conclui que U € V,,, V € V, e UNV =), como querfamos provar. [

Proposicao. Sejam Y um espaco de Hausdorff e f,g: X = Y funcdes continuas. Entdo:
(1) O conjunto {x € X ; f(x)=g(x)} é fechado em X.
(2) Se f coincide com g num subconjunto denso de X, entao f = g.

Demonstragao. (1) Se f,g : X — Y sao continuas, entdo (f,g) : X — Y x Y é continua. Logo,
(f,9)"1(A) é um subconjunto fechado de X, porque A é fechado em Y x Y. De

(f9)7HA) = {z € X; ((f(2),9(x)) € A} = {z € X; f(z) = g(2)},

segue agora o resultado.

(2) é agora ébvio, uma vez que, por (1), se tem {z € X ; f(z) = g(z)} = {z € X; f(x) = g(z)}, que

por sua vez é denso, ou seja

{reX; f(z)=g()} ={r e X; f(z) =g(x)} = X -

Proposicao. Sejam X e Y espacos topologicos, com Y separado. Se f: X — Y ¢ uma funcao
continua, entdo o grdfico de f, I'y := {(x, f(x)); v € X}, € fechado em X x Y.

Demonstragao. Consideremos os espacos produto Y x Y, com projecgoes p; : ¥ XY — Y,
p2 Y XY — Y, e X XY, com projeccoes px : X XY — X, py : X xY = Y. A fungédo
F:XxY — Y xY, definida por F(x,y) = (f(z),y) é continua, pois ao compo-la com as projeccoes

p1 € p2 obtemos funcoes continuas:
proF =fopx e ppoF =idy opy.

Agora é facil observar que F~1(A) =T f» logo I'y é fechado porque é a imagem inversa de um fechado

por uma funcado continua. [
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10 Espacos topologicos conexos

ESPACO CONEXO
Um espaco topologico (X, T) diz-se conexo se nao for reuniao de dois subconjuntos abertos disjuntos

nao vazios.

[Um espago diz-se desconexo se ndo for conexo.]
Proposigao. Seja (X,T) um espago topoldgico. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) (X,T) € um espago conezo.
(iii) X nmao € reuniao de dois subconjuntos fechados disjuntos nao vazios.
(iii) Se U € um subconjunto aberto e fechado de (X,T), entao U =X ou U = ().

(iv) Qualquer aplicagao continua f : (X,T) — ({0,1},74), onde T3 é a topologia discreta, é

constante.

SUBCONJUNTO CONEXO

Um subconjunto A de (X, 7T) diz-se conexo se o subespago (A, 74) for conexo.

EXEMPLOS.
(1) Se cardX <1, X é um espago conexo.
(2) R\ {0} e Q sao subconjuntos desconexos de R.
(3) Se X é um espago discreto, entdo X é conexo se e s6 se tem quando muito um ponto.
(4) Se X é um espaco indiscreto, entdo X é conexo.

(5) Se X é um conjunto infinito munido da topologia cofinita, entdao X é conexo.

Proposicao. Se A é um subconjunto de (X,T) denso e conexo, entao (X, T) € conexo.

Demonstragdo. Se B for um subconjunto aberto e fechado de X, BN A é um subconjunto aberto
e fechado de A. Como A é conexo, BN A =0 ou BNA=A. Se se verificar a primeira igualdade,
A é um subconjunto de X \ B, que é fechado em X. Logo X = A C X \ B e entdao B = (. Se
BNA=A, entao A C B, logo, porque B é fechado, X = A C B e entio B = X. n

Corolario. Se A é um subconjunto conexo de (X,T) e B é um subconjunto de X tal que A C

B C A, entdo B é conexo.

Demonstragdo. Se considerarmos B com a topologia de subespago, A é um subconjunto denso de

B. Como A é conexo, concluimos que B é conexo, pela proposicao anterior. [

Proposigao. Sejam A e B subconjuntos de (X, T), com A conexo. Se

Anint(B) #0# Anint(X \ B),
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entdo ANfrB # (.

Demonstragio. Como X = int(B)U frBUint(X \ B), e entao
A=(ANint(B))U(ANfrB)U(ANint(X \ B)),

se ANfrB = (b, concluimos que A se pode escrever como reuniao de dois abertos disjuntos: A =

(ANint(B)) U (ANint(X \ B)). Logo um destes tem que ser vazio, o que contraria a hipétese. m

Proposicao. Seja (A;)icr uma familia de subconjuntos conexos de (X,T). Se ﬂAi # (), entdo
el

U A; é um subconjunto conezxo de (X, T).

el

Demonstragdo.  Seja B um subconjunto aberto e fechado de A = J;c; A;. Se B for nao vazio,

existe j € I tal que BN A; # (). Logo, como A; é, por hipétese, conexo e BN A; é aberto e fechado

em Aj, conclui-se que BN A; = A;. Como, para todo o i € I, A;NA; #0, BNA; # 0 e entdo

concluimos que B = A;. Portanto B = A e entdo A é conexo. n

Corolario.

(1) Se (A;)icr € uma familia de subconjuntos coneros de (X,T) que se intersectam dois a dois
isto €, para todo o par i,5 em I, A; N A; 0), entao A; é um subconjunto conexo de
; D p ) J J , 7
el
(X, 7).
(2) Se (X,T) é um espago topoldgico tal que, para cada par de pontos x ey de X, existe um

subconjunto conexo que os contém, entao (X, T) € conero.

Teorema. Um subconjunto de R é conexo se e sé se € um intervalo.

Demonstragao. (=) Se S C R nao for um intervalo, existem x,y,z € Rtaisquex <y < z, x,2 € S

ey ¢ S. Entdao S é reuniao de dois subconjuntos abertos, ndao vazios, disjuntos:
S = (5M] = o0, y[) U (SN]y, +o0)).

(<) Suponhamos agora que I é um intervalo. Suponhamos, por reducao ao absurdo, que existem
subconjuntos A e B abertos e fechados em I, disjuntos, ndo vazios, cuja reunido é I. Sejam a € A
e b € B. Suponhamos que a < b. O intervalo [a,b] estd contido em I, porque I é um intervalo e
a,b € I. Sejam A" = ANla,bl e B = BNla,b], e seja b = inf B’. Como A’ e B’ sdo fechados em
[a, b], também sdo fechados em R. Logo b’ € B’ e entdo a < b'. Sejam A” = A'N[a,b] e a’ = sup A”.
Entao a” € A”, porque A” é fechado, logo a” < . Podemos entao concluir que o intervalo aberto

Ja”, V' nao intersecta A’ nem B’, donde nao intersecta I, o que é absurdo. n

Proposicao. Se f: X — Y € continua e sobrejectiva e X é conexo, entdo Y € conexo.

Demonstracio. Se B C'Y é aberto e fechado em Y, também f~!(B) é aberto e fechado em X.
Logo, porque X é conexo, f~(B) = (), caso em que necessariamente B = (), ou f~1(B) = X, caso
em que B = f(f1(B)) = f(X) = V. .

Corolario.
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(1) Se f: X =Y é continua e A é um subconjunto conexo de X, entio f(A) € um subconjunto

conexo de Y.
(2) Se f: X —Y éum homeomorfismo, entao X € conezxo se e sé se Y o é.
(8) Se f: X — R é continua e X € conexo, entao f(X) € um intervalo.

(4) Em R?, com a métrica euclidiana, qualquer bola aberta é conexa.

Teorema. Se (X,Tx) e (Y,Ty) sao espagos naio vazios e T € a topologia produto de Tx e Ty,
entdo (X x Y, T) é conexo se e sé se (X, Tx) e (Y,Ty) o sdo.

Demonstracao. Se X x Y for conexo, entao, porque as projecgoes sao fungoes continuas e sobre-
jectivas, X e Y sao conexos.

Suponhamos agora que X e Y sao conexos. Seja (a,b) € X x Y. Os subconjuntos {a} x Y e
X x{b} de X xY sao conexos, porque sao imagens, por fungoes continuas, de Y e X, respectivamente.
Além disso, a sua interseccdo é nao vazia (¢ igual a {(a,b)}), logo o subconjunto S, = ({a} x
Y) U (X x {b}) é conexo, porque é a reuniao de dois conexos que se intersectam. Para concluir que

X XY é conexo, basta agora reparar que X X Y = U S(a,b) e que, para cada par de pontos
(a,h)eXXY
(a,0),(a’,0") € X XY, Siapy NV Sarpry # 0. .

EXEMPLOS. R? é conexo; o complementar de um ponto em R? é ainda conexo, mas o complementar

de uma recta é desconexo.

COMPONENTE CONEXA

Se X é um espaco topoldgico e x € X, chama-se componente conexa de z ao maior conexo que

contém z (e sera designada por Cy).

[Nota: Como a familia de todos os subconjuntos conexos de X que contém z é uma familia de

conexos com intersecgdo ndo vazia, a sua reunido é necessariamente o maior conexo que contém z.]
Proposigao.

(1) Se z,y € X, entao Cp = Cy ou Cy N Cy = 0.

(2) Toda a componente conexa é fechada (mas pode ndo ser aberta).
EXEMPLOS.

(1) Se X é um espago discreto, entao C, = {z}.

(2) Se X é um espago indiscreto, entdao C, = X, qualquer que seja z € X.

(3) Se considerarmos QQ com a topologia euclidiana e z € Q, entao C, = {z}.

Corolario.

(1) Se f: X =Y € uma funcdo continua, entdo a imagem por f de uma componente conexa estd

contida numa componente conexa (mas pode ndao coincidir com ela).
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(2) Se f: X =Y éum homeomorfismo e Cy, € a componente conexa de x em X, entdo f(Cy) €

a componente conezxa de f(x) em Y.
(3) Dois espagos homeomorfos tém o mesmo nimero de componentes conexas.

(4) Sejam (X, T) e (Y, T") espagos homeomorfos. Sex € X e X\{x} tem n componentes conezas,

entao existe y € Y tal que Y\{y} tem n componentes conexas.

ESPACO CONEXO POR ARCOS

(1) Dado um espago topoldgico X, um caminho em X é uma aplica¢ao continua f : [0,1] — X.

Diz-se que um caminho f vai de a a bse f(0) =ae f(1) =0.

(2) Um espago topoldgico X diz-se conexo por arcos se dados quaisquer pontos a e b de X existir

um caminho em X de a a b.

[Todo o espago conexo por arcos é conexo, mas nem todo o espago conexo é conexo por arcos. Por

exemplo, o subconjunto de R?
.1
X = {(z,sin(~); 2 > 03 U{(0,9); y € [-1, 1]}
é conexo mas n3o é conexo por arcos.|
ExeEMPLOS. Um subconjunto de R é conexo se e s6 se € um intervalo e se e sé se é conexo por arcos.

Toda a bola aberta em R? é conexa por arcos.

Proposicao. Todo o subconjunto aberto e conexo de R? é conexo por arcos.

Demonstra¢do. Sejam A um aberto conexo de R? e a € A. Consideremos o conjunto U = {x € A;

existe um caminho de a a z em A}. Entao U e A\ U sao abertos, logo U = A. "
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11 Espacos topolégicos compactos

COBERTURA ABERTA

Seja X um conjunto.

(1) Uma familia (U;);e; de subconjuntos de X diz-se uma cobertura de X se X = U U;.
el
(2) Se (U;)ier ¢ uma cobertura de X e J é um subconjunto de I tal que X = U Uj, entao (Uj)jes

jeJ
diz-se uma subcobertura de (U;);er; diz-se finita se J for um conjunto finito.

(3) Uma cobertura (U;);e; de um espago topoldgico X diz-se uma cobertura aberta de X se todo

o conjunto U; for aberto em X.

ESPACO COMPACTO

Um espago topoldgico diz-se compacto se toda a sua cobertura aberta tiver uma subcobertura finita.

Proposicao. Um espago X é compacto se e so se, sempre que (F;)ier for uma familia de subcon-

juntos fechados de X tal que ﬂ F; =0, existe J C I, finito, tal que ﬂ F; =0. n
iel jeJ

Proposicao. Sejam (X,T) um espacgo topoldgico, Y um subconjunto de X e Ty a topologia de

subespaco em Y. As sequintes afirmacgoes sdo equivalentes:
(i) O espago (Y, Ty) é compacto.

(ii) Sempre que (U;)ier for uma familia de elementos de T tal que Y C U U;, existe um subconjunto
i€l
finito J de I tal que Y C U U;. [
jeJ

Teorema de Heine-Borel. Dado um intervalo fechado e limitado [a,b] de R, de toda a cobertura

aberta de [a,b] € possivel extrair uma subcobertura finita.

Demonstragdo. Seja (U;);er uma familia de abertos de R tais que [a, b] C U Ui. Sejam
iel

Y = {x € [a,b]; [a, ] estd contido numa reunido finita de elementos de (U;)ier}

ey =supY. Existe j € I tal que y € Uj, e entdo |y — ¢,y +¢[C U para algum € > 0. Como y € Y,
existe x € YN]y — e,y +¢[. Como x €Y, [a,z] C U Ui, , logo [a,y] C U Ui, UU; e entao
k=1

k=1, n JRRR 3
y € Y. Se y = b, temos o resultado provado. Se y < b, chegamos a uma contradi¢ao, pois qualquer

ponto de |y — e,y + €[ entre y e b ainda pertence a Y, o que contraria o facto de y ser o supremo do

conjunto. L]
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EXEMPLOS.
(1

(2

) Todo o espago finito é compacto.

) Se X é um espaco discreto, entdo X é compacto se e s6 se é finito.
(3) Todo o espago indiscreto é compacto.

)

(4) R nao é compacto. O espago |0, 1], com a topologia euclidiana, nao é compacto.

Proposigao.
(1) Todo o subespago compacto de um espago de Hausdorff € fechado.

(2) Todo o subespago fechado de um espago compacto é compacto.

Demonstragao. (1) Sejam X um espago de Hausdorff, K um subespago compactode X e x € X\ K.
Queremos provar que = € K. Para cada y € K existem abertos UyeV,taisquex € Uy, y €V, e
Uy,NV, =0. A familia (V,)ycx constitui uma cobertura aberta de K, que, por K ser compacto,

tem uma subcobertura finita (V),cr. Obtemos entao considerar o conjunto aberto ﬂ Uy, ao qual
yeF
x pertence e que nao intersecta U Vy 2 K. Logo x & K, como querfamos demonstrar.
yeFr

(2) Suponhamos que X é compacto e que F' é um subespaco fechado de X. Qualquer que seja a
familia (U;)ies de subconjuntos abertos de X que cubra F', a familia (U;);cruq0y obtida juntando a
primeira o conjunto aberto Uy = X \ F' é uma cobertura aberta de X. Logo, porque X é compacto,
tem uma subcobertura finita, o que prova em particular que F' é coberto por uma parte finita da
familia (U;). "

Corolario. Se o espaco X € compacto e de Hausdorff e Y ¢ um subespaco de X, entdo Y é

compacto se e so se € fechado em X. n

Proposicao. Se f: X —Y € uma aplicagcdao continua e A é um subespagco compacto de X, entdo

f(A) € um subespaco compacto de'Y .

Demonstragao.  Se (U;)ier ¢ uma familia de subconjuntos abertos de Y que cobre f(A), entao

(f~Y(U;))icr é uma familia de abertos de X que cobre A. Como A é compacto, existe um subconjunto
finito J de I tal que A C U f~HU,). Logo, f(A) C U f(F () c U Ui, o que prova que f(A)
ieJ ieJ ieJ
é compacto. [

Corolario.

(1) Se X € um espago compacto e Y um espago separado, entdo toda a aplicagdo continua f :
X =Y ¢€ fechada.

(2) Se X € compacto eY € separado, entao toda a aplicagao bijectiva e continua f: X —Y € um

homeomorfismo. n
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Teorema de Tychonoff. Sejam X e Y espacos topoldgicos nao vazios. O espaco produto X XY

€ compacto se e s6 se X eY sao compactos.

Demonstracdo. Se X e Y sao nao vazios, as projeccoes px € py sao aplicagoes sobrejectivas. Logo,
se X x Y é compacto, px(X xY) =X epy(X xY) =Y sdo compactos.

Reciprocamente, sejam X e Y compactos e U uma cobertura aberta de X xY. Sejaxz € X. Para
cada y € Y existe U, ,) € U tal que (z,y) € Ulz,y)- Por construgao da topologia produto, existem
abertos A, ) € B(, ) de X e Y respectivamente tais que (7,y) € Ay y) X B(zy) € U(g,y). Obtemos
assim uma cobertura aberta (B, ,))yey de Y, a qual, como Y é compacto, tem uma subcobertura

finita (B(y,))yey,. O conjunto A, = m A(zy) € um aberto de X (porque interseccao finita de
YyEYy

abertos) ao qual x pertence. Fagamos agora esta construgao para todo o x € X. Obtemos uma

cobertura aberta (A;)zex, que, por X ser compacto, tem uma subcobertura finita (Az)zex,- E f4cil

ver agora que a familia finita (U(x,y))CEEmeGYz é uma cobertura aberta de X x Y, pois, para cada

(a,b) € X XY, existem v € Xg e y € Y, tais que a € Ay e b € B(,,); logo, (a,b) € Ay X B, C

A

2) X Bay) € Uy u

Teorema de Kuratowski-Mrowka. Um espago topologico X é compacto se e so se, para cada

espaco Y, a projeccdo py : X XY =Y ¢€ fechada. [

Proposicao. Todo o espaco métrico compacto € limitado.

Demonstragao. Sejam X um espago métrico compacto e a € X. A cobertura aberta X = U B, (a)

neN
tem uma subcobertura finita, isto é, existe m € N tal que X = By, (a). Logo, X é limitado. [

Teorema. Um subespago de R™ é compacto se e sé se é fechado e limitado.

Demonstragao. Se X C R™ for fechado e limitado, entao é subconjunto fechado de um cubo [a, b]",
que é compacto porque é produto de compactos. Logo, é compacto.
Suponhamos agora que X C R" é compacto. Entao é fechado em R", porque R™ é separado, e

¢ limitado, como ja vimos. [
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12 Sucessoes convergentes e de Cauchy em espacos métricos

Lema. Num espaco métrico uma sucessao nao pode convergir para dois pontos distintos. (]

Teorema. Se X € um espagco métrico e A € um subconjunto de X, entao um ponto x de X pertence

a A se e s0 se existe uma sucessdo em A que converge para x em X.

Demonstragao. Ja vimos que, em qualquer espaco topoldgico, se x ¢é limite de uma sucessao que
toma valores em A C X, entdo x € A. Falta-nos entdao ver que, se X é um espaco métrico, o
reciproco também se verifica. Sejam X um espago métrico, A C X e x € A. Entao, para cada

n € N, a bola aberta Bi (z) intersecta A. Seja x, € Bi(x) N A. Verifica-se agora facilmente que a

sucessao (Tp)neN, que toma valores em A, converge para x. n
Corolario.  Um subconjunto A de um espaco métrico X € fechado se e so se toda a sucessdo
convergente com valores em A tem o seu limite em A. [

Teorema. Se X eY sdo espacos métricos e f: X — Y € uma funcdo, entdo f € continua se e s

se, sempre que (x,) € uma sucessio em X que converge para x, a sucessao (f(x,)) converge para
f(@).

Demonstragao. Para toda a funcdo continua f entre espagos topoldgicos, se (z,) converge para
x, entdo (f(x,)) converge para f(z), como provamos atras. Resta-nos provar que esta condigao
caracteriza as fungbes continuas entre espacos métricos. Suponhamos que X e Y sdo espagos métricos
eque f: X — Y étal que, se (z,) converge para x em X, entdo (f(z,)) converge para f(x) em
Y. Seja B um fechado de Y. Queremos provar que a imagem inversa f~1(B) de B por f é fechada
em X. Seja x € f~1(B). Pelo teorema anterior, existe uma sucessio (z,,) em f~!(B) que converge
para z. Logo, por hipétese, f(x,) converge para f(x). Como (f(zy,)) é uma sucessdo que toma
valores em B e B é por hipétese fechado, podemos concluir que o seu limite, f(z), ainda pertence

a B. Logo = € f~1(B) e entdo este conjunto é fechado, como querfamos provar. [

Proposicao. Num espaco métrico todo o ponto aderente a uma sucessdo € limite de uma sub-

sucessao da sucessao dada.

Demonstragdo.  Seja a um ponto aderente da sucessao (x,) no espago métrico X. Vamos usar
recorréncia para construir uma subsucessao de (x,) que convirja para a. Paran = 1, existe p(1) € N
tal que (1) € Bi(a), por definicio de ponto aderente e uma vez que Bj(a) é uma vizinhanga de a.
Para n = 2, existe p(2) € N tal que p(2) > p(1) e z,) € B% (a), por definicdo de ponto aderente.
Definido p(k), para k € N, escolhemos p(k+1) € N de forma que p(k+1) > p(k) e z,411) € Bk%l(a).

A sucessao assim definida é, por construcao, uma subsucessao de (z,) que converge para a. m

SUCESSAO DE CAUCHY
Uma sucessao (x,) num espago métrico (X, d) diz-se uma sucessdo de Cauchy se verificar a seguinte
condi¢ao: (Ve >0) (IpeN) : (YnmeN) n>p, m>p = d(x,,zm) <e.
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Nem toda a sucessdo de Cauchy é convergente: por exemplo, a sucessdo (g) € uma sucessao de

Cauchy em R\ Q (com a métrica euclidiana) mas n3o converge neste espaco métrico.

Proposigao.
(1) Toda a sucessdo convergente num espago métrico é de Cauchy.

(2) Toda a sucessao de Cauchy € limitada.

Demonstragao. (1) Seja (z,) uma sucessdo que converge para x no espago métrico (X, d), e seja
e > 0. Por definicao de sucessao convergente, existe p € N tal que, se n > p, entao d(z,,z) < §.

Logo, se n > p e m > p, obtemos

d(xn, Tm) < d(xn,z) + d(x, Tm) < g + % =e.
(2) Seja (xy,) uma sucessao de Cauchy no espago métrico (X, d).
Para ¢ = 1, existe p € N tal que, se n,m > p, entdao d(z,,z,) < 1. Entdo a bola aberta
Bi(xp) contém todos os termos da sucessao de ordem igual ou superior a p. Resta-nos agora
limitar os restantes termos xi,---,Zp—1, que sao em numero finito. Podemos entao considerar
r = max{d(z;,x,); i < p} + 1. E ébvio que todos os termos da sucessdo se encontram na bola

aberta B, (z,) e entao a sucessao é limitada. "

Proposicao. Toda a sucessao de Cauchy com uma subsucessGo convergente é convergente.

Demonstragdo.  Seja x o limite de uma subsucessao (z,(n))nen da sucessao de Cauchy (zy)nen-
Queremos provar que () também converge para z. Seja ¢ > 0. Porque (z,,)) converge para z,
existe p € N tal que, se n > p, d(x,(,), ) < §. Por outro lado, porque (z,,) é de Cauchy, existe
q € N tal que, se n,m > ¢, entao d(z,,rn) < §. Consideremos agora r = max{y(p), ¢}. Para todo
on €N, sen >r, obtemos

An,2) < Ao, ) + Az ) < 5 + 5 =6,

pois de n > 1 > g e p(r) > r > q segue que d(Tn, Ty(y) < 5 € de r > p segue que d(Ty(r), T) <

N

Logo (x,,) converge para z. n

Corolario. Se (x,) € uma sucessdo num espaco métrico, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) (zy) € convergente;
(i) (xn) € de Cauchy e tem um ponto aderente;

(iii) (xn) € de Cauchy e tem uma subsucessao convergente. "
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13 Espacos métricos completos

ESPACO METRICO COMPLETO

Um espago métrico (X, d) diz-se completo se toda a sucessao de Cauchy em X for convergente.

EXEMPLOS.

(1) R é um espago métrico completo.

(2) Qe ]0,1], com a métrica euclidiana, nao sao espagos completos.

Proposigao.
(1) SeY é um subespago completo de um espago métrico X, entao Y € fechado em X.

(2) Se X é um espagco métrico completo e Y é um subconjunto de X, entdo Y ¢é um subespaco

métrico completo se e so se ¢ fechado em X.

Demonstragio. (1) Se x € Y, existe uma sucessao (y,) em Y que converge para x. A sucessio (yy)
é entao de Cauchy, logo converge em Y para um ponto y € Y. Nesse caso também converge em X

para y e entdao podemos concluir que x = y € Y, pela unicidade do limite.

(2) Temos apenas que provar que um subconjunto fechado ¥ de um espago completo X é um espago
completo. Seja (y,) uma sucessao de Cauchy em Y. Entéo (y,) é uma sucessao de Cauchy em X,
logo converge para x € X, visto que X é completo. Como Y é fechado, concluimos que = € Y e

entao (y,) é convergente em Y. "

Proposicao. Todo o espaco métrico compacto € completo.

Demonstragdo. Sejam X um espago métrico compacto e (x,) uma sucessao de Cauchy em X. Se
(z5,) nao for convergente, entdo nao tem nenhum ponto aderente. Logo, para cada a € X, existe

U, € T tal que a € U, e existe n € N tal que, se m > n, entdo z,, € U,. A cobertura aberta
k
assim obtida (U,)qcx tem uma subcobertura finita: X = U U,,. Para cada i € {1,---,k}, por

i=1
construgao da cobertura existe n; € N tal que, se m > n;, entao x,, ¢ U,,. Logo podemos concluir

que, se m > max{n;;i=1,--- k}, zp, & UUai = X, o que é absurdo. n

Teorema. Se X € um conjunto ndo vazio e (Y,d) um espago métrico, entao o espaco L(X,Y) das

fungdes limitadas de X em Y, munido da métrica do supremo

p(f,g) = sup{d(f(x),g(z)); v € X},

¢ um espago completo se e s6 se (Y,d) é completo.

Demonstragdo. (=): Seja (y,) uma sucessao de Cauchy em Y. Consideremos as fungdes constantes
fn: X =Y com fp(x) = yn. A sucessao de fungoes (f,,) é de Cauchy em L(X,Y), pois p(fn, fm) =
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d(Yn, ym). Logo a sucessao (f,) converge para uma funcao f: X - Y em L(X,Y). Sejam z € X e
y = f(z). Entao, como d(yn,y) < p(fn, f), é agora facil concluir que (y,) converge para y em (Y, d).

(<): Seja (fn : X = Y)nen uma sucessao de Cauchy em £(X,Y). Paracadax € X, d(fn(x), fm(z)) <
p(fns fm); logo (fn(x))nen é uma sucessao de Cauchy em Y. Como Y é completo, (f,(z)) é uma
sucessao convergente. Designando por f(z) o seu limite, construimos uma funcao f : X — Y.
Falta-nos provar que a sucessao (f,) converge para f e que f é uma funcao limitada.

Seja € > 0. Porque a sucessao (f,) é de Cauchy, existe p € N tal que, se n > p e m > p, entao
p(fn, fm) < §. Para cada x € X, como f,(x) — f(r) em Y, existe ¢ € N tal que, se m > ¢, entao
d(fm(), f(x)) < 5. Logo, se n > p, temos que

d(fn(@), f(2)) < d(fu(2), fm(2)) + d(fm(2), f(2)),

qualquer que seja m € N. Considerando m = max{p, ¢}, obtemos

A(fale), £(2) S U@, Fn @) + (), F2)) < 545 = 32,
o que prova que
(s ) = sup{d(fu(e), f(2)); 2 € X} < 2e <.
E agora imediato que f é limitada. -

Proposigao. Se (X, d') e (Y,d) sao espagos métricos, entio o espago métrico C*(X,Y) das funcoes
limitadas e continuas de (X,d) em (Y,d"), munido da métrica do supremo, é um subespaco fechado
de L(X,Y).

Demonstragao.  Seja (fn, : (X,d) = (Y,d))nen uma sucessdo de fungoes continuas e seja f :
(X,d) — (Y,d') o seu limite em £(X,Y). Queremos provar que f : (X,d) — (Y,d’) é continua.
Sejam z € X e e > 0. Como f, — f, existe p € N tal que, se n > p, entao p(fn,f) < 5. A
continuidade da fungao f, em x garante-nos que existe § > 0 tal que, se 2’ € X e d(z,2’) < J, entdo
d'(fp(x), fp(2)) < §. Logo, se 2’ € X e d(x,z) < J, temos que

d'(f(z), f(2")) < d'(f(2), fp(@)) + d' (fp(2), fp(2") + d'(fp (), f(2')) < p(f, fp) + % +o(f. fp) = ¢

Corolario.  Sejam (X,d) e (Y,d') espagos métricos. O espago C*(X,Y) é um espago métrico

completo se e s6 se (Y,d') é completo.

Demonstragao. Para provar (=) usa-se exactamente a argumentagao usada no Teorema anterior,

pois as funcoes constantes sao também continuas.

(<): Se (Y,d') for completo, entdo C(X,Y) é um subespaco fechado do espago completo L(X,Y).

OBSERVAGAO. Se considerarmos o seguinte subespago de C([0, 1], R)
A={feC(0,1,R); p(f,g9) <1}
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onde g é a funcao nula, entdo A é completo e limitado, mas nao é compacto.

Teorema. Todo o espaco métrico € subespaco denso de um espagco métrico completo.

Demonstragao. Seja X um espaco métrico. Consideremos no conjunto
{(zn)nen ; (x5,) é uma sucessao de Cauchy em X}

a relagao de equivaléncia: (z,,) ~ (yn) se a sucessao (d(xp,y,)) convergir para 0 em RT. Seja Y o

conjunto das classes de equivaléncia desta relacao; isto é,
Y ={[(zn)]; () é uma sucessao de Cauchy em X}.

Para cada par de elementos de Y, [(zy)], [(yn)], definimos

’7([(‘7;71)]7 [(yn)]) = lim d(xmyn)

n—oo

(Note-se que, se (z,,) e (yn) s@o sucessoes de Cauchy, entao (d(z,,y,)) é uma sucessao de Cauchy

em R, logo converge.)

(a) Vejamos em primeiro lugar que a funcao v estd bem definida, isto é, que a expressao acima nao

depende dos representantes das classes escolhidos: se (z,) ~ (2},) e (yn) ~ (y,,), entéo

d(xp, x7,) + d(3, ) + d(Yn, yn)
d(z),, xn) + d(zn, yn) + d(yn, y),).

d(ﬂ?n, yn)

<
e d(ry,,y,) <

Como lim d(z,, 7)) = lim d(yn,v,,) = 0, concluimos pelo Teorema das Sucessdes Enquadradas
n—o0 n—oo

que

nh_{glo d<37m yn) < nh_%lo d(x;w y%) < nlggo d(xm yn)'

(b) v é uma métrica em Y:

(b1) v([(zn)], [(yn)]) = 0 & lim d(zn,yn) =0 < [(zn)] = [(yn)]-

n—oo

(b2> 7([(‘%71)}7 [(yn)]) = nlggo d(.%'n, yn) - nlggo d(Yn, xn) - 7([<yn)]v [(xn)])

(@) [(z0)]) = lim d(@n, 2,) < lim (d(zn, yn) +d(Yn, 20)) =

= Tim d(za,yn) + m d(yn, 7) = 2((@n)], () + ()], [(20))

(¢) Podemos identificar X com um subespago de Y através da funcao (injectiva)

f: X — Y
. — [(z)]

(onde [(x)] representa a classe de equivaléncia da sucessao constante igual a ). Como y([(z)], [(y)]) =

lim d(z,y) = d(x,y), X tem a métrica de subespago. Para verificar que X é denso em Y, isto é
n—oo

f(X) =Y, consideremos um elemento [(z,,)] de Y. A sucessdo de classes de equivaléncia das

sucessoes constantes
y' =[],y =),
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converge para [(y,)] pois Y([y*], [(zn)]) = ILm d(xg, xn), que sabemos tender para 0 quando k tende

para 400, por definicdo de sucessao de Cauchy.

(d) Falta verificar que Y é um espaco completo. Para isso consideremos uma sucessio (y*)ren de

elementos de Y, onde, para cada k € N,

k _ 1/.k
y" = [(zn)nen]-
Isto é,

1 1 1 1 1

Y Ly Lo T3 n

2 2 .2 2

Y Iy Ty X3 n

3 3 .3 3

n

33

Porque cada (2F),cn é uma sucessdo de Cauchy, existe ny € N tal que, se n > ng e m > ny, entio

d(zF zk) <

n»r'm

| =

Consideremos a sucessao (:cﬁk) reN em X e verifiquemos que é de Cauchy. Sejam ¢ > 0 e k € N tal
que % < e. Porque (y")nen é uma sucessao de Cauchy em Y, existe p € N, que podemos considerar
maior ou igual a k, tal que, se [ > p e m > p, entao

vyt y™) = lim d(z},2™) < =.

n—oo k;

Logo, existe ¢ € N tal que, se n > ¢, entdo d(z!,,z7") < ;. Donde

Falta agora verificar que y" — y = [(SL‘f’;k)keN]; isto é, que li_>m v(y",y) = 0. Mas
n o0
ILm Yy, y) = lim lim d(z},2F ) < lim lim (d(2}, 2" )+ d(aﬁzn,xﬁk)) =0,
n oo

n—00 k—00 Tk n—00 k—»00 Ten

por construcao de (azflk)kew -
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14 Espacos métricos compactos e fungoes uniformemente continuas

Sejam (X, d) e (Y, d') espagos métricos.

FUNCAO UNIFORMEMENTE CONTINUA

Uma fungdo f: (X,d) — (Y, d’) diz-se uniformemente continua se

(Ve >0) (36 >0) : (Vo,2' € X) d(z,2") <6 = d(f(z), f(2))) <e.

Proposicao. A composicio de duas funcdes uniformemente continuas é uniformemente continua.

|
Teorema. Se (X,d) é um espago métrico compacto e f: (X,d) = (Y,d') € uma fungdo continua,
entao f € uniformemente continua.

Demonstragao. Seja € > 0. Para cada x € X existe d(x) > 0 tal que, se 2/ € X e d(z,2") < §(x),
entao d'(f(x), f(z')) < 5.

Considerando, para cada z € X, r(z) := @, as bolas abertas B, (,)(r) formam uma cobertura
n

aberta de X, que é compacto. Logo, existem aj,--- ,a, € X tais que X = U Br(ai)(ai).
i=1

Sejam 6 = min{r(a;);i=1,---,n} e z,2’ € X tais que d(z,2’) < J. Existe j € {1,--- ,n} tal que

z € B,(q,)(a;). Entao
d(2',a;) < d(a',2) + d(z, a5) <0 +1(a;) < r(ay) +r(a;) = 6(a;).
Logo d(x,a;j) < 0(a;) e d(2',a;) < §(a;), e entdo

d(f(@), f@) < d (@), () +d (flay). S@) < 5+ 5 =<

METRICAS UNIFORMEMENTE EQUIVALENTES
Duas métricas d e d’ em X dizem-se uniformemente equivalentes se as fungoes identidade (X, d) —

(X,d) e (X,d) — (X,d) forem fungoes uniformemente continuas.

[E os espacos (X,d) e (X,d") dizem-se uniformemente equivalentes.]

EXEMPLO. Sejam di, dy e do as métricas em R? definidas no Exemplo 1.3.2. Os espacos métricos

(R%,dy), (R%,ds) e (R?,dy) sdo uniformemente equivalentes.
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15 ESPACOS NORMADOS

ESPACO NORMADO
Chama-se espago normado a um par (V, || -||), onde V' é um espaco vectorial sobre um corpo K (R ou

C)e|l-|: V— Rt é uma fungao que verifica as seguintes condigoes, para x,y € V e A um escalar
(i.e. A€ K):

(1) ||z|l =0 se e s6 se x =0,
2) Azl = [Alll=]l,

B3) Nz +yll <zl +[lyll-

Observacoes.
(1) A funcéo || - || chama-se norma

(2) Todo o espago normado é em particular um espago métrico, com a métrica d : V x V — RT

definida por
d(z,y) = |z —yll

Nesse caso a norma é recuperada de d através de ||z|| = d(x,0). Em particular, todo o espaco
normado é um espago topoldgico. Sempre que nos referirmos a propriedades de um espaco
normado que dependam de uma métrica ou de uma topologia estamos a considerar a métrica

e a topologia induzidas pela norma.

(3) Nem toda a métrica num espago vectorial é definida por uma norma. De facto, dada uma
métrica d num espago vectorial, ||z|| = d(z,0) define uma norma se e sé se, para x,y,z € V e

A\ escalar,

d(x,y) = d(z + z,y + z) e d(\z, \y) = [N|d(z,y).

EXEMPLOS.

(1) R™ ou C™, como espagos vectoriais, com a norma

n

Izl = (3 Jaif*)2,

=1

onde z = (x1, -+ ,x,); a estes espagos chamamos, respectivamente, espaco real euclidiano e
espaco complexo euclidiano.

Em geral, se 1 < p < 00, definimos o espago (real ou complexo) [y como o espago vectorial R™

(ou C") munido da norma:

S =

n
Izl = O k)
k=1
(que corresponde a métrica dp,). Note-se que [§ é o espago euclidiano (de dimensao n).
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De igual modo, podemos considerar o espa¢o I’% com a norma definida em R"™ (ou C") por

[#][oc = max ||
1<i<n

(que corresponde a métrica d, ja estudada).

Se X é um conjunto, o espago vectorial L(X,R) = £(X), munido da norma (do supremo ou

uniforme)

If1l = sup [f ()] = p(f,0)
reX
é um espago normado.

Se X é um espago topoldgico, o espago vectorial C*(X,R) = C*(X) das fungoes continuas e

limitadas de X em R é um espaco normado quando munido da norma do supremo.
Em
X ={f:R—R,; f continua e o conjunto {z € R; f(z) # 0} é limitado}

definimos a norma

+o0
1l = / £ ()dt.

—0o0

Para 1 < p < 00, o espago [, consiste no conjunto das sucessoes (reais) x = (x1,z2,---) tais

que
> 1
D lzilP)r < oo
i=1

A norma de um elemento = € [, é

3=

lzllp = (3 lzil)r.
i=1

O espaco I é o0 espago das sucessoes limitadas munido da norma

[£]loo = sup ],
1€EN

e ¢ é o espago de todas as sucessoes que convergem para 0, munido da norma || - |-

O espago C(™ (0,1) tem como pontos as fungdes f :]0,1[— R derivdveis até a ordem n e com

derivadas (até a ordem n) continuas e limitadas, e como norma

I1£1l = sup> 1P @) 0 <t <1},

k=0

n
O conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a n, f(t) = Z cxt®, pode ser munido da
k=0

norma
n

£ =D (k + Dlexl-

k=0
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Se X é um espago normado, chamamos bola unitdria a bola aberta de raio 1 e centro 0, que denotamos

por D (ou por D(X) se estivermos a trabalhar com mais do que um espago).

Proposicao. Seja V um espaco vectorial.

(1) Dada uma norma || - || em V, a sua bola unitiria D = {x € V; ||z|| < 1} tem as seguintes

propriedades:

(a) (Vz,y € D) (VA,p€ K) N[ +|pu| <1 = Az +puy € D;
(b) (Vxr € D) (Fe>0)x+eD C D;
() VxeVa#0)3\pe K\{0}) : e € D A pux ¢ D.

(2) Se D CV satisfizer as condigoes (a)-(c), entdo
|z|| :=inf{t; ¢ >0 ex € tD}

define uma norma em V tal que D € a sua bola unitdria.
Demonstracao. Exercicio. [

OBSERVAQAO. Num espaco normado X as bolas abertas sao completamente determinadas por
D; de facto:
Ve >0 Va € X B.(a)=a+eD.

Teorema. Sejam X e Y espacos normados e T : X — Y wuma aplicagdo linear. As seguintes

condicoes sao equivalentes:
(i) T € uniformemente continua;
(ii) T € continua;
(iii) T € continua nalgum ponto de X ;
(iv) 3N >0 Vz € X ||T(x)| < N|z||;
v) {IT@)|; |=|| <1} € um subconjunto limitado de R*;
(vi) T(B1]0]) € um conjunto limitado.
Demonstragao. As implicagoes (1) = (ii) = (iii) s@o triviais.
(iii) = (iv): Se T' é continua em xp € X, entao, tomando ¢ = 1,
>0VeeX |z—axo|| <d = [|[T(z)—T(xo0)| < 1.

Logo, se y € X for tal que ||y|| < 4, entao, considerando = = z¢ + y, temos que ||z — z¢|| = ||y|| < 4,
logo || T(y)|| = |IT(x — xo)|| = || T(xz) — T'(z0)|| < 1. Portanto, se z € X e z # 0, como

_2llz|| 4z
6 2|zl

0z 1)
€ HQHZH H = 9 <0,
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temos que
0z

2|||

7)) = 22

2
)| < gHZH.

Conclui-se entao que T verifica a condigao requerida tomando N = %.

(iv) & (v) & (vi):

(Vz € X) [[T(2)|| < Nz (Vz € X) ([[z]| <1=[T(z)| <N)
T(B1[0]) € Bn|0]
(Ve € X\{0}) [T(Epll < N

=
=
=
= (Vz e X) [[T(z)|| < Nzl

(iv) = (i): Queremos provar que 7' é uma funcao uniformemente continua. Sabemos, por hipétese,
que existe N > 0 tal que || T(x)|| < N|z||, para todo o x € X. Entao, se ¢ > 0,0 valor § = 5 >0 ¢
tal que, para x,y € X,

£
lz =yl <d = [T(2) =T =|T(z-y)| < Nz -yl <N =e

Observagao. A aplicagoes lineares satisfazendo as condigoes (equivalentes) (i)-(vi) costuma
chamar-se aplicacoes lineares limitadas. E preciso algum cuidado com esta designacao, pois estas
funcoes nao sao limitadas no sentido habitual; alids, a tnica aplicacao linear com imagem limitada

¢ a nula.

Corolario. Se X eY sdo espacos normados e T : X — 'Y € uma aplicagao linear, entdo T € um
homeomorfismo se e sé se T € uma bijeccao tal que T e a sua fungdo inversa sao aplicagoes lineares

continuas.

Demonstragao. Para concluir o resultado basta-nos provar que, se T é uma aplicagao linear
bijectiva, com funcao inversa 77 : Y — X, entdo 7} é uma aplicagdo linear. Para provar isso,
sejam A, A2 € K e y1,y2 € Y. Sejam x1,z2 (os dnicos) elementos de X tais que T'(z1) = y1 e
T(z2) = y2. Entao T(A\z1 + Aowe) = MT(x1) + AT (z2) = A\y1 + A2ya. Logo, por definigao de
inversa, T1(A1y1 + Aay2) = Miz1 + dexo = MT1(y1) + N1 (y2). n

Duas normas || - |[1 e || - [[2 num mesmo espago vectorial V' dizem-se equivalentes se forem topo-
logicamente equivalentes, isto é, se definirem a mesma topologia em V; dizem-se uniformemente

equivalentes se definirem métricas uniformemente equivalentes.

Coroléario. Para quaisquer duas normas ||-||1 e ||-||2 em V', as sequintes condigoes sao equivalentes:
(1) || -1l el -l2 s@do uniformemente equivalentes;

(i) [|-]1 el -2 sdo equivalentes;

(iii) 3¢ >0 Id >0 : Ve eV |z|1 < clz|l2 < d||z]1-

33



2013/14

Demonstragdo. As duas normas sao uniformemente equivalentes se e sé se, por definicdo, as fungoes
identidade (V|| - l1) = (V| - |l2) e (V, | - ll2) = (V.|| - ||1) s@o fungdes uniformemente continuas, o
que ¢é equivalente — uma vez que sao aplicacoes lineares — a serem aplicacoes lineares limitadas. Isto
é,

AN >0 : |lz]l2 < Nlz|1 e IM >0 : [jz|i < M|z|2.

E agora trivial tirar a conclusao pretendida. L]

Lema. SeT: X —Y ¢é uma aplicagdo linear continua entre espacos normados, definimos
IT) = mf{N >0; Vo € X |T(x)] < Nz[}.

Entao:

(1) |7} = min{N > 0; Vo € X [|T(x)|| < Nlx[|}.

(2) 1T = sup{[|T'(x)[ 5 llzfl <1}

Demonstragao. (1) Queremos provar que, para todo o x € X, ||T'(x)| < ||T] ||z||. Suponhamos,

por reducao ao absurdo, que esta desigualdade nao é valida, isto é, que existe x € X tal que
IT(x)|| > IT]| ||||. Entao fazendo M = % temos que M > ||T'|| e que qualquer valor inferior a
M, nomeadamente qualquer valor entre M e ||T'||, ndo pertence ao conjunto em causa. Logo |||
nao serd o infimo do conjunto, o que é absurdo.

(2) Se [lz]l < 1, [|[T'(@)|| < |T[H[=]] < [Tl Logo, [T é um majorante do conjunto {|[T'(z)]; [lz[| <
1}. Suponhamos agora que N é um majorante qualquer deste conjunto. Entdo, qualquer que seja

2 € X\ {0}, [T = [T ()l < Nllz[l, e entdao N = || T, por definigao de ||T]. =

Teorema. Se X eY sao espacos normados,
|7 = inf{N > 0 ¥z € X |T(x)] < Nlje]}

define uma norma no espago vectorial L(X,Y") das aplicagoes lineares limitadas de X em Y.

Demonstracdo. Exercicio. [

Lema. Se X, Y e Z sao espacos normados e T : X —Y e S :Y — Z sao aplicagoes lineares
continuas, entdo SoT : X — Z é um aplicagdo linear limitada e ||S o T|| < ||S||||T|.

Demonstracdo. Exercicio. [
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16 Construcao de novos espagos normados

Vejamos agora como definir novos espacos a custa de espagos dados.

SUBESPACO NORMADO: Se X é um espaco normado, um seu subespaco normado é um subes-

paco vectorial equipado com a norma induzida pela norma de X.

SUBESPACO GERADO: Dado Z C X, chama-se subespaco linear gerado por Z a
n
linZ ={> Mz : €2, M€K, n=12-}
k=1

(que é o menor subespaco que contém 7).

Podemos também considerar o menor subespaco fechado que contém Z, e que denotamos por

linZ. Note que linZ é exactamente o fecho de linZ.

NUCLEOS E IMAGENS: Se T': X — Y é uma aplicacao linear entre os espacos normados X e
Y, o seu nicleo KerT = {z € X ; T'(z) = 0} é um subespago de X enquanto que a sua imagem
Im7T = T(X) é um subespaco de Y.

ESPACO QUOCIENTE: Se X é um espaco vectorial e Z é um seu subespaco, consideramos em X
a relacao de equivaléncia ~ definida por z ~ y se x —y € Z. Note que a classe de equivaléncia
de z € X é [x] = o+ Z; em particular [x] = 0 se e sé se x € Z. A estrutura de espago
vectorial em X induz naturalmente uma estrutura de espaco vectorial em X/ = {[z]; z € X }:

Az] 4+ ply] :== [Ax + py]. Denotamos este espacgo por X/Z.

Se Z for um subespaco fechado de X podemos definir em X/Z uma norma:
I[zllo :== inf{|lyl|; y ~ x} = inf{[|z + 2||; z € Z}.

Chamamos ao espac¢o normado X/Z o espagco normado quociente e & norma || - || norma quo-

ciente.

Em particular, se T : X — Y é uma aplicacao linear limitada, entdao o seu niicleo Z = KerT é

um subespago fechado de X e induz uma aplicacao linear Ty : X/Z — Y.

Proposicao. Sejam T : X — Y uma aplicagdo linear limitada entre espagos normados, Z = KerT
eTy: X/Z =Y a aplicagdo linear induzida por T. Entdo Ty € uma aplicagao linear limitada e a

sua norma € exactamente ||T|. "

SOMA DIRECTA DE ESPACOS NORMADOS: Suponhamos que Y e Z sao subespacos fechados
dum espago normado X tais que Y NZ = {0} e Y + Z = X. Note que nesse caso X pode
identificar-se com Y x Z. Nesse sentido, se as projecgoes py : X — Y e py : X — Z sao
continuas (i.e. aplicagoes lineares limitadas), diz-se que X é a soma directa de Y e Z e escreve-se
X=YaoZ={(y,2);yeY,z€ Z}.

Por outro lado, dados dois espagos normados Y e Z, podemos definir a sua soma directa Y & Z
e equipar este espago vectorial com uma norma ||(y, z)|1 = |ly]| + ||z]]. (De facto, podemos

definir | - ||, para qualquer natural p ou para p = co como se fez em R2.)
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Espaco DUAL Dado um espago vectorial X, o seu dual algébrico
X' ={f:X — K| f aplicacao linear},

é um espago vectorial. (Aos elementos de X* chamamos funcionais lineares.) Se X é um espago

vectorial normado, definimos o seu espa¢o dual
X*={f:X — K| f aplicagao linear limitada},
que, como ja vimos, é um espago vectorial munido de uma norma || - ||, definida por

[fIl = mf{N > 0; Vo € X |[f(2)]| < N[}

Lema.
(1) Se f € X', as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(i) feX*;
(ii) f(B1[0]) € um subconjunto limitado de K ;
(iii) f(B1[0]) # K.

(2) Para f € X*, as sequintes condigoes sao equivalentes:

@ [l <15
(i) Vo € B1(0) |f(z)] < 1;
(i) f~1(1) N Bi(0) = 0.

Demonstragao.  (1): (i) < (ii) foi provado no Teorema da pag. 32. (ii) = (iii) é ébvio. Falta
provar que (iii) = (ii), ou, o que é equivalente, que, se f(B1[0]) ndo é um subconjunto limitado,
entdo f(B1[0]) = K. Seja A € K \ {0}. Se existir € B1[0] com |f(z)| > |A|, entdo, tomando
(z) € K, temos || 52]| < |zl <1 e f(F2) = 3 f(x) =

(2):
(iii) =
f&) = f

Se f € X', definimos I(f) = f~!(1). Note que, se f # 0, entdo existe xzo € X tal que I(f) =
{zo} + Ker(f): basta considerar z; € X tal que f(x1) #0 e x¢: f(:cl) x7.

(i) = (ii): Se |If|l < 1, entdo, para = € B;(0), |f(x)] < ||z|| < 1. (ii) = (iii) é 6bvio.
(i): Se ||f]l > 1, entdo existe z € X tal que |f(z)| > [|z||. Logo 2’ := f(x)x € B1(0) e
(L ) = (=) _ 1.

F@*) = F@) T

HIPERPLANO

Um hiperplano afim (ou simplesmente um hiperplano) é um conjunto da forma
H=A{zo} +Y ={z0+y;yeY}

onde g € X e Y C X é um subespaco de codimens3o 1 (isto é, tal que dim X/Y = 1). Diz-se entao

que H é uma translacdo de Y.
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Estudemos agora em paralelo algumas propriedades do dual algébrico e do espago dual do espaco

normado X.

Teorema. Seja X um espacgo vectorial.

(1) Se f € X"\ {0}, entdo existe xop € X tal que todo o x € X se escreve de forma unica como
x =y+ A\xg, ondey € Ker(f) e A € K. Logo, Ker(f) € um subespago de codimensdo 1 e I(f)

é um hiperplano (que ndao contém 0).
(2) Se f,g € X'\ {0} entdo f = g, para algum X € K \ {0}, se e sd se Ker(f) = Ker(g).

(3) A correspondéncia f — I(f) define uma fungao bijectiva entre as funcionais lineares nao nulas

e os hiperplanos que nao contém 0. [

Teorema. Seja X um espago normado.

(1) Seja f: X — K uma funcional linear nao nula.
Se f € limitada, entao Ker(f) e I(f) sao fechados e tém interior vazio.

Se f nao € limitada, entdo Ker(f) e I(f) sao densos em X.

(2) A correspondéncia f — I(f) define uma bijeccao entre as aplicagoes lineares limitadas nao

nulos e os hiperplanos fechados que nao contém 0.

Demonstragao. (1) Sejam f € X*\ {0} e zg € X tal que f(xg) # 0. Como f é continua,
Ker(f) = f~1(0) e I(f) = f~'(1) sdo fechados. Para verificar que tém interior vazio basta notar

que, quaisquer que sejam x € X e € > 0,

f(z +exo) = f(x) +ef(wo) # f(2).

Para provar que, se f nao é limitada, Ker(f) é denso, suponhamos que Ker(f) nao é denso, isto é,

que existem g € X e r > 0 tais que B,(xzo) NKer(f) = 0. Entao podemos concluir que || f|| < [f (o)l

de facto, se |f(x)| > MHacH para algum z € X, entao y := zp — a:;g;)) € B, (z9) NKer(f).

-
(2) Segue imediatamente de (1) e do teorema anterior. "

17 Espacos de Banach
EXEMPLOS.

(1) R™ ou C", como espagos vectoriais, com a norma

'fL 1
lzfl = (D lal?)2
i=1

onde x = (z1,- -+ ,x,), sdo espagos de Banach.
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(2) Se X é um conjunto, o espaco vectorial £(X,R) = £(X), munido da norma (do supremo ou

uniforme)

[ fIl = sup | f(z)] = p(f,0)
zeX
é um espacgo de Banach.

(3) Se X é um espaco topoldgico, o espago vectorial C*(X,R) = C*(X) das fungoes continuas e
limitadas de X em R é um espago de Banach quando munido da norma do supremo. Em
particular, se X é um espago compacto, o espaco vectorial das fungoes continuas C(X) =

C(X,R) é um espago normado para a norma do supremo. Note-se que, como f(X) é um

t = .
compacto, || f[| = max | f(z)]

Teorema. SeY for um espago de Banach, entao L(X,Y) é um espago de Banach.

Demonstracao.  Seja (T),)nen uma sucessao de Cauchy em L(X,Y). Entao, para todo o x € X,

uma vez que
[T (2) = T (@)|| = [(Tn = Ton) (@) || < T = Tl Nl [},

concluimos que (75,(x)) é uma sucessao de Cauchy em Y, logo convergente. Designemos por T'(x)
o seu limite. Definimos assim uma funcao T : X — Y. Temos agora que verificar que T' é uma

aplicacao linear limitada e que T;, — T. Dados x1,79 € X e A1, Ao € K,

T(/\lxl + )\21‘2) = nh—%lo Tn()\lxl + )\2:(}2) = 7}1_>r{.10(/\1Tn(x1) =+ /\QTn(JJQ))
= )\ lgn Tn(a?1) + Ao lgn Tn(ajg) = )\1T($1) +)\2T(x2),

logo T é uma aplicacao linear. Para verificar que é limitada, consideremos € > 0. Porque (7,) é de
Cauchy, existe p € N tal que, se n > p e m > p, entdo |1, — T)|| < €. Entao, quaisquer que sejam
reXem?>p,

I7() — Ton() | = 1 Jim To)) — T(@)l] = | Jim (T — To) @) = T [[(Ty — To) ()| < el

Logo
IT(2)]] < ellz]l + 1T (@)]| < (& + [Tl 2],

e entdo T' € L(X,Y); mas também se conclui da desigualdade anterior que || T — T,,,|| < e. Logo

T,, — T, como queriamos demonstrar. [

Teorema. Todo o espaco normado € subespaco denso de um espaco de Banach.

Demonstragao. Sejam X um espago vectorial normado e Y o espago métrico definido na demons-
tracao do Teorema da Pag. 27. Vamos verificar que Y é um espago vectorial normado, que tem X
como subespaco vectorial normado denso.

(1) Y é um espaco vectorial:

Se [(zn)] €Y e A € K, definimos [(z,,)] = [(Az,)]. E facil verificar que se (2,,) ~ (yn) também
(Azyn) ~ (Ayn), e portanto a multiplicacao por A estd bem definida.

Se [(#n)], [(yn)] € Y, definimos [(#,)] + [(yn)] = [(#n + ¥s)]. E mais uma vez fécil verificar que a

adicao esta bem definida.
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Além disso, estas operacoes estendem as operagoes do espacgo vectorial X, tornando-o um subes-

pago vectorial de Y.
(2) Para cada [(z,)] definimos ||[(xy)]|| = v([(xn)],0) = lim,, ||z,|]. Usando a Observacao (3) da

pag 30, para verificarmos que || - || é uma norma em Y basta verificar que

Y([(@n)] + [(z0)], [(yn)] + [(z0)]) = v([(zn)] [(yn)])
e que
YA@n)]s Al(yn)]) = (A ()], [(gn)]) -

A({n)] + )] ()] + () = T d(n + 2,5+ 20) = i 0+ 20— (0 + 20
= tim, e = gl = (@), (@), €

)] Al(yn)]) = im (A Agi) = lim [ Az, — M| = A1 [ — gal] = [Ny ([(n)], ().

Finalmente, esta norma estende a norma de X e o resultado estd provado. ]

SERIE CONVERGENTE/SERIE ABSOLUTAMENTE CONVERGENTE

Dado um espaco normado X, uma série Z xr em X (isto é, com x; € X para todo o k € N) diz-se:
k=1

n

(1) convergente para = € X se a sucessao das somas parciais (sp), = (Z xk)n convergir para x,

k=1

isto ¢é
n
lim Hx - Zka =0;
n—oo
k=1
o0
(2) absolutamente convergente se a série Z |zn|| convergir em RT.
k=1

Lema. Num espaco de Banach toda a série absolutamente convergente € convergente.

Demonstragao. Basta-nos provar que a sucessao das somas parciais (s, ) de uma série absolutamente
(o) o0

convergente Z 2k € uma sucessao de Cauchy. Sejae > 0 e sejap € N tal que Z llzx|| < e. Entao,

k=1 k=p+1
se m >mn > p,

m m oo
Iso—sml =] 3 @l < 3 el < 3 flanll <e.
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

OBSERVAGAO. Quando, num espago métrico, queremos provar que uma sucessao de Cauchy (z,)
converge, podemos supor, sem perda de generalidade, que d(zy, ) < 2% para todo o m > n, pois
dada qualquer sucessao de Cauchy é facil construir uma sua subsucessdo com esta propriedade, a
qual convergird se e s6 se a sucessao dada convergir, como indicamos em seguida.

De facto, se (z,,) for de Cauchy, podemos construir uma sua subsucessao (T,(n))nen da seguinte

forma:

(1) existe p1 € N tal que, se n > p1 e m > pq, entao d(n, Tm) < %; em particular, d(zp,, zm) < %

se m > p1; definimos ¢(1) = py;
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(2) de igual modo, existe po € N tal que, se n > pa e m > pa, entdo d(xn, Tm) < tomando

¢(2) = max{pa, p1 + 1}, temos que d(x, (), m) < 2%, sem > p(2), e o(2) > ¢(1);

227

(3) dado n € N e supondo ja definidos ¢(1) < ¢(2) < -+ < ¢(n — 1) tais que, se m > p(k), entao
d(T (), Tm) < 2%, escolhemos ¢(n) € N tal que p(n) > p(n—1) e tal que, se m > ¢(n), entao
d(xp(n),xm) < 2%

A sucessao (Ty(n))nen assim definida verifica a propriedade pretendida.

Teorema. Um espaco normado é completo se e sé se toda a sua série absolutamente convergente

€ convergente.

Demonstragao. (=-): foi provado no lema anterior.

(<): Suponhamos que X é um espago normado onde toda a série absolutamente convergente é
convergente, e seja (z,) uma sucessio de Cauchy em X tal que ||z, — zm| < 5 para todo o n € N

em >n. Sejam xg = 0 e yp = zx — xx_1 para k € N. Entao (z,,) é a sucessao das somas parciais
(o] (o]
da série Z yr. B facil verificar que a série Z yr € absolutamente convergente, logo converge para

k=1 k=1
algum z € X, ou seja =, — . n

OBSERVACAO. O uso de séries permite-nos falar de bases de um espaco de Banach: uma sucessao

(e;)ieny € uma base de um espago de Banach X se todo o z € X se escrever, de forma tnica, como
oo

soma de uma série x = E Ai€;. Por exemplo, o espaco das sucessoes [, tem uma base candnica
i=1
(€;)ien, onde e; = (0,...,0,1,0,...) = (Oni)nen, onde d;; = 1 e §p; = 0 se n # i.

18 Espacgos normados de dimensao finita

Lema. Em [} (real ou complexo), o subespago B1[0] € compacto.

Demonstracao. Exercicio. [

Teorema. Num espacgo vectorial de dimensdo finita quaisquer duas normas sdo equivalentes.
Demonstragio. Dado um espago vectorial V' de dimensao n, com base (e;)I" ;, vamos provar que
n n

qualquer norma || - || em V é equivalente & norma || - ||1, definida por H Z )‘ieiH1 = Z |Ai|. Sejam

= 1
Si={zeV;|zli1=1}e f: (S, |1) = R, com f(x) = ||z|. Como Sp é um subconjunto fechado

da bola fechada unitdria em l , S1 é compacto. Além disso, se x = Z Tie; ey = Z Yi€is
=1 i=1

n

[f(@) = F)l = [llz] = llyll] < ||$_y||:HZa7iei_ZyieiH < D lzi— yilllell

i=1

N

IN

(max fleil) E:hh yil = (max fleill)llz = ylh,
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e entao f é uma funcao continua. Logo, tem maximo M e minimo m. Note-se que m > 0 uma vez

que |f(z)| = ‘Hx\H > 0 para todo o x € S;. Logo, atendendo a que:
x x
(Ve € VA{O}) llzll = llzllf(5—) e m< f < M,
ER NER

obtemos,
(Ve e V) mlz|y < 2| < Ml

Corolario. Se X eY sdo espacos normados e X tem dimensdo finita, entdo qualquer aplicacao

linear T : X —'Y € continua.

Demonstragio. A fungdo || - ||" : X — R definida por ||z||" = ||z| + ||T(x)|| é uma norma em X.
Como || - || e || - |I' sdo equivalentes, existe N > 0 tal que ||z||" < N||z||, para todo o x € X. Logo
IT(x)|| < [|=]]" < Nl|| e entao [[T]| < N. =

Definigcao. Dizemos que dois espagos vectoriais normados X e Y sao isomorfos se existir uma
aplicacao linear limitada bijectiva X — Y com inversa também limitada (e necessariamente linear

e bijectiva).
Corolario. Dois espagos normados de dimensao finita sao isomorfos se e sé se tém a mesma
dimensao.

Demonstragao. Ja sabemos que dois espagos vectoriais de dimensao finita isomorfos tém a mesma
dimensao. Por outro lado, se os dois espagos X e Y tém a mesma dimensao, finita, entdao existe
uma aplicacao linear 77 : X — Y com inversa 75 : Y — X, também linear. Pelo corolério anterior,

as aplicagoes T7 e T, sao continuas. [

Corolario. Todo o espaco normado de dimensdo finita € espago de Banach.

Demonstragao. Sai do corolario anterior e do facto de [ ser completo. [

Corolario. Num espago normado de dimensdo finita X um subconjunto é compacto se e so se é

fechado e limitado. Em particular a bola unitdria fechada e a esfera unitdria fechada
BX)={z e X; |z[ <1} e S(X) = {z € X; [lz]| = 1}

sao compactas.

Demonstragao. Segue do facto do resultado ser valido em (3. [

Corolario. Todo o subespaco de dimensdao finita de um espaco normado € fechado.

Demonstragao. Como espago de dimensao finita, o subespaco é completo, logo necessariamente

fechado como subespaco. [
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19 Teorema da Aplicacao Aberta e Teorema do Grafico Fechado

Lema. Seja X um espago métrico completo. Se F} DO Fo D --- D F, D --- € uma sucessdo de

subconjuntos fechados nao vazios de X tal que lim diamF,, =0, entdo ﬂ F, # 0.
n—-+oo neN

Demonstragao. Para cada n € N, seja x,, € F,,. Entao, porque diamF,, — 0, a sucessao (Zp)neN
é de Cauchy. Logo x, — x € X, porque X é completo. Além disso, porque, para cada k € N, a
sucessao (Tp4k)neN € uma subsucessao da primeira que estd contida no fechado Fy, x4, — x € F.

Logo z € ﬂ F,. m
neN

Teorema de Baire. Seja X um espago métrico completo. Se (Ap)nen € uma sucessao de subcon-

juntos abertos e densos de X, entdo A = ﬂ A, € denso em X.
neN
[Um espaco topoldgico com esta propriedade diz-se um espago de Baire.]

Demonstragio. Sejam x € X e r > 0. Queremos provar que A N B,(x) # (). Como A; N B,(x) é
um aberto nao vazio, existem z; € X e s > 0 tais que Bg(z1) € A1 N B,(z). Podemos ainda afirmar
que existe r; €]0, 1] tal que

By, [z1] € A1 N By(x).
De igual modo, atendendo a que Ay N By, (z1) é um aberto nio vazio, existem zo € X e ry €]0, 5]
tais que

By, [x2] € Ay N By (21).

Supondo ja escolhidos xj e rp €10, %[ tais que By, [zr] € A N By, ,(xkx—1), e atendendo a que

Aj41 N By, (x) é um aberto ndo vazio, podemos escolher ;11 € X e rp4q €10, %—H[ tais que

BTk+1 [mk-‘rl] - Ak+1 N Brk (mk)

Construimos assim uma sucessao encaixada (B, [zy])nen de subconjuntos fechados nao vazios de

X com diam(B;, [z,]) < 2. Pelo lema anterior, existe 2o € m By, [za] C ( m Ay) N By(x), como

neN neN
queriamos demonstrar. n

Corolario. Se um espago métrico completo é reunico numerdvel de subconjuntos fechados, entdo

pelo menos um deles tem interior ndao vazio.

Demonstragao. Seja (Fy)neny uma familia numerével de subconjuntos fechados tal que U F,=X.
neN
Entao cada X \ F,, é aberto e ﬂ (X \ F,) = 0. Pelo teorema anterior concluimos que algum dos

neN
conjuntos X \ F nao é denso, isto é F tem interior nao vazio. m

Definigoes. Um subconjunto Y de um espaco topoldgico X diz-se:
(1) raro se o interior do seu fecho for vazio;

(2) de primeira categoria se for reuniao numeravel de subconjuntos raros;
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(3) de segunda categoria se nao for de primeira categoria, isto é, se Y C U F,, com cada F,

neN
fechado, entao existe k € N tal que int(Fy) # 0.

[Nota: O complementar de um subconjunto raro é denso.|

Corolario. Um espaco métrico completo é de sequnda categoria. Além disso, num espago métrico

completo o complementar de um subconjunto de primeira categoria € de sequnda categoria. [

Teorema da Aplicagao Aberta. Sejam X e Y espacos de Banach e seja T : X — Y uma

aplicacao linear limitada sobrejectiva. Entao T é uma aplicagao aberta.

Demonstragao. Na prova deste teorema vamos usar os dois lemas que enunciamos em seguida.

Omitimos a demonstracao do primeiro por ser bastante técnica: cf. [Bollobds, pag. 79].

Lema. Suponhamos que X e Y sdo espagos normados, X € completo e T € L(X,Y) € tal que
T(B;(0)) 2 Bs(yo)- Entio T(Br(0)) 2 Bs(yo).

Lema. SeT é uma aplicacao linear limitada, as sequintes condi¢oes sdo equivalentes:

(i) T € uma aplicagdo aberta;

(ii) T'(B1(0)) € aberto;

(iii) 0 € int(T(B1(0)));

(iv) int(T(B1(0))) # 0;

(v) int(T(B0))) £ 0.
Demonstragao. Para provar o lema basta verificar que (iv) = (iii) e que (iii) = (i), uma vez que as
implicagoes (i) = (ii) = (iii) = (iv) = (v) sao imediatas e que (v) = (iv) segue do lema anterior.
(iv) = (iii): Sejam yo € Y e r > 0 tais que B,(yo) C T(B1(0)). Entao também se tem B, (—yo) C
T(B1(0)) e podemos ainda concluir que B,.(0) C T(B1(0)). De facto, se y € B,(0), entdo yp +y €

Br(y0) € T(B1(0)) e =yo +y € Br(—yo) € T(B1(0)), logo yo +y = T(x0) € —yo +y = T(z1), com
xo, 21 € B1(0). Portanto

1 1 1 1
= — —— :T oy by
Yy 2(yo+y)+2( Yo +y) (2x0+2«’131)7

com %xo + %xl € B1(0).
(iii) = (i): Para provar que T é aberta, basta verificar que, quaisquer que sejam xp € X e s > 0,

T(xzo) € int(T(Bs(zp))). Da condicao 0 € int(7(B1(0))) concluimos que existe r > 0 tal que
B,(0) CT(B1(0)). Logo B,s(0) C T'(Bs(0)) e entao B,s(T(xg)) C T'(Bs(xp)). "

Resta-nos agora provar o teorema. De

v = 7(x) = | TB0) = | w 1B 0),

neN neN
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e do facto de Y ser de segunda categoria podemos concluir que existe n € N tal que
int(n T(B1(0))) # 0. Logo int(T(B1(0))) # 0 e entdo, pelo segundo lema, T' é uma aplicagao

aberta. .

Teorema da fungao inversa. Se T : X — Y for uma aplicagcdo linear continua bijectiva e X e Y

forem espagos de Banach, entdo a sua fungao inversa € também uma aplica¢do linear limitada. =

Teorema do gréafico fechado. Sejam X e Y espacos de Banach e T : X — Y uma aplica¢do

linear. Entdo T € limitada se e s6 se o seu grdfico
NT)={(z,T(z));z e X} CX xY
€ fechado na topologia produto.

Demonstragao.  Ja vimos que o grafico de uma funcao continua cujo conjunto de chegada seja
separado é fechado. Falta-nos provar o reciproco.

EmZ=X@Y = X xY consideramos a norma

Gz o)l = Nl + Nyl

Entao a fungao de inclusao ¢ : I'(T') — Z = X x Y é continua, sendo I'(T") um subconjunto fechado

de Z. Como Z é um espago de Banach, I'(T") é um subespago completo. A aplicacao linear

U:I(T) —» X
(z,y) — =

é uma bijecgao continua, logo, pelo teorema anterior, é um homeomorfismo; donde, a fungao inversa
T:X — I(T)

é uma aplicacao linear limitada. Portanto, escrevendo
z = (2, T(2))

X -Loy)=(x LT(T) > X xY 25 v,

concluimos que T' é composicao de funcgoes continuas, logo é continua. [
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20 O Teorema de Hahn-Banach

Neste capitulo um dos nossos objectivos é provar o seguinte

Teorema de Hahn-Banach: Versao Geométrica. Seja X um espaco normado real. Se A e B
sdao dois subconjuntos converos nao vazios de X tais que AN B = e A é aberto, entdo existe um

hiperplano fechado que separa A e B.

Em primeiro lugar defina-se o que se entende por separagao por um hiperplano. Todo o hiperplano
H corresponde a uma funcional linear f, como vimos atrds. Diz-se que H = f~1({a}) separa A e
BseAC{reX,; f(x) <a} eBC{xe X; f(xr) > a}. No caso do teorema acima, o facto do

hiperplano ser fechado significa que a funcional linear f é continua.

Para provar o teorema vamos em primeiro lugar considerar, para cada subconjunto convexo C

de um espaco vectorial X, a funcao

pc: X — [0,00]
z — inf{A>0; 2z € \C},
a que se chama funcional de Minkowski. Esta fungdo nao é em geral uma norma, mas tem pro-

priedades andlogas, embora mais fracas. (Nota: Quando C é a bola aberta unitdria de um espacgo

normado X, entao po é exactamente a norma de C, como ja vimos.)

Definigao. Se X é um espago vectorial, uma fungao p: X — RU {00} = Ry diz-se uma funcional

convexa se verificar as seguintes condicoes
(1) Vt > 0 p(tx) = tp(x) [positivamente homogéneal;
(2) Vz,y € X Vt e [0,1] p(tz+ (1 —t)y) <tp(x)+ (1 —t)p(y) [convexa].

OBSERVAGOES: (a) Na presenca de (1), a condicao de ser convexa é equivalente a ser sub-aditiva,

isto é:
(2) Va,y € X p(x+y) < plx) +ply).

(b) As operagoes em R, sao as naturais: Vr € Roo+r =00+00=00; 0-00=0e t-00 = 0o para
t > 0. Além disso, 0o é o elemento méximo de R...
(c) Toda a norma é uma funcional convexa; toda a funcional linear é uma funcional convexa.

(d) Dado um conjunto X e duas fungoes ¢,9 : X — R (ou Ry), diz-se que ¢ domina ¢ (ou v é
dominada por @) se, para todo o z € X, (z) < p(x).

(e) Uma funcional linear f : X — R é dominada pela funcional convexa p : X — R, z +— N||z||, se
e sé se f é limitada e || f|| < N.

(f) Quando f: X — Z for uma extensdo de g : Y — Z, isto é, quando Y C X e, para todoo y € Y,
f(y) = g(y), escrevemos g C f.

Lema. Sejam Y um subespaco vectorial de codimensdo 1 do espago vectorial real X, p: X — Ry
uma funcional convexa e fy : Y — R uma funcional linear dominada por p. FExiste uma extensao

f: X — R de fy que ainda € uma funcional linear dominada por p.
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Demonstragdo. Como Y tem codimensao 1, existe z € X tal que todo o elemento de X se escreve
na forma r = y + tz para algum y € Y e t € R. Se existir a funcional linear f : X — R que estende

fo, entao f é completamente determinada por f(z) = c:

f(@) = fly+1tz) = foly) + 1f(2) = foly) + te.

Provar a existéncia de f é entao provar a existéncia de ¢ € R tal que, paratodooy €Y et € R,

fly+tz) <ply+tz) < foly)+te<ply+tz).
e Set =0, a desigualdade ¢ trivialmente satisfeita.

e Set>0, paratodooy €Y,

foly) +te<ply+tz) < c<?

(y+ tzi — foly) _ p(3+2) = fol(%);

e Set<0,istoét=—s,coms >0, paratodooy €Y,

—p(y — Sz) + fo(y) _ _p(% _ Z) + fo(y)

foly) —sc<ply—sz) & c=
Logo, f é dominada por p se e s6 se, quaisquer que sejam 3/, y” € Y,

—p(y" = 2) + foy") < e <ply' +2) = fol¥)).

Existird um ¢ € R nestas condigoes se e s6 se, quaisquer que sejam y',y” € Y,

fo) + foy") <py + 2) + p(y" — 2).

Como f é uma funcional linear dominada por p, temos que
o)+ HW") =fold' +y") <p(/ +y") =pl/' +2+y" —2) <ply' +2) +p@y" —2). =

O resultado do Lema pode estender-se ao caso de Y nao ter codimensao 1. A técnica subjacente

é a iteracao do processo de construcao de f. Podemos entao afirmar:

Teorema. SeY for um subespaco vectorial do espago vectorial real X tal que X =lin(Y U{z;; i €
N}) e fo € Y é dominada por uma funcional convera p : X — Ry, entdao fo pode ser estendida a
uma funcional linear f : X — R ainda dominada por p.

Além disso, se X for um espaco normado e fy for uma funcional linear limitada, entdo fy tem

uma extensao f € X* tal que ||f] = || foll-

Demonstragcao. A primeira afirmacao segue do lema anterior, iterando o processo de construcgao de
f. A segunda afirmacéo sai da primeira, atendendo & observacao j4 feita de que fy é dominada pela

funcional convexa p: X — R, x — || foll||=]- n

Teorema da Extensao de Hahn-Banach. Seja Y um subespaco do espaco vectorial real X. Se
fo: Y = R € uma funcional linear dominada pela funcional convexa p : X — Ry, entdo existe uma
funcional linear f : X — R que estende fy e que € dominada por p.

Se X é um espago vectorial real normado e fo € Y*, entdo existe f € X* tal que fo C f e

11 = 1l foll-
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Demonstragio. Consideremos o conjunto F = {f, : Y, = R; f, € Y] e fo C f, < p}, ordenado pela

inclusao C. Se Fy = {f,; v € I'o} C F for um conjunto totalmente ordenado, entao f : U Y, =R,
_ ~v€Tlo
onde f(z) = fy(z) para v € Iy tal que z € Y,, é um supremo de Fy. Logo, pelo Lema de Zorn!, F

tem um elemento maximal, f. Se o dominio de f nao for X, pelo lema anterior f pode ser estendida
a um subespago maior, o que contraria o facto de f ser maximal. Logo f tem dominio X e é uma
extensao de fy nas condigoes pretendidas.

A segunda afirmacao sai agora da primeira, tal como no teorema anterior. L]
Voltemos agora a prova da versao geométrica do Teorema de Hahn-Banach.

Lema. Seja X um espago normado real, e seja C C X um convezxo aberto, com 0 € C. Considere-

se a funcional de Minkowski de C':

pc: X — [0,00]
z +— inf{A>0;2 € AC}.

Entao pc € uma funcional convexa e
(1) (3M > 0) (Vz € X) 0 < po(z) < M||z|;

(2) C={z € X;pc(r) <1}.

Demonstragao. E facil verificar que po é uma funcional convexa (usa os argumentos do exercicio

proposto n.o 8).

(1) Como C' é um aberto contendo 0, existe r > 0 tal que B,[0] C C. Logo, para todo o z € X,
ﬁa} € B,[0] C C, e entdo pc(z) < L|z|.

(2) Se x € C, existe € > 0 tal que (1+ &)z € C, donde pe(z) < l—is < 1. Por outro lado, se

pc(r) < 1, entdo existe a €]0, 1] tal que z € aC, logo a~tx € C. Temos entdao x = a(a™1z) + (1 —

a)0 e C. "

Lema. Sejam C C X um aberto convero nao vazio e xg € X \ C. FEziste f € X* tal que
f(x) < f(zo) para todo o x € C. Em particular, o hiperplano {x € X ; f(z) = f(xo)} separa {zo}
eC.

Demonstragdo. Suponhamos que 0 € C. Sejam Y = Rxp e g : Y — R a funcional linear continua

definida por g(txo) = t, para todo o t € R. Entao, para todo o x € Y,
9(z) < pe(a) = inf{A > 0; 5 € C}.

Pelo Teorema de Hahn-Banach existe uma funcional linear continua f : X — R tal que f D g e
f(z) < pc(x) paratodo o x € X. Entao f(xg) =1e f(z) < 1 paratodo o x € C. Logo, o hiperplano

f7Y({1}) separa {zo} e C. -

Demonstragdo do Teorema. Seja C = A— B ={a—b;a € A, b € B}. Entao C é convexo,

e é aberto porque C' = (J,.5(A — {y}), e A — {y} é aberto. Porque ANB =0, 0 ¢ C. Logo,

yeB

Lema de Zorn(que é equivalente ao Axioma da Escolha): Todo o conjunto ordenado tem elemento mazimal desde

que todo o seu subconjunto totalmente ordenado tenha majorante.
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existe f € X* tal que f(z) < 0 para todo o z € C. Mas entdo, para todo o a € Ae b € B,
fla—=10b) = f(a) — f(b) < 0, ou seja, f(a) < f(b). Mas entao os subconjuntos nao vazios f(A) e
f(B) de R sao limitados, respectivamente, superior e inferiormente, logo o primeiro tem supremo
e o segundo infimo. Existe entdo o € R tal que sup f(A) < a < inf f(B) e dai se conclui que o
hiperplano fechado H = {z € X ; f(z) = a} separa A ¢ B. n

O Teorema de Hahn-Banach pode ser estendido ao caso dos espacos vectoriais complexos.

Teorema. Sejam Y um subespaco de um espagco normado complexo X e fo € Y*. FExiste uma

extensao f € X* de fo a todo o X que tem exactamente a norma de fy.

Demonstragdo. Usamos as fungoes r e ¢ estudadas no Exercicio 135. Pelo teorema anterior podemos
estender 7(fp) a uma funcional linear g : Xg — R, limitada, com ||g|| = [|7(fo)|| = || fol|. A funcional
complexa f = c(g) € X* estende fy e verifica ||f|| = || fol|- "

Vejamos agora algumas consequéncias do Teorema de Hahn-Banach.

Se X e Y sdo espagos normados, existe uma fungao (natural) do espago das aplicagoes lineares

de X em Y no espaco dos aplicacoes lineares de Y* em X™:
FIX,Y) — F(Y™* X%
T:Y" — X*
f = foTl.

X£>Y —

E facil ver que, se T' é uma aplicagao linear, entdao 7" é também linear.

Teorema. Se X eY sdao espacos normados el : X — 'Y é uma aplicacdo linear limitada, entdo

T*:Y* = X* € uma aplicagdo linear limitada e |T*|| = ||T||.

Demonstragcao. Ver resolucao da segunda frequéncia. [

Dado um espaco vectorial X, com dual X’ e bidual X", existe uma aplicacao linear injectiva

X — X"=F(F(X,K)K)
" F(X,K) —» K
f = f(z).

X

(Esta funcao é um isomorfismo se X tiver dimensao finita.)
Se X for um espago normado, esta aplicagao pode ser considerada entre os espacos normados X
e X**,

X — X*
T:X* - K
r —
fo= flo).
De facto, como |z(f)| = | f(x)| < || |||z, & é uma funcional linear limitada, e, além disso, ||Z| < ||z].

Teorema. A correspondéncia x — & define uma funcdo X — X** que preserva a norma.

Demonstragio. Para x € X com = # 0, seja f € X* tal que f(z) = ||z||. Entéo ||f] = 1e
2N = [f @) = llzll e [2(H] < [[ZIF = 2]l logo [l < [|Z]- =
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[Esta é uma forma natural de ver X como subespago
de um espago normado completo, X**, pois a preservagdo da norma implica que seja uma aplicagdo in-
jectiva, continua, e que X tenha a topologia de subespago relativamente a X** ]

Num espaco métrico X, para cada Y C X e x € X, definimos
dist(z,Y) := inf{d(z,y); y € Y}. (Note que dist(z,Y) =0seesésex €Y.)

Teorema. SejaY um subespaco proprio do espago normado X.
(1) Se'Y € fechado, entao Ve>0 dzeS(X)={zeX,; |z| =1} : dist(z,Y) >1—e.

(2) SeY tiver dimensao finita, entao existe x € S(X) tal que dist(z,Y) = 1.

Demonstragdo. Sejam z € X \'Y e Z :=lin(Y U {z}). Consideremos a funcional linear fo: Z — R
definida por fo(y + Az) = A.

(a) Como Y é fechado e Ker(fy) =Y, fo é uma funcional linear limitada e entao, pelo Teorema de

Hahn-Banach, tem uma extensao f € X* tal que || f|| = || fol| > 0. Tem-se ainda Y C Kerf. Como
IfIl= sup |f(x)|, para cada € > 0 existe x € S(X) tal que |f(x)| > (1 —¢)||f||. Entao, se y € Y,
z€S(X)
- ISl [/

(b) Se Y for de dimensao finita, podemos também considerar X de dimensao finita. Entao a restricao
de f a S(X) tem méximo, porque S(X) é compacto. Logo, existe z € S(X) tal que |f(z)| = ||f]]-
Entao, para todo o y € Y, temos

[flz—y)| _ [f(z)]
[z =yl = = =1
il il
|
Teorema. Um espago normado tem dimensdo finita se e so se a sua bola fechada unitdria €

compacta.

Demonstragdo. Se X é um espaco normado com dimensdo infinita, consideramos uma sucessao
(zn,) em S(X) tal que ||z, — || > 1, para todo n,m € N com n # m, cuja existéncia é garantida

pelo teorema anterior. Entao a cobertura aberta (B 1 (a:)) nao tem subcobertura finita, pois

reX
cada uma das bolas abertas contém no maximo um dos termos da sucessao. n
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