Capitulo 3

Relacao de Equivaléncia e

Ordem

3.1 Relacoes de equivaléncia e abstraccoes

Uma relagao bindria R(x,y) em que tanto = como y percorrem certo conjunto,
X, diz-se relacao de equivaléncia se tem as seguintes propriedades:

1) V, R(x,z) — propriedade reflexiva
2) V.V, [R(x,y) = R(y,x)] — propriedade simétrica
3) VoV, V. [R(z,y) A R(y, 2) = R(x,z)] — propriedade transitiva

Por exemplo, sendo X o conjunto das rectas do plano, x,v, ..., a relagao
“r é paralela a y” é relagdo de equivaléncia (se se convencionar que cada
recta é paralela a si prépria); sendo X o conjunto dos nimeros racionais,
Q, a relacao “x é aproximadamente igual a y a menos de 0,001” nao é
relacdo de equivaléncia porque néo satisfaz 3). As relagoes de equivaléncia
intervém no processo mental de abstraccao do modo seguinte: por vezes,
sabemos reconhecer se dois objectos, x e y, tém ou nao certa analogia ainda
que nao saibamos definir a caracteristica comum que os torna analogos, mas,
se a relagdo R(z,y) que traduz essa analogia entre x e y for uma relacao
de equivaléncia, dado um objecto, xg, o conjunto {x : R(xg,z)} que repre-
sentaremos por Ty e se chama a classe de equivaléncia definida por R e xy e o
conjunto &1 = {z : R(z1,x)} em que x; satisfaz R(xq,z1) — isto é, em que x;
é andlogo a xy — sao iguais em virtude de 2) e 3). Deste modo, a propriedade
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34 CAPITULO 3. RELACAO DE EQUIVALENCIA E ORDEM

de pertencer a esta classe de equivaléncia nao depende especificamente de
xg, podendo ser definida por qualquer outro elemento, x;, da mesma classe.
Abstraimos assim um conceito novo, a propriedade comum a zy e aos ob-
jectos analogos (segundo R). Por exemplo, como a relacao de paralelismo
entre rectas do plano é uma equivaléncia, todas as paralelas a certa recta
xo tém uma propriedade comum, que se chama a direccao definida por xg
(ou por qualquer destas paralelas). Pelo contrério, com a relacao de igual-
dade aproximada a menos de 0,001, as coisas passam-se diferentemente: por
exemplo, o n.° 2,4006 tem a propriedade de diferir de 2,4 menos de 0,001
mas a propriedade de diferir de 2,4006 menos de 0,001 j& é outra (2,3992
tem a primeira propriedade mas nao a segunda).

Vimos que, se R(xg, 1), as classes de equivaléncia g e & coincidem.
Vejamos agora que, se ~ R(xg, 1), as mesmas classes sao disjuntas, isto é,
To N &y = 0. Porque, se existisse o € Tg N &1 verificar-se-iam R(zg, x2) e
R(z1,x5), donde, por 2), R(x9,21) e, por 3), R(xg,x1), contradicao.

Exemplo:

No conjunto
X =1{1,2,3,4,5},

“r —y é multiplo de 3”7 é uma relagao de equivaléncia, visto que
V. x — x é multiplo de 3

v, Vy (r — y multiplo de 3 = y — x multiplo de 3)
V.V, V. (z —y multiplo de 3 A y — z multiplo de 3 = z — z mltiplo de 3)

As classes de equivaléncia sao:

Como se vé neste exemplo, e também de um modo geral, uma relacao R
de equivaléncia definida no conjunto X efectua uma decomposicao de X em
subconjuntos (as classes de equivaléncia) dois a dois sem elementos comuns.

Reciprocamente, seja dada uma decomposigao de X em subconjuntos A;:

X =] A4

el
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com
Vier Vjer (i # j = Ai[ ) A4; = 0)

A relagdo R(x,y) definida por Jic; (x € A; Ay € A;), isto é, z ey
satisfazem R sse ambos pertencem a um mesmo dos conjuntos A;, é uma
relacao de equivaléncia.

Demonstremos, por exemplo, que R é transitiva. Suponhamos que R(z,y)
e R(y, z), isto é,

Jier (v € Aj Ny € A))

Eljef(yEAj/\z EA]')

Como
yEAiﬂAj, AZmA] 7&0, dondei:j

(porque i # j = A;NA; =0) de modo que z € A; e 3;(z € A, ANz € Ay),
isto é, R(zx, z).

Dado um conjunto, X, e uma relacao de equivaléncia, R, definida em X,
fica entao definido o conjunto das respectivas classes de equivaléncia, que se

chama conjunto quociente de X pela relagdo R e se escreve X/R ou =

No exemplo supra,

X
& = {1431,{2,5}, {3}

Como a cada elemento = de X corresponde uma e uma sé classe (porque
duas classes distintas nao tém elementos comuns), a classe Z, e como cada
classe, Z, tem pelo menos um elemento (o préprio x), vé-se que a aplicagao
x +— & é uma sobrejeccao X — X/R.

3.2 Cardinais

Um exemplo importante de conceito definido por uma relacao de equivaléncia
é o de ntimero cardinal, ou cardinalidade ou poténcia de um conjunto; dados
dois conjuntos X e Y diz-se que sao equicardinais ou equipotentes ou tém o
mesmo cardinal se existe uma bijeccao de X para Y. A bijecgao i x e o facto
de serem bijeccoes a inversa de uma bijeccao e a composta de duas, mostram
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que esta relacao entre X e Y é, de facto, uma equivaléncia e a correspondente
nocao é a de niimero cardinal !.

As diversas classes de equicardinalidade correspondem, assim, numeros
cardinais %: & que é definida pelo conjunto vazio, @, (e que s6 possui esse
conjunto) corresponde um cardinal a que se chama 0 (zero); a classe de
equicardinalidade de que faz parte o conjunto {(} (e todos os que lhe sdo
equicardinais, como {a}, {24}, etc.) corresponde um cardinal a que se chama
1; chamarse 2 o cardinal do conjunto {0, {0}}, 3 o cardinal do conjunto
{0,{0},{0,{0}}} e assim por diante, considerando de cada vez um conjunto
cujos elementos sao todos os conjuntos anteriores.

Ficam, assim definidos o zero e os niimeros naturais e poderiam definir-se
também, para estes nimeros, as relagoes de desigualdade (<, >, <,>) e as
operagoes (+, —, X, :, potencia¢ao) que ja conhecemos, e demonstrar, a partir
dessas definicoes, as suas propriedades.

Em particular poderia demonstrar-se o principio de boa ordem (em qual-
quer conjunto de nuimeros naturais hd um que é o menor de todos) e o
principio de indugao completa: se P(n) é uma propriedade da varidvel natu-
ral n,

P(1) AV, [P(n) = P(n+1)] = ¥, P(n)

Os numeros naturais constituem um conjunto N, cujo cardinal (chamado
alefe-zero, Xy) jd ndo é um nimero natural, pois (num sentido intuitivamente
evidente, mas que adiante se definird), os primeiros sao finitos e o segundo
nao.

Poderia ainda pensar-se que todos os conjuntos infinitos tinham o mesmo
cardinal, mas nao é verdade: alguns tém “mais elementos” que outros, se se
definir esta nocao do seguinte modo:

Dados dois conjuntos X e Y, diz-se que X < Y se existe uma injeccao
i+ X — Y (o que sucede, por exemplo, se X C Y). Se isto se verifica, 7
¢ também uma bijecgdo X — i(X) C Y e, reciprocamente, se existe uma
bijeccao b : X — Y; C Y, b é também uma injeccao b : X — Y. Em
particular, se X = Y existe uma bijeccio b : X — Y e b~!' é também

1O cardinal do conjunto A representa-se aqui pela sua primitiva notacio: A. Outras
sdo Card A e #A.

2A ideia de definir deste modo o nimero de elementos de um conjunto, que aparece por
vezes atribuida a Russell, foi exposta ja em 1884 pelo matemadtico alemao F.L.G. FREGE
(1848 - 1925) a quem se deve a fundamentagdo da aritmética na légica.
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bijectiva: Y — X, donde

X=Y=X<YAY<X
Podem entao, em principio, acontecer quatro casos:

?S?/\?S? (isto é, existem injecgoesi: X — Y e j:Y — X)

E necessério recorrer agora a dois teoremas importantes da teoria dos con-
juntos que nao poderemos demonstrar aqui. O primeiro afirma que

Vvayg?\/?S?,

propriedade que, por vezes, se chama dicotémica (da relagao <) ficando deste
modo excluido o 4.° caso.

O outro teorema é o de BERNSTEIN, e afirma que

=l

=X =

>l

AY <

&l
all

<

isto é, se existem injeccoes 7 : X — Y e 5 : Y — X existe uma bijeccao
b: X —Y.

Deste modo, dados os cardinais de dois conjuntos quaisquer, X e Y, ou
se estd no primeiro caso eX :_7, ou no segundo e diz-se entdo que X <Y
porque é X <Y mas nao X =Y, ou no terceiro e diz-se entdo, por motivos
analogos, que Y < X. Este resultado constitui a propriedade tricotémica da
desigualdade de cardinais.

Definamos agora conjunto finito e conjunto infinito.

Representando por X* C X o facto de ser X* C X mas X* # X, o que
se exprime também dizendo que X* é parte propria de X, diz-se que X ¢é
finito se nenhuma parte prépria de X é equicardinal a X (isto é, se nao existe
nenhuma bijeccao b : X — X* C X).
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Por exemplo, {a, b} com a # b é finito porque as suas partes préprias sao
0, {a} e {b}, e facilmente se vé que nenhuma ¢é equicardinal a {a,b}. Um
conjunto que nao ¢é finito diz-se infinito e o seu cardinal chama-se transfinito.
Um exemplo simples é o do conjunto N que é equicardinal a N\ {1}, pela
bijecgdo b(n) = n + 1, ou ao conjunto {1,4,9,16,...} dos quadrados dos
nimeros naturais . Estes conjuntos e todos os que sao equicardinais a N
chamam-se conjuntos numeraveis, isto é, que podem ser numerados usando
apenas os numeros naturais e todos eles.

Nao podemos desenvolver aqui a teoria dos nimeros cardinais (finitos ou
transfinitos) e das suas relagoes e operagoes mas vamos citar alguns resultados
importantes demonstrando alguns.

a) A infinito = A>N

Suponhamos que existe b : A — A* C A. A\ A* tem pelo menos um
elemento, a;. Seja as = b(ay), a3 = b(az), ... e em geral a,11 = b(ay,).

Mostremos que estes elementos sao todos distintos.

Com efeito, se nao fossem todos distintos, pelo principio de boa ordem
haveria um indice m que seria o menor indice tal que

E|n>m A, = Q.

De n > m deduz-se sucessivamente n > 1, a,, = b(an—1), a, € A* (por ser
imagem na bijecgao b), a,, € A* (por ser = a,), am = b(am-1), b(am-1) =
b(an-1) € am—1 = a,—1 por ser b bijectiva. Mas isto contraria a hipdtese de
ser m o menor indice, tal que

E|n>m A, = Qp.
b) A >N = A infinito
Seja ¢ uma injecgao: N — A. i é também uma bijecgao i : N — i(N) que
tem uma inversa i; : i(N) — N.

3E o chamado paradoxo de Galileu: paradoxo, porque contradiz o axioma “a parte
é menor que o todo” que vem ja dos gedmetras gregos, e de Galileu porque nos tempos
modernos foi o astrénomo e fisico florentino Galileu Galilei (1564 - 1642), bem conhecido
protagonista da polémica em torno do heliocentrismo, quem chamou a atengao para este
facto. Mas descobriu-se recentemente que ji na primeira metade do séc. XIV se tinham
ocupado do assunto dois autores, Henry of Harclay, em Oxford, e Gregorio da Rimini.
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Considere-se a aplicagao j : A — A definida por
x sex e A\ (N)
Jlx) =
i(iy (x) +1) sexei(N)

J néo é sobrejectiva porque, no primeiro caso, j(z) € A\ i(N) e, no segundo,
i1(x) + 1 nunca toma o valor 1, de modo que € N\ {1} e, como i é injectiva,
j(x) =1i(i1(x) + 1) € i(N\ {1}) =4i(N)\ {i(1)}; logo, j(z) nunca toma valor
i(1).

Por outor lado, j é injectiva, pois: se j(z1) e j(z2) resultam do primeiro
caso (z1 e z2 € A\ i(N)), j(x1) = j(x2) = x1 = x5 porque j(z1) = x1, etc.;
se j(x1) e j(xq) resultam do segundo caso,

j(@1) = j(z2) = i(ia(z1) + 1) = i(ta(z2) + 1) = ia(z1) + L =dir(z2) + 1 =
= i1(x1) = i1(x2) = 11 = X9
em vista de serem ¢ e 47 injectivas.
Entao j é uma injecgao A — A\ {i(1)} C A e A é infinito.
De a) deduz-se
¢) Se A é infinito, contém um subconjunto numeravel.
De a) e b) deduz-se
d) A é finito & A < N
Pode demonstrar-se que também
e) A é finito < A ¢ um ndmero natural, ou zero.
f) N x N é numeravel.

g) A reuniao de uma familia numerdvel (isto é, cujo conjunto de indices é
N) de conjuntos numeraveis ¢ um conjunto numeravel.

h) A reunidao de um nimero finito de conjuntos numeréveis é um conjunto
numeravel.
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i) A reunido de um conjunto finito com um conjunto numeravel é um
conjunto numeravel.

A segunda destas propriedades pode demonstrar-se elementarmente do
seguinte modo. N x N é o conjunto de todos os pares (m,n) em que m e
n sao naturais. Se dispusermos estes pares num quadro com uma infinidade
numeravel de linhas e uma infinidade numeravel de colunas como o que é
sugerido a esquerda da figura 3 e se os numerarmos como ¢ indicado pela
outra parte da mesma figura, segundo linhas obliquas * fica definida uma
bijeccao de N x N para N.

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) -~ 1 2 4 7 11
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) --- 3 5 8§ 12
(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) --- 6 9 13
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) --- 10 14
15
Fig. 3

A propriedade g) pode demonstrar-se por um processo anélogo:

Sendo A; U Ay U ... A, U... 5 uma reuniao de conjuntos numeraveis,
podemos dispor os elementos de A; na primeira linha de um quadro como o
dos pares (m,n) da figura 3, os de Ay na segunda linha e assim por diante e
enumera-los de modo analogo ao que ai se indicou apenas com a precaugao
de desprezar os elementos que, por figurarem em mais de um dos conjuntos
A, ja tinham recebido numeragdo. A demonstragao de h) é andloga a de g)
e a de i) é muito facil.

i) permite mostrar que é numeravel o conjunto Ny = NU{0}; dai, usando
h), deduz-se que é numeravel Z porque o conjunto dos inteiros negativos é ev-
identemente equicardinal a N; g) permite mostrar que é numerével o conjunto

4E possivel indicar explicitamente uma funcio b(m,n) que defina uma bijecgao b :
N x N — N de modo que esta propriedade se demonstre sem recurso a figura.
5Modo sugestivo de exprimir a reunido U A;.
ieN
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Q™ dos ntumeros racionais positivos (A; seriam as fracgdes de denominador
1, A as de denominador 2, etc...) e daqui se deduz, usando outra vez i) e
h), que Q também é numerdvel.

Finalmente, mostremos que

i) P(X) > X

Como a aplicacdo x +— {z} é uma injeccio de X em P(X), X < P(X).
Se fosse igual, existiria uma injecgao i : P(X) — X.

Seja C' = {i(A) : i(A) & A}. Se fosse i(C) € C, i(C) seria um dos
elementos i(A) com a propriedade i(A) € A, logo i(C) ¢ C, contradi¢ao. Se
fosse i(C) ¢ C, i(C) teria aquela propriedade e i(C') € C, outra contradigao.
Logo, nao existe .

3.3 Relacoes de ordem

Chama-se rela¢ao de ordem (parcial) em sentido lato num conjunto X uma
relacao binaria R que tenha as seguintes propriedades:

1) V. R(x,z)
2) VaVy [R(z,y) A R(y,z) = = =y
3) V.V, V. [R(z,y) A R(y,z) = R(x,z)]

A cada relagao R deste tipo corresponde uma e uma so relagao binéria
R', relagdo de ordem (parcial) em sentido restrito definida por R'(z,y) sse
R(x,y) Nz # vy, que tem as propriedades seguintes:

1) Vp ~ R(z,x)
2/) Vﬂﬂ Vy ~ [R/(Ia y) A R/(y> ZE)]
3) V.V, V. [R'(x,y) AN R'(y,2) = R'(z, 2)]

como seria facil de provar.
Reciprocamente, dada uma relagdo R’ com as propriedades 1’), 2) e 3)
e definindo R por meio de

R(z,y) sse R'(z,y) Vo =y



42 CAPITULO 3. RELACAO DE EQUIVALENCIA E ORDEM

vé-se que R tem as propriedades 1), 2) e 3).

Também a partir de uma relacao R se pode definir a relacao inversa
R Y(z,y), que se verifica sse R(y,z) e que é também uma relagao de ordem
parcial, em sentido restrito ou em sentido lato, conforme for R.

Chama-se conjunto ordenado (parcialmente) um conjunto em que esteja
definida uma relagao de ordem parcial (por exemplo, em sentido lato R e,
portanto, também as respectivas relagoes de ordem parcial R', R~ e (R™1)').

Mais propriamente, um conjunto ordenado é o par (X, R) em que X ¢é
um conjunto e R uma relagao de ordem parcial.

Exemplos:

1.°) O exemplo tipico é o da relagao x < y no conjunto N, Z, Q ou R.

Por este motivo, em vez de R(z,y), escreveremos muitas vezes x < y,
mesmo que nao se trate destes conjuntos ordenados e que < tenha um
significado diferente.

As respectivas relacoes R', etc., sdo <, > e >.
2.°) Uma recta horizontal, como conjunto dos seus pontos, ordenados por

“r nao esta a direita de y”. No conjunto dos pontos de um plano esta
relagao ja ndo é de ordem parcial por se nao verificar 2) nem 2).

3.°) N, com a relacao “x é divisor de y”.

4.°) Sendo E um conjunto, P(E) com a relaggo X C Y, em que X C E e
Y CE.

5.%) Considere-se o conjunto {a, b, c, ..., h} de pontos indicados na figura 4:

Fig. 4
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com a relacao “z = y V 1z estd abaixo de y e ligado a y por uma
poligonal que nao ¢é intersectada em mais de um ponto por nenhuma
recta horizontal”. Verifica-se, por exemplo, R(h,h), R(h,e), R(h,c)
mas nao R(e, f) porque uma poligonal que una e a f, como e b f ou
e h f ja nao tem a propriedade indicada.

Sendo finito o conjunto ordenado X, pode representar-se a relacao de
ordem R por um esquema deste tipo.

O exemplo 3.°, no conjunto {2,3,...,10}, tem o esquema
e
6 9 10
4 ° °
2 / o/o
3 5} 7
Fig. 5

Dado um conjunto parcialmente ordenado (X, <), define-se:

a é um elemento méximo (ou maximal) de X quando, com = € X, V, (a <
r=a=uz).

Do mesmo modo, a é um elemento minimo (ou minimal) de X quando
Ve (z <a=x=a).

Pode haver ou nao e haver um ou mais elementos maximos e minimos.
Assim, considerem-se os seguintes exemplos:

6.°) Em (N, <) ndo hd méximos e hd um unico minimo, 1.

7.°) Em (Z, <) e no segundo dos exemplos anteriores nao ha maximos nem
minimos.

8.°) No exemplo a que se refere a figura 5 héd cinco méximos, 6, 7, 8, 9 e
10 e 4 minimos, 2, 3, 5e 7.

9.°) Em (P({1,2,3}),C) hd um mdximo, {1,2,3}, e um minimo, . O
esquema deste conjunto ordenado é o da figura 4.
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Desta nocao de méximo e minimo é preciso distinguir a seguinte:

Chama-se o maior (ou o méximo) elemento de X, se existir, ao elemento
a € X tal que V, x < a. Analogamente, a é o menor (ou o minimo) elemento
de X quando V, a < .

O maior e o menor elemento de X podem existir ou nao: em
existem; em (N, <) existe s6 o menor elemento, 1; em (P{1,2,3}),
¢ o maior elemento e () o menor.

(Z,<) nao
<) {1,2,3}

a) O maior [menor| elemento de X, se existe é um méximo [minimo] e o
tnico maximo [minimo].

Por exemplo, sendo a o maior elemento, V, x < a. Entao, sea < z,a = z,
isto ¢, V, (a < = a =) e a é¢ méximo.

Se fosse @’ outro mdaximo, tinha de ser a’ < a (por ser a o maior) e
a' < a = a = a por ser a maximo; logo, a’ = a.

Dado um subconjunto A do conjunto ordenado X, chama-se maiorante
6 de A, um elemento m de X tal que Vzeq o < m; do mesmo modo, m é
minorante de A quando V,cq m < x.

Como nas definicoes anteriores, pode haver ou nao maiorantes e mino-
rantes. EE um ou mais.

Exemplos:

10.°) Em (Z, <) o conjunto N nao admite maiorantes e tem muitos mino-
rantes, como —4, 0 e até 1 (este por sinal € N).

11.°) No 5.° exemplo, o conjunto A = {b, ¢, d} tem um sé maiorante, a, que
¢ A e 4 minorantes, e, f, g, h.

Se A =), como V,ea ¥ < msignificaV,(x € A= x < m)eahipdtese x €
A é sempre F', qualquer m € X é maiorante (e, analogamente, é minorante)
de A.

Por vezes usam-se as seguintes abreviaturas:

Em vez de V,ca © < m escreve-se A < m e, analogamente se interpretam
A<m, A>m, A>m. Se Vyea Vyep v < y, escreve-se A < B e do mesmo
modo A < B, etc.”.

6Melhor que “majorante” pois todas as palavras portuguesas da familia de “maior” se
escrevem com i, excepto “major”.
"Nao sdo relagdes de ordem em P(X).
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Sendo (X, <) um conjunto ordenado e A C X, A e a restrigao ® da relagao
< ao conjunto A definem um novo conjunto ordenado. Pode, por exemplo,
falar-se do maior dos elementos de A. E facilmente se vé que

b) O maior [menor| dos elementos de A é maiorante [minorante] de A (no
conjunto ordenado (X, <)).

Considere-se agora o conjunto M, dos maiorantes [minorantes| de A. Se
existe o menor [maior| elemento de M4, chama-se-lhe supremo ou extremo
superior [infimo ou extremo inferior| de A e representa-se por sup A [inf AJ.
Pode existir ou nao, mas se existir é inico em virtude de a).

Exemplos:

12.°) N em (Z, <) nao tem supremo (porque nao tem maiorantes) mas tem
infimo, que é 1 e € N.

13.°) {b,¢,d}, do exemplo 11.°; tem supremo, a, que ¢ {b, ¢, d} mas nao tem
infimo.

14.°) Considere-se uma recta horizontal de que se excluiu um ponto, p, e
ordene-se este conjunto, X, pela relagao do exemplo 2.° (figura 6).

Fig. 6

Seja A = {x : x estd a esquerda de p}. Os maiorantes de A sao todos os
pontos de X que estao a direita de p (p ndo é maiorante porque nao faz parte
de X). Mas nao existe sup A porque, dado um dos maiorantes, m, o ponto
médio do segmento pm ainda é maiorante de A e estd a esquerda de m.

Seja A uma parte do conjunto parcialmente ordenado X e M4 o conjunto
dos seus maiorantes.

Entao:

8Isto 6, a relagdo < (z,y) que se verifica sse v € A, y € A e x < y. Salvo indicagio
em contréario, quando se considera como conjunto ordenado um subconjunto A de (X, <)
supoOe-se que se toma para relacdo de ordem em A esta restricao de <.
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a) m é o maior dos elementos de A ssem € AN Ma.

Pois a definicao de “maior dos elementos” foi que m € A e Vyea v <y m
sendo <4 a restricao da relagao < ao conjunto A.

Mas, entre elementos x e m de A, v <4 m sse x < m, sendo pois m o
maior dos elementos de Asse m € AAVycax < m,isto é, ssem € AN Myu.

a’) m é o menor dos elementos de A sse m € A e m é minorante de A.
b) Sem € AN My, m=sup A

m é maiorante de A. Para qualquer outro maiorante, m’, Voea v < m’, logo,
porque m € A, m < m/, isto é, m é minorante de M, e, como € My de
acordo com a’) é o menor dos maiorantes de A, isto é, o sup A.

b’) Se algum minorante de A pertencer a A é o inf A.
c) Se existe inf My, existe sup A e é igual. E reciprocamente.

Seja ¢ = inf M 4.
Ora
Vaca a < M4 (a é minorante de M),

donde
Veoa<c

por ser ¢ o maior dos minorantes de M 4.
Logo, ¢ € M4, mas como ¢ minorante de M4, por a'), ¢ é o menor
elemento de M, isto é, sup A.

Reciprocamente, se ¢ = sup A, é o menor elemento de M4, logo, por a')
e b’), é oinf My.

c’) Se existe o supremo dos minorantes de A, existe inf A e é igual. E
reciprocamente.

Facilmente se vé que
d)m>Asm>sup Aem < A& m<inf A

e) Se AC B, sup A < sup B caso estes supremos existam.
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De facto, r € A=z € B.
Logo, Veepx <m = Veeax < m.
Logo, m € Mg = m &€ My, isto é, Mg C M.
Como sup B € Mp, sup B € M4, e como sup A é o menor elemento de
My, sup A <sup B.

¢') Se AC Beinf Aeinf B existem, inf A > inf B.

f) Se A# () einf Aesup A existem, inf A <sup A porque J,a € A e
inf A<a<sup A.

Mas é costume considerar sup () igual ao menor dos elementos de X e inf ()
igual ao maior, se estes elementos existirem (porque, por exemplo, V,,cx (x €
0 = x < m), de modo que My = X).

Seja f : X — Y, em que X é um conjunto qualquer e Y um conjunto
ordenado pela relagao <. Seja A C X.

f(A), como parte de Y, pode ter ou nao sup e inf, que se chamam entao
supremo ou infimo de f em A e se representam por SB‘p fe igf fousup f(z)

. z€A
© I

Se em particular este supremo ou este infimo pertencerem a f(A), isto
é, forem valores efectivamente tomados pela funcao f em A, chamam-se o
méximo absoluto ? de f em A e o minimo absoluto de f em A.

Por exemplo, sendo f : R — R dada por x — 2% e A = [—1,2[, f(A) é
[0, 4], igf f=0, sgp f =4¢e0étambém o minimo absoluto de f em A.

g) ACB=sup f<sup fA inf f>inf f
A B A B

Basta atender a e) e €’) e a que f(A) C f(B).
h) Se Viea f(x) < g(z) e se sup f e sup g existem, sup f < sup g.
A A A A
Porque a hipdtese implica que qualquer maiorante de g(A) é maiorante

de f(A), isto é, Myay C My(a), donde inf Myay < inf M) e estes infimos
sao precisamente sup f e sup g.
A A

9Mesmo que, para abreviar, se diga apenas “o méximo de f em A” distingue-se esta
nocao da de “um médximo de f(A)” porque agora se usa o artigo definido.
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h') Sob a mesma condigao, se iI}lf fe i%f g existem, igf f< iI}lf qg.

As nogoes de supremo, maximo, etc., de uma fungao aplicam-se naturalmente
a familias (z; : i € I), bastando que z; € X, parcialmente ordenado.

Em particular o conjunto dos indices pode ser um produto cartesiano
I x J, isto é, pode tratar-se de um aplicacao =z : I x J — X, dada por
(4, 7) = wij.

Sem demonstragao, citaremos uma propriedade importante.

i) Se Ve sup z;; existe, entdo sup z;; existe sse existe sup z;; e,
Iel (ij)€ IxJ jed el
nesse caso, estes dois supremos coincidem.

Seja agora f : X — Y uma aplicacao entre dois conjuntos parcialmente
ordenados por certas relagoes de ordem que, para simplificar, designaremos
— ambas — pelo mesmo sinal <.

Diz-se que f é crescente em sentido lato quando
Vo ¥y lr <y = f(z) < f(y)]

Analogamente, diz-se que f é crescente em sentido restrito, decrescente
em sentido lato e decrescente em sentido restrito quando se verificam pro-
priedades andlogas em que apenas a desigualdade f(x) < f(y) é substituida,

respectivamente por f(x) < f(y), /(z) = f(y) e f(x) > (y).

No primeiro e no terceiro casos diz-se, ainda, que f é monotona em sentido
lato e que é mono6tona em sentido restrito nos outros dois.

E claro que a funcao crescente em sentido restrito é também crescente em
sentido lato, etc.

Se f é crescente e decrescente em sentido lato, V, Y [z < y = f(z) =
f(y)], de modo que f é constante.

15.°) Exemplos de aplicagoes f : R — R classificadas quanto ao crescimento:
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J

~

Fig. 7

Num conjunto parcialmente ordenado, X, dados dois elementos a e b,
chamam-se intervalos de extremos a e b (por esta ordem) os conjuntos

la,b] ={z:a <x Az <b} % intervalo fechado

la,b[={x:a <z Nz <b} intervalo aberto

[a,b={z:a <z ANx<b} intervalo fechado a esquerda e aberto a direita

la,b) ={z:a <z ANz <D} intervalo aberto a esquerda e fechado a direita
Consideram-se ainda os intervalos ilimitados [a,— [, |a,— [, ] <],

| —,b[ e ] «,— [, que significam, respectivamente,
{z:a<z}, {z:a<a}, {z:2<b}, {x:x<b} e X
16.°) Exemplos de intervalos no conjunto ordenado do exemplo 5.°.
le;a] ={e,b,c,a}, [g,al={g,c,d}, |f,c[=0, [f,—[={/.bda},
ff1=Af} [f k] =0, ] h[=0
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Facilmente se vé que os intervalos [a,— [ e | <, 0] e, se a < b, os intervalos
[a,b], [a,b] e ]a, b] ndo podem ser vazios.

Se a < b e ]a,b| é vazio, diz-se que a e b sdo consecutivos.

Consideremos agora diversas espécies particulares de conjuntos ordena-
dos.

Diz-se que X, ordenado por <, é filtrante a direita [esquerda] quando
VoVydm (x <m Ay <m) Vo V3 (m <z Am <vy),

isto é, quando dois quaisquer elementos possuem um maiorante [minorante]
comuim.

j) Num conjunto filtrante & direita [esquerdal, qualquer elemento maximo
é o maior [menor]| elemento.

Seja a 0 maximo.
Como a é um maximo,
donde

vV, = <a.

17.°) O conjunto do exemplo 3.° ¢ filtrante a direita (por exemplo m =
m.m.c. (z,y)) e a esquerda (m = 1).

18.2) O conjunto parcialmente ordenado a, b, ¢ representado por

: .\Z/. :

é filtrante a esquerda mas nao a direita.

Diz-se que X é um reticulado quando, dados dois quaisquer elementos, x
e y, existem
sup{z,y} e inf{z,y}

Exemplo:
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19.°) (P(E),C) é um reticulado.

Dados A e B, contidos em F, os maiorantes de A, B, isto é, os subconjuntos
de E que contém A e B sao AU B e todos os conjuntos que contéem A U B.
AU B é, pois, um maiorante < que qualquer outro (isto é, C em qualquer
outro).

Logo, AUB = sup{A, B} e analogamente inf{A, B} = AN B, no conjunto
ordenado que estamos considerando.

1) Num reticulado a interseccao de dois intervalos é um intervalo.
Bastara analisar o que se passa num dos casos; os outros sao andlogos.

[d,b[N]a",— [ = {x:d <zANzx<bn{z:d" <z}
= {z:d <zxAhx<bAd <zNd"#x}

= {z:d<xANd <zANd"#xNx <D}

Seja a = sup {a’,a"}.
Entao
d<zhNd"<ze{dd}<zresa<a

(de acordo com d). Logo, a intersec¢ao daqueles intervalos é igual a
{r:a<zANd"#xNx<b}=][a,b\{a"}.

Como a” < a V a” = a, a mesma intersecgao ou é [a, b[ ou |a, b].
Chama-se denso um conjunto parcialmente ordenado, tal que

VoV (@ < b =]a,b[# 0),

isto é, onde nao ha elementos consecutivos.
Por exemplo, (Q, <) é denso, porque, dados
my ma

—_— e —_—

)

T, o

a sua média aritmética é ainda € Q e pertence ao intervalo aberto determi-
nado por aqueles nimeros; (Z, <) nao é denso porque |2, 3[, por exemplo, é
vazio.

Chama-se completo um conjunto parcialmente ordenado que satisfaz uma
das trés condicoes seguintes (em que A e B designam subconjuntos do c.p.o.
X)
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1) Va(A # 0 A A maiorado = 35 s =sup A)
2) V(B # 0 A B minorado = 3; i = inf B)
3) VaVp(A#OANB#ONA<B=3, A<x<B)

(diz-se que entre A e B, com A < B, hd uma lacuna se ~ 3, A <z < B).

Estas trés condigoes sao equivalentes entre si, bastando verificar-se uma
delas para que as outras se verifiquem (e o c.p.o. seja completo).
Demonstracao:

Vejamos que 1) = 3). Se A e B satisfazem a hipédtese de 3), como B # 0,
Ip(b € BANA<D) (porque A < B) de modo que A é maiorado; por 1) existe
s =sup A, o que implica, conforme a definicao de sup, s € My e s < My,
donde, respectivamente A < s e s < B (porque todos os elementos de B
pertencem a My por ser A < B); s é entao o x a que se refere a tese de 3).

Vejamos que 3) = 2).

Seja B # 0 e minorado e seja A = {z :  é minorante de B}. A # 0
porque B é minorado e A < B, dada a definicao de A.

Entao, por 3), 3; A < i < B. A < isignifica que i é > qualquer minorante
de B; i < B significa ser ¢ minorante de B.

Logo, i = inf B.

Vejamos que 2) = 1).

Se A satisfaz as hipdteses de 1), A maiorado, donde M4 # 0, e A # 0, de
modo que My minorado (por ser A < My).

Entao, por 2), existe inf M, mas, como se viu em c¢), existe entao sup A.

20.°) Exemplo de um c.p.o. completo é (Z, <) pois se A é um conjunto de
inteiros nao vazio (3,, n1 € A) e maiorado (3,, A < ny), como ny < ny
e entre nq e ny ha apenas um numero finito de inteiros, pode verificar-se
um a um se € A ou € A e encontrar-se assim o maior dos elementos de
A, que é o sup A.

21.°) Exemplo de um c.p.o. nao completo é o exemplo 14.°; acima men-
cionado, por nao existir sup A como logo se ve.

H4 aqui, pois, uma lacuna entre A e X \ A como a figura 6 sugere.

22.°) Outro exemplo de c¢.p.o. ndo completo é (Q, <).
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Seja A={q:q>0N¢g*<2}. 1€ A logo A#0. g€ A= q <2, pois
g>2=¢q*>>4;logo A <2.
Se existisse, em Q, s = sup A, teria de ser 1 < s < 2.
Vejamos o valor de s2.
Se 52 =2, seja s = T, irredutivel.
n
m2
Entdo — =2, m* =2n% mpar, m=2p, 4p*=2n* 2p*=n’en
n

par contra a hipétese de ser — irredutivel.
n

Ses?<2 comos?>10<2—-52<2—-1=1.

Entao,
2—s%, 5 2 o (2= 57)?
- Zs(2— A
(s + 7 ) s+5s( )+ o
4 2 — 52
< 24+ -(2-8°
< s—|—5( )+ 5%
(atendendo a que s <2 e 2 — s? < 1), donde
2 — 2 21
(s + 58)2:s2+%<2—s2)<32+(2_32):2.

2
€ A, nao podendo s ser maiorante de A.

O racional s +

Ses?>20<s2—-2 ¢

s2—2 2 s2—2

Como s? < 4, 5 < 5 <ses— é positivo.
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s2—2 s2—2 ) )
Logo, s — ¢ Ae seq>s— também g > 0 e ¢© > 2,
donde g ¢ A.
N 5?2 —2 5?2 —2
Entao, g € A = q < s— es— € M4 sendo < s, o que

5
contradiz s = sup A.

Finalmente, um conjunto parcialmente ordenado (X, R) diz-se totalmente
ordenado ou linearmente ordenado se R satisfaz

4) Vo ¥y [R(z,y) V Ry, )]

nao podendo, pois, existir em X elementos incompardveis (tais que nem
r<ynemy < x).
O conjunto do exemplo 5.° nao é linearmente ordenado. Os conjuntos N, Z
e Q sao-no.

Se R satisfaz esta condigao, a respectiva relacao de ordem em sentido
restrito, R, satisfaz a propriedade tricotémica:

Vv, V, Verifica-se sempre uma e uma sé das trés condigoes seguintes:
R(z,y), =y, R(y,z).
De facto, se R(z,y) V R(y,x), hé trés casos possiveis:
R(z,y) A R(y,x), donde, por 2), z = y;

R(z,y)\ ~ R(y,x), donde R'(x,y), porque ~ R(y,x) implica, em vista
de 1), z # y; e analogamente, se ~ R(x,y) A R(y, x).

Em sentido inverso, se R’ é tricotémica, a respectiva relagao R satisfaz 1)
e 2), como facilmente se vé, de modo que se pode caracterizar um conjunto
totalmente ordenado por meio de uma relagao de ordem (em sentido restrito)
que seja, apenas, transitiva e tricotomica.

Algumas propriedades dos c.t.o.
m) Se (X, <) é totalmente ordenado, é um reticulado.

Pois, dados a e b, se a < b, sup {a,b} = b e inf {a,b} = a, e inversamente se
a>b.
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n) Uma aplicagao, f, mondtona em sentido restrito de um conjunto total-
mente ordenado X num conjunto parcialmente ordenado, Y, é injectiva
e a respectiva aplicacao f~!: f(X) — X é crescente em sentido restrito
ou decrescente em sentido restrito conforme for f.

Supondo f crescente,

r<y= f(x) < f(y)
T #y=q ou = f(z) # f(y)
r>y= f(z)> f(y)

de modo que f é injectiva. Inversamente, dados dois elementos de f(X),
f(z)e f(y), f(x) # f(y) = = # y e 0 esquema anterior mostra que

_ < _ <
fHf@)) =2 >y =f"[f(y)] conforme f(z)> f(y).
0) Num conjunto totalmente ordenado, X, dado um subconjunto, A,

s=sup A s> ANV, (x<s=Jpeax <a<5s)

De facto, se s =sup A, é > Aesendo x <s, ~x > A, logo doen ~x > a.
Ora, sendo X totalmente ordenado,

Ve(~vx>asx<a)
de modo que M J,c4 z < aea < s porser s=sup A.

Reciprocamente © < s = d,x < a significa r < s =~ x > A, donde
x> A=~2x<s=2x>s Logo, sé minorante de M4, mas como s > A,
s€ Myeéosup A

Analogamente, num conjunto totalmente ordenado

i=inf A i <AAVY.(z>i= 3.z >a>1).

HDe V,(~ 2 > a & z < a) deduz-se sucessivamente YV, (~~ z < a &~ x < a), e por 3)
da pag. 77, V, ~~z >a oV, ~x <a,e finalmente ~V, ~~z>a~V, ~z <a,
istoé, 4, ~x>a<sdix <a.



