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CAPITULO I: Fundamentos

1. Qual o valor de verdade de cada uma das seguintes proposicoes?
(a) 8 é par ou 6 é impar. (b) 8 é par e 6 é impar.
(c) 8 é impar e 6 é impar. (d) 8 é impar ou 6 é impar.
2. Quais das seguintes frases sdo a negacao a proposicao apresentada?

Proposicao 1: Os pepinos sao verdes e tém sementes.

(a) Os pepinos nao sao verdes e nao tém sementes.
(b) Os pepinos nao sao verdes ou néo tém sementes.

(c) Os pepinos sao verdes e nao tém sementes.

Proposigao 2: Tem-se 2 < 7 e 3 é impar.

(a) Tem-se 2 > 7 e 3 é par. (b) Tem-se 2 > 7 e 3 é par.
(c) Tem-se 2 > 7 ou 3 é impar. (d) Tem-se 2 > 7 ou 3 é par.

3. Construa e compare as tabelas de verdade para as seguintes expressoes:

(a) pV ~p (b) pA~p (c) ~(ng)
(d) ~pV~q (€)pA(gVr) ) (pAg) v (pAT)
4. Qual o valor de verdade de cada uma das seguintes proposicoes?
(a) Se 8 for impar entao 6 é impar. (b) Se 8 for par entao 6 é impar.
(c) Se 8 for impar entao 6 é par. (d) Se 8 for impar e 6 for par entdo 8 < 6.

5. Escreva as proposicoes reciproca, negacao e contra-reciproca de cada uma das seguintes
proposicoes:

(a) (pAg)=r (b) p=(¢=p) () (peq) = (=9
6. Escreva o reciproco, o contra-reciproco e a negacao das seguintes frases:
Se chove entdao ha nuvens no céu.

Se 229 é primo entao Roma é a capital de Franca.

Se 147 é primo entao Paris é a capital de Franca.

Se 2 <4eb5+5=10 entao sin(n/3) = 1/2.

)
)
)
(d) Se a economia melhorar arranjarei um emprego melhor.
)
) Se acabar o meu trabalho vou andar de bicicleta se nao chover.
)

Se f diferenciavel implicar f continua entao f é continua.

7. Escreva cada uma das frases na forma de implicacao p = q.

(a) Se tocares nesse bolo apanhas.

(b) Toca nesse bolo e arrepender-te-as.



(c) Sai ou chamo a policia.

(d) Vou-me embora se nao pararem de falar.
8. Determine a proposigao contra-reciproca de cada uma das proposicoes do exercicio anterior.

9. Construa tabelas de verdade para as seguintes proposicoes:

(@) [pA(p=q)]=q (b) [~gN(p=q)]=~p
(c)(p=4q) = (¢=Dp) (d) (pV~p)=(gN~q)
() ~((pA~q)=~r) ) p=q) & (~qg=~p).

10. Sem construir tabelas de verdade verifique que as seguintes expressoes sao tautologias:

(@) (pvV~r)A[(pV~r)=(aAr)]=(gAT)
(b) [(pV~r)A(g= (~pAT))]=~q
11. Determine o antecedente e o consequente de cada uma das seguintes proposicoes:
(a) Um aumento significativo no poder dos computadores é uma condi¢do necessaria para
futuros avancos tecnolégicos.
(b) Erros serao introduzidos se efectuarmos uma modificacao neste programa.
(c) Para poupar combustivel é necessario instalar um bom isolamento térmico, assim como
janelas duplas.
12. Sejam p, ¢ e r as seguintes proposicoes: p: Eu erro. q: Eu existo. r: Eu penso.

Traduza as seguintes proposicoes compostas em notagao simbdlica.

(a
(b

) Ou penso ou erro.
)

(¢) Eu existo sempre que erro, mesmo que nao pense.
)
)

Sempre que penso nao erro.

(d

Eu erro ou se penso e nao erro entao existo.

13. (a) Sendo p = ¢ uma proposigao verdadeira, o que pode afirmar relativamente ao valor de

verdade de ~p A q < pVq?

(b) Sendo p < ¢ uma proposigao verdadeira, o que pode afirmar relativamente ao valor de
verdade de p o~ qe~p s q?

(¢) Supondo agora que p < ¢ é falso, o que pode afirmar relativamente ao valor de verdade
depe~ge~psq?

14. Sendo p, q e r proposicoes, construa tabelas de verdade para as seguintes proposigoes com-

postas.
(@) pA~(~pV~g) (b)pAg=~p () p=q) =I[pVvr)=(qVr)
(d)p=(¢=p) () pANge~qV ~p () pvV~aA~(pAq)

(8) (V@A ~ 1) =~ pVr

15. Num certo pais cada habitante é um amante da verdade ou é um amante da mentira e, como
tal, diz sempre a verdade ou diz sempre a mentira. Ao viajar neste pais encontrei o Pedro
e o Luis. O Pedro disse-me: “Se eu for um amante da verdade entdo o Luis é um amante
da verdade.” Serd Pedro um amante da verdade ou da mentira? E o Luis?
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16. (a) Mostre que bastam os conectivos légicos ~ e V para representar todas as operagoes
logicas.

(b) Mostre que basta o conectivo logico |, dado pela tabela de verdade

para representar todas as operagoes logicas.

17. O Artur, o Bernardo e o Carlos, suspeitos de terem assaltado uma loja de chocolates, fazem
os seguintes depoimentos:

Artur: “Bernardo é culpado, mas Carlos é inocente”.
Bernardo: “Se Artur é culpado entao Carlos é culpado”.
Carlos: “Estou inocente, mas um dos outros dois é culpado”.

(a) Os trés depoimentos sdo compativeis?
(b

(c
(d) Supondo que os inocentes disseram a verdade e os culpados mentira, quem é inocente
e quem é culpado?

Supondo os trés réus inocentes, quem mentiu?
Supondo que todos disseram a verdade, quem ¢é inocente e quem é culpado?

)
)
)
)

18. Para cada par de expressoes a seguir indique qual delas é consequéncia da outra e apresente
uma interpretagao que as torne nao equivalentes:

(a) (V2)(Fy)p(z,y) e (By)(Vo)p(z,y) (b) (Fz)(p(x) A q(z)) e ((Fr)p(x)) A ((Br)g(x))
(c) ((Va)p(x)) A ((Va)g(x)) e (Vo)(p(z) A g(x))
(d) (Va)p(z) = (Va)q(x) e (Vo) (p(x) = q(2))-

19. De entre as seguintes frases assinale as que sdo proposicoes atribuindo-lhe o respectivo valor

de verdade.
(a) Para todo o x real, 22 = z. (b) Para exactamente um z real, 22 = .
(c) Para algum z € R verifica-se 22 = z.  (d) 2® = 2.
(e) xy = zz implica y = z. (f) Para z,y, z reais zy = xz implica y = z.

20. Considere as seguintes expressoes proposicionais:
a(z,y): “r ama y”, b(x): “x é belo” h(zx): “x é homem”,
e(x): “x é encantador”  M: “Maria”, m(x): “z é mulher”.
Agora, apresente uma traducao em portugués dos seguintes predicados:
(a) (Vz)[m(z) = (Vy)(a(z,y) = h(y) Ab(y))];
(b) (3z)(h(z) Ab(z) A a(z, M));
(¢) (Bz)[m(z) Ae(z) A (Vy)(a(z,y) = bly) A h(y))].



21. Para cada uma das proposicoes determine uma interpretacao onde a proposicao seja ver-
dadeira e outra onde seja falsa.

(a) (V) (Vy)(p(z,y) = q(y, x)) (b) (vz)(p(z) = (By)a(z,y))-

22. Determine a proposicao negacao da proposicao apresentada em cada alinea.

(a)

(b)

(c)

(d)

Algumas pessoas gostam de matematica.
i. Algumas pessoas nao gostam de matemadtica.
ii. Todas as pessoas gostam de matematica.
iii. Ninguém gosta de matematica.
Todas as pessoas sao altas e magras.
i. Existe alguém que é baixo e gordo.
ii. Ninguém é alto e magro
iii. Existe alguém que é baixo ou gordo.
Todas as pessoas gostam de gelados.
i. Ninguém gosta de gelados.
ii. Todas as pessoas nao gostam de gelados.
iii. Existe alguém que nao gosta de gelados.
H4 pessoas belas e inteligentes.
i. Nao hé pessoas belas e inteligentes.
ii. Algumas pessoas nao sao belas, mas sao inteligentes.
iii. Qualquer pessoa nao é bela ou nao é inteligente.

23. Analise a validade dos seguintes argumentos:

(a)

(f)

Bom tempo é necessario para se conseguir um belo jardim. Como o jardim estd muito
bonito o tempo tem estado bom.

Se hoje for segunda-feira amanha sera terca-feira. Mas hoje nao é segunda feira, logo,
amanha nao € terca.

Hoje é segunda ou terga-feira. Mas hoje nao é segunda. Entao hoje é terca-feira.
Sendo p = ¢ uma tautologia para que ¢ = p seja uma tautologia é necessario e
suficiente que p < ¢ seja uma tautologia. Sabendo que p = ¢ é uma tautologia e p & ¢
nao é uma tautologia entao ¢ = p nao é uma tautologia.

O Artur nao possui carro proprio. A Maria gosta de rapazes que tenham carro. Entao
a Maria nao gosta do Artur.

Algumas pessoas admiram a Amalia. Mas existem pessoas que nao admiram quem
admire a Amadlia. Entao existem pessoas que nao sdo admiradas por todas as pessoas.

24. Determine a negacao de cada uma das seguintes expressoes numa forma que nao contenha

o conectivo ~ como conectivo principal.

(V) (p(
(F2) (p(
(V) (p(
(V) (p(
(V) (

V) ((q(z)A ~ r(2)) & p(z)).
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

Seja S ={2,5,17,27}. Quais das seguintes proposigoes sao verdadeiras?
(a) 5€8 (b) 2+5€8 (c) 0es (d) Ses.
Verifique que
(a) {zeN; 22 <15} ={2reN; 20 < 7}
(b) {r € Q; 22 =2} ={x € A; z é tigre e x é cor-de-rosa},
onde A é o conjunto dos animais terrestres conhecidos até 1/10/2003.
Dé exemplos de conjuntos, A e B, taisque A€ Be ACB.

Considere os conjuntos
R={1,3,m,4.1,9,10} S ={{1},3,9,10} T={1,3,n} U={{1,3,7},1}.

Indique, de entre as seguintes proposigoes, as que sao falsas (justifique a sua resposta).

(a) SCR (b) 1eR (c) 18
d) {1pcT () {1}CU ) {1ycs
(g) TR (h) {1} e s i) 0cCsS
j) TCU ) TeU (m) TER
(n) TCR (o) SC{1,3,9,10}.

Para A, B e C conjuntos arbitrarios apresente o valor de verdade de cada uma das seguintes
proposicoes.

(a) Se AC Be BC Aentao A=B (b) {0} =10

() {0ycA (d) 0 {0}

(e) e A (f)Se AZ Be BC C entao AZ C
(g) {0} = {{0}} (h) Se A# Be B # C entao A # C
(i)Se Ac Be BZ C entao A ¢ C.

Para A = {2,4,5,6,8}, B = {1,4,5,9}, C = {x : © € Z e 2 < x < 5} subconjuntos de
S =140,1,2,3,4,5,6,7,8,9} determine:

(a) AUB (b) ANB (¢c) AnC
(d) BuC (e) A-B (f) A

(g) AnNA° (h) (AN B)° i)y C-B

() (B—AFn(A-B) 1) (CnBLA (m) (C°U By
(n) BxC.



31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Sendo A e B subconjuntos arbitrarios de um conjunto X, indique as igualdades verdadeiras:
(a) AUA=A (b BNhB=1B
(c) (AﬂB) = A°N B¢ (d) (A=A
(e) A-—B=(B-A) (f) (A=B)n(B-A)=10
(g)SeAﬂB () entao A = B¢ (hy Bx A=AxB
(OxA=0 (3) 0N {0} =0.

Para cada uma das seguintes proposicoes, indique condi¢Ges a impor aos conjuntos A e B
para que as proposicoes sejam verdadeiras.

(a) AUB=A (b)) AUD=0 (c)ANB=A (d)B—A=0 (e) (AUB)C(ANB).
Mostre que para conjuntos arbitrarios X,Y e Z se tem

(a) Se XCYeXCZentao X CYNZ
(b) Se XCZeY CZtambém XUY C Z.

Sejam A e B conjuntos arbitrarios. Prove que:
(a) AC B= B°C A-.
se a alinea anterior para provar que CA°= ACB.
b) U 1i terior para p que BEC A= ACB
(c¢) Conclua, agora, que A = B se e s6 se A° = B°.

Prove ou refute que, sendo A, B e C subconjuntos arbitrarios de um conjunto X, se verifi-
cam as seguintes propriedades:

(a) ACBseesése AUB=DB. (b) ACBseesése ANB=A.

(¢c) A—-(B-C)=(A-B)—-C. ( (A—B)¢ = A° - B“.

(e) AU(B—A)=AUB. (f) An(BUC)=(ANnB)UC.

(g A—B=AnBe. (h) (ANB)UC=AN(BUC)seesbése C C A.

C

Sejam A e B conjuntos arbitrarios.

(a) Prove que, se A C B entao P(A) C P(B).

(b) Prove que P(ANB) =P(A)NP(B).

(c) Prove que P(A) UP(B) C P(AU B).

(d) Apresente um exemplo que mostre que a inclusao reciproca da inclusao apresentada
na alinea anterior nao é verdadeira.

(e) Prove que se P(A)UP(B) =P(AUDB) entao A C Bou B C A.
Sejam A, B, C' e D conjuntos arbitrarios. Prove as seguintes afirmacoes:

(a) (AUB)xC = (AxC)U(Bx(C); (b)(ANB)xC=(AxC)N(BxC);
() (A—B)xC =(AxC)—(Bx(C); (d)ACC,BCD=AxBCCxD.
Sejam A e B subconjuntos de um conjunto X.

(a) Mostre que, em geral, A° x B¢ # (A x B)°“.

(b) Quando é que A° x B¢ = (A x B)°?

Determine z, y e z tais que
(a) ((z,y +2),2+3) = ((3,5),6) (b) {z,y +2,2+3} = {3,5,6}.
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

Considere a funcao
f :NxN — N
(n,m) +— mxn.
(a) Verifique se a fungao f é injectiva.
(b) Verifique se a funcao f é sobrejectiva. E bijectiva?
(c) Calcule f(A), quando:
i. A={(n,m)eNxN;n+m<5} ii. A={2} xN;
iii. A= {(n,m)e NxN;nem pares}.

(d) Calcule f~1(B), quando:
i. B=1{1,2,3} ii. B={n€N;n épar}; iii. B={n € N; n é fmpar}.

Sejam f : X — Y uma fungdo e A e B subconjuntos de X. Prove que:

(a) F(A—B) 2 f(4) - [(B),
(b) se f é injectiva, entdao f(A — B) = f(A) — f(B);
(c) f é injectiva se e s6 se f(X — A) = f(X) — f(A).
Prove que, dada uma funcao f: X — Y:
(a) VAC X AC f7Yf(A); (b) f é injectiva & VA C X A= f1(f(4));
(c)YBCY f(f~Y(B))C B; (d) f é sobrejectiva & VB CY f(f~Y(B))=B.

Sejam f: X — Y e g:Y — Z duas fungdes. Prove que:

(a) Se f e g sdo injectivas, entdo g o f é injectiva.

(b) Se f e g sao sobrejectivas, entdo g o f é sobrejectiva.
(c
(d

(e) Se go f é sobrejectiva, entao g é sobrejectiva.

)
)
) Se f e g sao sobrejectivas, entdo g o f é sobrejectiva.
) Se go f é injectiva, entdo f é injectiva.

)

De entre as correspondéncias seguintes, indique as que sdo fungoes, fungoes injectivas,
funcoes sobrejectivas e bijeccoes. Descreva a funcao inversa para cada funcao bijectiva.

(a) f:Z—N, f(z) =a2®+1; (b) g: N—Q, g(z) = 1;
() h:ZxN— Q, h(z,n) = %H; (d) f:{1,2,3} = {p,q.r}, G(f) = {(1,9),(2,7), (3, p) };
(e) g: N—N, g(x) = 2%; (f) h: R? = R? h(z,y) = (y+ 1,2+ 1).

Seja (Aij) (i jjenxn uma familia de conjuntos com indices em N x N. Verifique se a seguinte
igualdade

oo o0 o0 o0
UM 45 ) =N {U 4
i=1 \j=1 j=1 \i=1

¢é verdadeira.



46. (a) Prove que, se (A;)ier é uma familia de subconjuntos de um conjunto X, entdo:
X\ (JA) =X\ A); i X\ () 4) = [JX\ 4).
i€l iel iel icl
(b) Demonstre que, se f : X — Y é uma funcao e (A;)icr e (Bj)jes sao familias de
subconjuntos de X e Y, respectivamente, entao:

oAy = i f(()A) S () F(A);
i S By) = U By); v fHO)B) = (17 (B)).
47. Denotando por F(X;Y) o conjunto das fungdes de X em Y, dados conjuntos X, Y e Z
estabelega uma bijeccao entre os conjuntos F(X x Y;Z) e F(X;F(Y; 2)).

48. Teste a reflexividade, simetria, anti-simetria e transitividade da relagdo p em X, quando:

X =NxN, (z,y)p(z',y) se z + v =2’ +y;
X ={0,1} e zpy se x = y%

49. Seja f: X — Y uma funcao.

(a) Prove que p, definida em X por zpy se f(z) = f(y), é uma relacao de equivaléncia.
(p diz-se a equivaléncia nicleo de f.)

(b) Para X =Y = Z e f(x) = 322 determine a classe de equivaléncia do elemento 4 pela
relacao de equivaléncia ntcleo de f.

50. Em N x N considere a relagao bindria p definida por (a,b)p(c,d) se a < coua=ceb<d.

(a) Mostre que p é uma relagio de ordem em N x N. E total?

(b) Determine, caso existam, os minorantes, minimo, infimo, majorantes, maximo, supremo,
dos seguintes subconjuntos de N x N:

i X ={1} xN; ii. Y =Nx{1}; iii. Z={(n,m) e NxN;n+m=10}.
51. Considere a relagao de inclusdo C no conjunto das partes do conjunto X = {1,2,3}.

(a) Mostre que (P(X), <) é um conjunto parcialmente ordenado, mas ndo uma cadeia.

(b) Determine, caso existam, os minorantes, minimo, infimo, majorantes, méximo e supremo,
dos conjuntos:

i. A={SCX;1eS}k
i. B={SCX;2¢8)
ili. ¢ ={S C X ;S ¢é um conjunto singular}.

52. Seja X um conjunto.
(a) (P(X), <) tem elemento minimo? Qual?

(b) E elemento méximo? Indique-o.

(c) Sejam A e B subconjuntos arbitrérios de X. Prove que o infimo e o supremo de {4, B}
existem. Indique esses elementos.
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53. Prove que um subconjunto A de R é limitado se e s6: 3be R : Ve € A |z| <b.
54. Prove que todo o subconjunto finito nao vazio de R tem maximo e minimo.
55. Sejam A C R e a um majorante de A.

(a) Mostre que as seguintes afirmacoes se equivalem:
(i) a é o supremo de A;
(i) Ve >0 dJz € A : 2> a—¢;

(b) Formule as correspondentes caracterizagoes de infimo de A.
56. Sejam A um subconjunto de R e a o supremo de A.

(a) Determine o conjunto dos majorantes de A;
(b) Se x € R for tal que x < «, o que pode concluir sobre z, relativamente a A? E se
x>

57. Sejam A e B subconjuntos de R.

(a) Suponha que A C B. Prove que:

i. Se a é um majorante de B, também é um majorante de A.

ii. Se A for ndo vazio e B for limitado superiormente, entao sup A < sup B.

(b) Mostre que, se a é um majorante de A e § é um majorante de B, entao max{«a, 3} é
um majorante de AU B e min{c, 3} é um majorante de AN B.

(c) Se A e B forem nao vazios e limitados superiormente, entao
sup(A U B) = max{sup A, sup B}.

58. Sejam A e B subconjuntos nao vazios de R tais que: Vz € A Vy € B x < y. Prove que:
(a) sup A < inf B;
(b) pode ocorrer sup A = inf B;
(c) se sup A = inf B, entao
V6 >0 dx€e A Jye B : z+§>y;

(d) a condigao necessaria da alinea anterior é também suficiente.
59. Prove que um subconjunto de R é aberto se e s6 se é reuniao de intervalos abertos.

60. (a) Prove que a intersecgdo de uma familia finita de subconjuntos abertos de R é um
subconjunto aberto de R.

(b) Dé exemplos de familias de subconjuntos abertos de R cuja interseccao seja, respecti-
vamente,



61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

i. um conjunto aberto;
ii. um conjunto fechado;

iii. um conjunto que nao seja aberto nem fechado.
Sendo A e B subconjuntos abertos de R mostre que sdo abertos os conjuntos
(a) A+ B={z+y; x€ A N y€ B}
(b) AxB={zy; € A N y€ B}.
Verifique se os seguintes subconjuntos de R sdo abertos e/ou fechados:
(a) Q (b) R\Q (c) R\Z
@ {LineN) () {LineN}uU {0}

Determine o interior e o fecho de cada um dos conjuntos do exercicio anterior.

Se A é um subconjunto de R e x € R, A diz-se vizinhang¢a de x se x for ponto interior de A.
Mostre que:

(a) A intersec¢ao de duas vizinhangas de x ainda é uma vizinhanga de x.
(b) Se A for vizinhanga de x e A C B, entao B é vizinhanca de .

(c) Se x e y sdo numeros reais distintos, entdo existem uma vizinhanca U de = e uma
vizinhanca V de y tais que U N V = (.

(d) Se @ =sup A, entdo A e R\ A nao sao vizinhancas de a.
Para A C R, mostre que:

(a) A é aberto se e s6 se é vizinhanca de todos os seus pontos;

(b) um ponto z € R é ponto aderente de A se e s6 se toda a vizinhanca de x intersecta A.

Seja A um subconjunto de R. Prove que, se @ = sup A4 e a € A, entdo « é ponto de
acumulacao de A.

Determine o conjunto dos pontos de acumulacao dos seguintes subconjuntos de R.

(a) Z (b) {5;neN} () Q (d) 10, 1J.

Dé exemplo de um subconjunto de R:

(a
(b
(c

(d) numeravel com um conjunto de pontos de acumula¢ao nao numeravel.

infinito sem pontos de acumulagao;
com exactamente um ponto de acumulagao;
com um conjunto de pontos de acumulagao infinito numeravel;

)
)
)
)

Verifique que, para A e B subconjuntos de R,

(a) se A é aberto entdao A é vazio ou A nao é numerdvel;
(b) se A é aberto e B é finito entao A — B ¢ aberto;

(c) se A é aberto e B é numeravel entao A — B pode ser ou nao ser aberto.

10
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CAPITULO II: Limites

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

Prove que cada uma das sucessoes cujo termo geral se indica a seguir é limitada.

Estude a monotonia destas sucessoes.

2n 100 n
(a) Tn = 3n + 167 (b) Tn = n + 2(_1) 3
10 sen=1 2003™
(c)  an { (—;)L_”T_S sen #1; () @n n!

Verifique que as seguintes sucessoes nao sao limitadas:
()  (2n)nen; (b)  ((=1)"n® + 2n)pen.

Sejam X um subconjunto limitado de R e s o seu supremo. Mostre que existe uma sucessao
com valores em X que converge para s.

(a) Sejam X um subconjunto denso de R e a € R. Mostre que existe uma sucessao com
valores em X que converge para a.

(b) Conclua que qualquer nimero real é limite de uma sucessao de niimeros racionais e
limite de uma sucessao de niimeros irracionais.

n
Considere a sucessao (zp)nen definida por z, = Z
k=1

1

H-

(a) Mostre que () é uma sucessao crescente.

(b) Prove que, para todo o nimero natural n, z,, < 2. (Sugestdo: Mostre que n! > 2"71.)

(c) Seré (x,) uma sucessao convergente? Justifique.
Seja (zy)nen uma sucessao de nimeros reais.

(a) Mostre que, se (z,,) for convergente e a = lim x,, entdo a sucessao (|z,|)nen é também
n—oo
convergente, com limite |a.

(b) Dé um exemplo que mostre que a reciproca pode ser falsa quando a # 0.
Diga, justificando, quais das proposicoes seguintes sdo verdadeiras e quais sao falsas:

a) Toda a sucessao convergente é limitada.
) Toda a sucessao limitada é convergente.
(c) Toda a sucessao convergente é monétona.

Toda a sucessao de termos positivos que tende para 0 é mondétona decrescente (a partir
de certa ordem).

(e) Para que uma sucessao seja limitada basta que possua uma subsucessao limitada.

(f) Se lim u, < 0, entao tem-se u,, < 0 a partir de uma certa ordem.
n—oo

(g) Se lim w, <0, entdo tem-se u, < 0 a partir de uma certa ordem.
n—oo

11



77.

78.

79.

80.

81.
82.

83.

(h) Se (up)nen for convergente e se u, < 0 para todo o n € N, entdao lim u, < 0.
n—oo

(i) Se uma sucessao convergente é soma de duas sucessoes, entdo cada uma das sucessoes
parcelas também é convergente.

Usando dois processos, a algebra dos limites e a definicao de limite, verifique as seguintes
igualdades:

1 2n —7
(a) nan;O . j:z =0 (quando n > 2); (b) nh—rn;o :_ — = —2;
. n+sin(g) 1 . n+1000
@ e, 7Y @ e

Sejam (zy,)nen uma sucessao de nimeros reais e (ty)nen € (Vn)nen as subsucessoes definidas
pOT Uy, = Toy, € Up = Ton—1. Mostre que:

(a) SeaeRe lim u, =ae lim v, = a, entdo também lim z, = a.
n—oo n—oo n—o0

(b) Se lim u, = +oc0 e lim v, = +00, entao também lim z,, = +oo.
n—oo n—oo n—oo

Diga, justificando, quais das proposicoes seguintes sao verdadeiras e quais sao falsas:

(a) Toda a sucessao superiormente ilimitada tende para +oo.
(b) Toda a sucessao que tende para +oo é crescente (a partir de uma certa ordem).
(¢) Toda a sucessao monétona e nao limitada inferiormente tende para —oc.

)

(d) Toda a sucessao crescente tende para +o00.

Mostre, usando a defini¢ao, que:

(a) nh_}rgo(n —n?) = —o0; (b) lim (2n + (—1)"n) = +oo.

n—oo

Indique, quanto a convergéncia, o comportamento da sucessao (a"),en para a € R.

Estude a convergéncia das sucessoes de termo geral

1—4 se n impar —1)n4 2 se n impar
(a) up = n273711172 (b)  wu, = { (—1) _7{ p
57 sen par cos((n —1)m) semn par
0 sen =23k, keN 1+1  senpar
— 1 — - n
() up=¢ (=1)"; sen=3k+1, keN (d) up= { %” se . fmpar

(1) sen=3k+2, keN

™
Descubra o erro do seguinte raciocinio:

1 1
Considere a sucessao (zp)nen definida por x,, = — + — + .-+ + — (n parcelas).
non n

Como o limite da soma é igual a soma dos limites, caso existam os limites das
parcelas, tem-se

. . 1 1 1 1
lim z, = lim (+-~+> =lim —-—+---4+ lim —=0+---4+0=0.
n

n—oo n—oo \ N

Por outro lado,
1 1 1
lim z, = lim (—i—---—l—) = lim n— = lim 1 =1.
n—oo n—oo

Como o limite é tinico, tem-se 0 = 1.
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84. Usando o Teorema das Sucessoes Enquadradas, determine o limite das sucessoes:

2
@)1mchﬁ?,n€N
|
n=) T3 N;
(¢c) u ;(n—i—z)Q n e

85. Calcule, caso existam, os seguintes limites:

(n+1)
1 .
(a) lim SN

(c) nl;rgo vnn+1)—n
(-1)™n? -3vn+1+n

(b) wup= V3" 44"+ 7, neN;

n—+6 1

A tp=S ——— neN.
@ =2 g

2n? + (—=3n) + 1
Vil
(@) Tim \/3n—1—\/n+2;
n—oo \/2n +5— /4n + 1
log(3n + 19)

(b) lim

n—oo

Folha 7

(e) lim T (n=>2);  (f) lim log (n = 2);
. 34 (—2)" o (nr 7’
(i) lim —n(16 + cos(logn)); () lim n!(1 + sin®n);
1 n
(k) lim n®sin® =, (1) lim n

n—00 n

(a) lim (z, — yn) = +00;
n—oo
(b) lim (
n—oo
(c) lim (x, — yn) = 0o (sem ser +00 nem —oo);
(

87. Dé exemplos de sucessoes (Tn)nen € (Yn)nen, que tendam para +oo e 0, respectivamente, e
tais que

lim x,y, = +0o0;

n—oo

lim x,y, = —oc;
n—oo

lim z,¥y, = a, sendo a um numero real qualquer, previamente dado;
n—oo

)
)
(c) lim z,y, = 0o, sem ser +00 e —o0;
n—oo
(d)
) (ZnYn)nen € divergente mas limitada,
)

(TnYn)nen € divergente e ilimitada, mas nao tende para oo.

12



88.

89.

90.

91.

92.

93.

Dé exemplos:

(a) De uma sucessao limitada com quatro pontos de acumulagao.

(b) De uma sucessao nao limitada com quatro pontos de acumulagao.

Seja (Zn)neNn uma sucessao de nimeros reais e seja ¢ €]0, 1. Prove que

Tn+1
Tn

(a) Se para todo o n € N se tem 0 <

< centao lim z, = 0.
n—oo

(b) Se para todo on € N se tem |zp412 — Tpt1| < ¢|Tpi1 — x| entao (z,,)nen € convergente.
Foram investidos 1000 euros a uma taxa de juros de 6%, compostos anualmente.

(a) Indique o valor v,, do investimento ao fim de n anos.

(b) Verifique se a sucessao (vp,)nen € convergente.

Considere a sucessao (zy)nen definida por recorréncia da seguinte forma:

$1:\/§, Tn+1 = 2+\/$n7n21-

(a) Prove, por indugao, que:
i. Tp41 > xn, para qualquer n € N;
ii. @, <2 para qualquer n € N.
(b) Conclua que (z,,)nen € convergente.
(c) Mostre que o limite de (2,,)neN é raiz do polinémio P(z) = x* — 42% — 2 + 4.

Mostre que cada uma das sucessoes a seguir definidas é convergente e calcule o respectivo
limite:

(a) o1 = 5 Tptl = xi, n €N;
(b) z1 =1, Zpt1 =14+ J/xn, n €N;

c)dadoa e RcomO0<a<l,z1=a, tny1 =22 —x,+1,n €N
+ n

Sejam a e b ntimeros positivos, com a > b. Denotemos por a; a sua média aritmética, e por
b1 a sua média geométrica; isto €,

b
alza;_ e blz\/%

Iterando este processo, obtemos duas sucessoes, (an)nen € (bn)nen, sendo, para todoon € N,

an + by,

B (§ bn+1 = anbn.

Op+1 =
(a) Use o Principio da Indugdo Matemética para provar que, para todo o n € N,

Qp > Gpt1 > by > by,

(b) Mostre que lim a, = lim b,.
n—oo n—oo

(A este limite Gauss chamou média aritmética-geométrica dos nimeros a e b.)
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94. Represente graficamente as seguintes fungoes e indique o seu dominio e o seu contradominio:
(a) a(z) =1+ |z (b) b(x) = |sinx| (c) c(x)=sin|z|

—rx—5 sex>1

+
(d) d(x):{‘llog|x| S”i;g (e) elz)={ —1 se —1<z<1
e 0 x? ser < —1
1 sex>-1 _ sin% sex #0
© s@-{) T ® a0={" 27

(h) h(z) =z — [z], onde [z] representa a caracteristica de x,
isto é, o maior inteiro menor ou igual a x.

95. Considere a funcdo f : R — R definida por f(x) = ax?® + bz + ¢, com a, b e ¢ constantes
reais. Analise a representacao grafica de f, consoante o valor dos parametros a, b e c.

96. Sendo f(z) = k2? + 5x + k, determine k& de modo que f(z) > 0 para todo o = € R.
97. Sendo f(z) = ka? + 3z + 2k + 1, determine k de modo que +/f(z) + 2 tenha dominio R.

98. Determine o dominio das seguintes fungoes:

Vo — ) h(z) = v—2x b
() f@&) =vVaT—3 () gla) = Va1 (©) hie) = VBT +
SU2 — 4T an(xr
(d) j(z) =1+ 2coi:v (e) I(z) = log # () m(z) = t(%'”)
(8) n(z) = Vo — 2; (h) o(z) = e¥V*1 —sina (i) p(z) = log(1l — va? — 1).

99. Diga quais dos seguintes conjuntos de pontos sao graficos de fungoes:
) € R?; a2 47 = 4); (b) B={(z,y) eR*; 2> <3 Ny =—V3—a?};
C ) (d) D ={(z,y) € R?; |z + |y| = 1}

E ={(x,y) € N?; y é divisor de z}; (f) F = {(z,y) € [-1,1] x R; 2 = siny};
G ) (

h) H = {(z,y) € R?: 23 + 4 = 4},

100. Sendo f: A — B, identifique as seguintes defini¢des:

(a) Vee AJye B : f(z)=y) N Vor,22 € Axy =20 = f(x1) = f(22)).
(b) (Vor,ms € Ay £y = f(o1) # flz2) A (yeBIreA : f(z)=y).
(c) Ve A —x€ AN f(—z) = f(z).

(d) Vee A —xe€ AN f(—z)=—f(z).

15



101. Verifique quais das seguintes func¢oes sao pares e quais sao impares:

(@) fla)=log 3 (0) gle) = 3" +e7);
() h(z)=Vr+2+Vz—2 (d) I(z) =sin?z — cos(z + 7).

102. Verifique, usando a defini¢ao, se sao ou nao bijectivas as seguintes fungoes:

(@) f@) =

(b) g(z) =5— 322 (c) h(x):tanx,xe]—g,g[.

103. Determine em que casos a funcao ¢ invertivel e, quando o for, determine a sua inversa e faca
a representacao grafica de ambas as funcoes:

() f@=smz ) g@) =1 () )=l
@ i0)=32 -2 (@) j@=et () i) =los?)

104. Dada a funcdo f : R — R tal que f(x) = 22, determine:

(a) f(R);

(b) f(4), com A={z €R;z >4}

(c) f~YB), quando B = {y € R; y > 3};

(d) f7YO), paraC={yeR;y< -3V y=1}.

105. Considere as funcoes

z sexz>0
_ 1 _Jx+1 sex#0
1 sex =0

Indique o dominio e a expressao analitica das fungoes

(a) h=f+g, (b)j=1f-g (c) k= flg, (d)I1=g/f, (e) m=+/Tf.
106. Determine o dominio e a expressao analitica de g o f, sendo:

(8) f(z) = VE e gx) = —

22— 1
(b) f(z)=z+1eg(z)=+2x+3;

2 sex>0
1 sex<O

(c¢) f(x)= e g(x)=2%—1;

log(z+1) sex>-—1
(d) f(x) = |z e g(z) = { 1

T

se x < —1.

107. Sendo f(z) = 2* e g(z) = 4%, determine o dominio, o contradominio e a expressdo analitica
das fungoes compostas foge go f.
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CAPITULO II: Limites

108. Para X C R limitado, a € X’ e f : X — R traduza as seguintes afirmagoes para portugués
corrente:

(a) Ve>030>0:Vz e X 0< |z —a|<e=|f(z)—L| <d;
(b) 3 >0:Ve>0Vz e X 0<|z—a|<d=|f(z)—L|<e.

109. Demonstre, usando a definicao, que:

1 L . 9—a?

() JmaGe=2=5 () lmlnal=0; () Jim7—=-6
. o1 . . 4.1

(d) ilg%):z:smg—o, (e) 31:11{}1\/5—2, (f) alcui%x SIHT\/E_O'

110. (a) Mostre que, se lim f(x) existir e for L, entdo também existe lim |f(x)| e ¢ igual a |L].
r—a r—a
(b) Dé exemplos que mostrem que lim |f(z)| pode existir nao existindo lim f(x).
r—a Tr—a

(c) Mostre que lim f(z) =0 se e s6 se lim |f(z)| = 0.
r—a r—a
111. Sejam f : D C R — R positiva e a € D'. Mostre que, se existir lim f(z) = L > 0, entdo

r—a
. . 1 L. 1
existe lim e éigual a —.

e f(a) L

112. Use o Teorema das Funcoes Enquadradas para provar que:

: |z|
a) lim ———— = 0;
(a) =0 /gt + 422 + 7
(b) lirr%) 22 f(x) =0, sendo f tal que, para todo o z € R, 0 < f(z) < c € R;
(c) Se f e g sdo fungdes com dominio X C R, a € X/, lim g(z) = 0 e f é limitada numa

vizinhanga de a, entdo lim g(z)f(z) = 0.

113. Supondo a > 0, calcule:
b b
(a) limf[—]; (b) hmf[f]

z—0al x z—=0x L a

114. Demonstre, usando a definicao, que:

2
.oz —4 . T+2yz 1 .1
() Mm —5— =k ) Jm —r =3 © Jlm osine=0;
2
. 2 _ . . 2 _ . . _
(d)  lim (27 —2) = oo (e)  lim (27 +4) = +oo; (f)  lim TR
115. Seja p um polinémio real de grau n; isto é, p(z) = apa™+- - -+a1x+ag, com ay, - -,a1,a9 € R

e ap # 0. Estude lirf p(z) e lim p(z).

116. Determine, usando propriedades dos limites, os seguintes limites:

. 2—|—:Usin% . Vz—b—+a—-5b . 3% — 27
(a) Clli)r(l)i(x_’_g)Q; (b) ilil}l - (a > b); (c) xETm73w+1+2x—3'

17



117.

118.

119.

120.

121.

122.

123.

124.

Verifique as seguintes igualdades, usando a teoria das sucessoes:

2 -1 . xr—a®
() Mmooy =h (b) Mmoo = ta>1)
Mostre que nao existem os seguintes limites:
.|+ 3] .1 1
(a’) ;E}% 9_ $2 ’ (b) alcll% S Ev (C) xli{éa S Ev
: 1 . . . :
(d) xli%l— sin —; (e) xgrfw sin z; (f) xEIEloo sin z.
Calcule os seguintes limites:
e . sin(mz)\* . 2¢4 — 3
() i —5—— (® lim, ( z ) ’ © A =
1—
(d) lim w; (e) lim (Va2 —2—+22+3); (f) lim (2% — coszlogx);
z—0 x T—+00 T—+00
T tan 2z 1 1 2 —x
lim (2 —2)tans; (b I ()l - . ()1 .
(&) e R ane (b) 20 sin 3z () 220 <sinx tanx) () e R —
Estude a existéncia de limite, nos pontos indicados, das fungoes definidas por:
2 1 7+2(/x
T sin = sex <0 sex >1
a) f(z) = Ty ,z=0; (b) f(z)= Wz , x=1;
(@) £(2) {(1+@I o (b) f(2) {T?Zx re
1 z+24 |42
(©) fla) = — . 2 =0; (@ o) = TR g
1+4+e= x4 —4

1 se x racional

Seja f : R — R a fungao de Dirichlet, que é definida por f(x) = { 0 se irracional

Mostre que f nao tem limite em nenhum ponto.
Sejam X =YUZCR,aceY' NZ e f: X — R. Mostre que

iﬁ%f’y(x) = ;ﬂf}lf‘z(lf') =L= %lng@?) = L.

. ~ . 1—2 se x racional
Seja f : R — R a fungao definida por f(x) = { (5—1)2—2 se x irracional

Estude o limite de f nos pontos 1 e 2.

Determine os pontos de acumulagao a do dominio de f para os quais existe lim f(x), quando:
r—a
(a) f:R—R, com f(z) = [z].
1
() £+10.27) = R, com ) = {

sinx se x irracional.

se x racional

sinx  se x racional
cosx se x irracional.

(¢) f:R—TR, com f(x):{

% se T = P com p,q € N, p < g, mde(p,q) =1
q

0 se x irracional.

(d) f:0,1[— R tal que f(x) = {

1 se v € N
(e) f:R—R,com f(z)=¢ 0 sexeQ\N
-1 sexeR\Q.

1R
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CAPITULO IlI: Continuidade

125. Determine k € R de forma a que a funcao definida por

kx—2 s€
f(z) = 0 se
k2;74 se

tenha, em a = 1:
(a) uma descontinuidade removivel;
(b) um pdlo;

(¢) uma descontinuidade essencial de 1* espécie.

r>1
r=1
r<l1

Folha 10

126. Estude a continuidade das fungoes seguintes, indicando, nos pontos de descontinuidade, o

tipo de descontinuidade que ocorre:

1
() f(x):{msmx sex #0

1 sex =0
(b) flz) = W ser#2ex# —2
0 ser=2oux=—2
N et St
sex e {5 +km; kel}
cos% sew €]-%,0[
(d) f(z)=4 0 , sex=0
oglmay = €105
1 1 3.5
(© F@) =14 sz 2w SrE€limam[\{2m)
0 se r = 2w
_J1-x sex €Q

127. Encontre uma bijeccao f : R — R que seja descontinua em todos os pontos.

128. Prove que a equacdo x> — 922 + 7 tem trés raizes, uma em cada um dos intervalos abertos

] —1,0[, ]0,1[ e ]6,9[. Melhore o resultado aproximando-as até as décimas.

129. Seja f(z) = tanxz. Verifique que f <%) =1lef (SZ

m 3T
P =07
06}4, 1 [talquef(c) 07

190

):

—1. Pode concluir que existe



130. Prove que existe um numero real ¢ tal que:
3

(a)0<c<gesinc:(),7; (b) <c<7recosc:—1;
(c) & =2; (d) ¢ >
131. (a) Mostre que:

i. a equacdo z* 4+ — 1 = 0 tem uma solucio em R;

f
2
c>0ec?=3.

ii. o polinémio p(z) = x* + 223 — 2 admite pelo menos uma raiz no intervalo [0, 1].

(b) Sera que todo o polinémio de grau 4 tem uma raiz real?

132. Mostre que:

3

(a) aequagao z° —x — 1 = 0 tem uma solugao em R.

(b) Qualquer polinémio de grau impar tem pelo menos uma raiz real.

Conclua que, para cada a € R e p € N impar, existe pelo menos um ntmero real b tal que
P = a.

133. (a) Seja f uma fungao continua em [0, 1] tal que 0 < f(x) < 1. Mostre que existe ¢ € [0, 1]
tal que f(c) = c¢. (A um ponto x tal que f(x) = = chama-se ponto fizo da funcao f.)

(b) Dé um exemplo de uma funcdo continua f : [0,1[— [0, 1] que ndo tenha nenhum ponto
fixo.

134. Seja f uma funcdo continua em [0, 5] tal que 0 < f(x) < 1 para todo o € [0, 5]. Prove

que existe ¢ € [0, 5] tal que f(c) = cosc.
T —2
—

135. Seja f(z) =

(a) Verifique que f(—1) > 0 e que f(1) < 0.
(b) A fungao anula-se nalgum ponto entre —1 e 17

(¢) Compare as suas conclusdes com o Teorema do Valor Intermédio.
136. Considere a funcdo definida por f(z) = 2% — 3z + 2.
(a) Calcule f(0) e f(3).

(b) Mostre que existe pelo menos um ¢ € [0, 3] tal que f(c) = 0.

(c¢) Explique porque é que esta situagao nao contradiz o Teorema do Valor Intermédio.

137. Dé exemplos de fungoes invertiveis, com pontos de descontinuidade, cujas inversas sejam
funcoes continuas.

138. Verifique se a fun¢ao f indicada em seguida é limitada e determine os seus extremos, caso

existam.
(a) f:[-1,2[= R, com f(z) = 2? — 1; (b) f(z) =tanz, com 0 <z < T
(¢) f:]0,2] — R, definida por f(z) = %; (d) f(x) = |§:§|.

139. Indique os extremos da fungao

f:00,2]\{1} — R

z2—1

T = x—1

A funcédo toma todos os valores entre eles? Justifique a sua resposta.

20
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CAPITULO IV: Célculo Diferencial

140. Calcule, usando a definicao, a derivada da funcao f no ponto a indicado:
(a) f(x) =22 —4,a=0; (b) f(z) =9 — 22, a=1; (c) f(t) =3t —t, a= —1;
@) f(z) = (@ —)Vz,a=1 (o) f(z) = g, a=1L
141. Usando a definicao, determine a funcao derivada das seguintes funcgoes:
(a) f(z) = cosw;
eh —1

b = ¢? (sabend li =1);
(b) f(z) = e” (sabendo que lim — )i

(¢) f(x) = a, com a € R; explique como pode concluir imediatamente o resultado do
grafico de f;
(d) f(z) = ax + b, com a,b € R; explique como pode concluir imediatamente o resultado

do grafico de f;

=

2
|
=

—a)", com a € R.

142. Sejam f,g,h : X — R tais que f(x) < g(z) < h(x) paratodoox € X e a € X N X'. Mostre
que, se f(a) = h(a), f e h sdo derivdveis em a e f'(a) = h/(a), entdo g é derivdvel em a e
f'(a) = g'(a) = W (a).

143. Sejam f(z) =22 e a = 3.

(a) Qual a funcao linear [(z) que melhor aproxima f(z) quando z estd préximo de a?

(b) Use I(z) para obter um valor aproximado de (3.12)? (cujo valor real é 9.7344).

144. Para cada uma das funcoes f seguintes, use a aproximagao linear em a para calcular um
valor aproximado de ¢. Compare estes valores com os valores obtidos numa calculadora.
. _ _ _ 204 .
(a) f(.%’) = 'CU37 a=1,c= (106)37 (b) f('fU} = Hiﬂi’ a=2,c= 142.04°

(c) f(x)=cosz,a=7%, c=cosl; (d) f(z)=sinz, a = F, c=sin0.5.

145. Em cada um dos casos seguintes, escolha uma fungdo e um ponto a adequados, e use
a aproximagcao linear dessa funcao em a para obter um valor aproximado dos seguintes

numeros:
(a) (3.026)% b) G (c) V15;
(d) tan3; (e) sin0.045; (f) tan0.092.

146. Determine a fungéo derivada de cada uma das funcGes seguintes:

(a) f(x) =tanz —3secz; (b) f(x) =cotz+2cscx; (¢) f(x) =sinzcosw;

(d) f(z) = Yx(2® +1); (e) f(z) = i/i:ll; (f) f(z) = 23 cosz — 273 sinz.
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147. Determine as fungoes derivadas das fungoes seguintes:

Vo sex >0

(a) f(z)=1 =5 sex =0
tanz se — 5 <z <0
z3 sex <0

(b) f(z)=4q 2 se0<zx<1
(r—1)24+2 sex>1
2x sex <0

(c) f(x)=<{ —2®>+4r sel0<xz<?2
) se x > 2

(d) f(x) =1+ |sinz|, z € [0,27];
x+log(2—1z) sex<1

© s ={ 4L

e sex>1
148. Use o Método de Newton com o valor inicial z1 dado, para encontrar a terceira aproximacao,
x3, da raiz da equacgao dada:
(a) 2 +2+1=0 21 =—1; (b) 23 —22-1=0, 21 =1;
(c) 2t—20=0,21 =2 (d) 27 —100=0, 21 = 2.
149. Explique porque é que o Método de Newton nao funciona para encontrar as raizes da equagao

2% — 3z + 6 = 0 se o valor inicial escolhido for z; = 1.

150. Usando o Teorema da derivada da funcao composta, determine a derivada das funcoes
definidas por:

(a) f(z) =sinyx  (b) f(z) = V4 —a? (c) f(z) =loga

(d) f(z) =4 () f(x) =ave"t (f) f(x) = sin(log z)
(8) f(x) =log(sinz) (h) f(x) = log (sinz®**) (i) f(z) = sinz*"
() f(z) = g(@)") (k) f(z) = \/log V& (1) f(z) = log \/log v/z.

151. Use as identidades - -
cosx = sin (5 — x) e cos (5 — a:) =sinx

e o Teorema da derivada da funcao composta para calcular a derivada da funcéo cos a custa
da derivada da funcao sin.

152. Dé uma demonstragao da férmula

N Fa)gle) - fla)g' (@)
(ZL‘) - 2

9 (9(x))

usando a férmula do produto e o Teorema da derivada da fungao composta.

153. Cada uma das equacoes seguintes define uma ou mais fungoes y na varidavel z. Usando o
regra da derivada da funcao implicita, determine 3’:

1 1

(a) 2®+y?=3; ) -, =0 (€ y=(z+y)>%
. . . y - ]- 2 2 ‘/I:2
(d) sin(z +y) =sinz + siny; (e) = | f) z°—y "
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154. Determine o maximo e o minimo absolutos das seguintes fungoes nos intervalos indicados:

155.

156.

157.

158.

159.

160.

161.

162.

163.

(a) f(z) =322 - 102+ 7, X =[-1,3]; (b) f(z) =5—62? —223 X =[-3,1];
(c) flx) =23 +1, X =[-1,1]; (d) f(x) =sinzcosz, X = [0, 7].
Considere a fungao f : R — R definida por f(z) = |z|.
(a) Verifique que f’ toma valores positivos e negativos mas nunca se anula. Estard este
facto em contradicdo com o Teorema de Darboux?
(b) Mostre que f(—1) = f(1) mas f’(¢) # 0 para todo o ¢ no intervalo | — 1, 1[. Estard este
facto em contradicao com o Teorema de Rolle?

Considere a fun¢ao f : R — R definida por f(z) = x? sin% sex#0e f(0)=0.

(a) Calcule f'(x) quando z # 0.
(b) Verifique que nao existem lim f'(z) e lim f'(z).

z—0~ z—0t
(¢) Poder-se-a concluir da alinea anterior que nao existe f/(0)? Verifique, usando a definigao,
se f é derivavel em 0.

O que acontece ao tentarmos aplicar o Teorema de Rolle & fungao f(z) = 23 no intervalo
[—1,1]7

Aplicando o Teorema de Rolle a fungao f(z) = (z — 1) tanx no intervalo [0, 1], mostre que
a equacao sin 2z = 2 — 2z tem pelo menos uma solugao entre 0 e 1.

Seja f(x) = (x — 1)(x — 2)(2® + 1).

(a) Porque é que f'(x) tem que ser 0 para algum z entre 1 e 27

(b) Calcule f’(x) e confirme, usando o Teorema de Darboux, que a equagao f'(z) = 0 tem
uma solugao entre 1 e 2.

(a) Explique porque é que a equagao 23 + 2 — 1 = 0 nao pode ter mais do que uma raiz
real.

(b) Use o Teorema de Rolle para provar que a equagio ax® + B2 + vz + & = 0 nio pode

ter mais do que uma solucao real quando 3% < 3ary.

Suponha que f : [a,b] — R é continua e que f’(z) existe e ndo se anula em |a,b[. Se f(a) e
f(b) tém sinais opostos, prove que a equagao f(z) = 0 tem uma e uma sé solugao em |a, b|.

Seja f : [a,b] — R uma funcao continua, derivivel em |a, b] tal que f(a) = f(b) = 0. Mostre
que existe ¢ €]a, b tal que f'(c) = f(c). (Sugestao: Use a fungao g(z) = f(z)e™*.)

Seja f : [a,b] — R uma fungao continua em [a,b], duas vezes derivdvel em ]a,b[ e que se
anula em trés pontos distintos de [a, b]. Mostre que existe ¢ €]a, b[ tal que f”(c) = 0.
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164.

165.

166.

167.

Considere a fungao f definida por f(z) = {

(a)
(b)
(c)

(log|z|)+1 sez <0,
(logz) =7  sexz>0.

Verifique que f possui derivada em todos os pontos do dominio e que f'(x) = (log |z])’.
Verifique que a fungao h(z) = f(x) — log|z| ndo é constante.

Estarao estes resultados em contradigao com o Teorema de Lagrange? Porqué?

Mostre que, ao aplicar o Teorema do Valor Médio & funcio f(z) = ax? + Bz + v num
intervalo [a, b] qualquer, o ponto x onde a tangente ao grafico é paralela a recta que passa
por (a, f(a)) e (b, f(b)) é o ponto médio do intervalo [a, b].

Seja f uma fungao continua em [0, 1] e derivavel em ]0, 1] tal que f(1) = 4. Prove que existe
¢ €]0,1] tal que f(c)+cf'(c) = 4.

Indique, justificando, se as afirmagoes seguintes sao verdadeiras ou falsas:

(a)

(n)

Se I for um intervalo contendo 0 no seu interior, nao existe nenhuma funcao derivavel
f I — R cuja derivada seja a fungdo g : I — R, definida por
2

sin“x  sex #0,
g(w)—{ -5 se z = 0.
Existe uma funcao f : R — R cuja derivada é a funcdo h: R — R, com
r—4 sex <3,
h(z) =< -1 se x = 3,
ﬁ se z > 3.
Se existirem as derivadas laterais de uma fun¢éo f num ponto a do seu dominio, entao
f é continua em a.
Existem uma funcao derivavel em [—1,1] e ¢ €] — 1, 1] tais que o declive da tangente
ao grafico de f no ponto (c, f(c)) é igual a £(f(1) — f(-1)).
Se f : X — R for constante num subconjunto Y de X, entao, em cada ponto de Y NY”,
a derivada de f existe e é zero.

Se f: X — R for constante num intervalo Y contido em X, entao, em cada ponto de
Y, a derivada de f existe e é zero.

Se f: X — R for constante num aberto Y de X, entdo, em cada ponto de Y, a derivada
de f existe e é zero.

Uma fung¢ao continua num ponto é derivavel nesse ponto.

Sejam f e g duas funcoes derivaveis num ponto de acumulacao a do seu dominio. Se
f(a) = g(a), entdo f'(a) = g'(a).

Se f,g: X — R forem duas fungoes derivaveis em todos os pontos do dominio e tais
que f'(x) = ¢'(x) para todo o x € X, entao f = g.

Se f,g: X — R forem duas fungoes derivaveis em todos os pontos do dominio e tais
que f'(z) = ¢'(x) para todo o z € X, entdao f — ¢ : X — R é uma fungdo constante.

Seja f : X — R uma fun¢ao derivavel em a € X N X’. Se f’(a) > 0, entdo existe um
intervalo aberto I, contendo a, tal que f é crescente em X N 1.

Seja f : X — R uma funcao derivdvel num ponto a € X N X'. Se f'(a) = 0, entdo nao
existe nenhum intervalo aberto I, contendo a, tal que f seja mondétona em X N 1.

A equagdo cosx = 2z tem uma tnica solu¢ao em [0, F].
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168. Considere as fungoes cujos graficos estao esbocados em seguida. Com a excepcao da funcgao
da alinea (1), todas as fungoes tém a sua derivada também representada. Identifique cada
uma das derivadas, justificando a sua resposta.

169. Diz-se que a fungao F' : X — R é uma primitiva de f : X — R se, para todo o z € X,
Fl(z) = f(z).
Determine todas as primitivas das fungoes seguintes:
(@) f(z)=1-=; (b) flz) =24 (c) flz)==z—|zf;
(d) f(z) =sinz; (e) f(x)=cosx; (f) f(x)=tanz.
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170.

171.

172.

173.

174.

175.

176.

177.
178.

179.

180.

Determine a equacao de uma curva que passa na origem e que cuja recta tangente ao ponto
(z,y) tem declive 2(x — 1).

22, é uma primitiva de g(z) =

Confirme que a fungao f : R — R, definida por f(z) = sin

2sinx cosx. Da igualdade 2sin x cos x = sin 2z resulta que outra primitiva de g é dada por
1

h(z) = —= cos2z. Atendendo a um dos corolédrios do Teorema de Lagrange, as fungoes f e

h diferem por uma constante. Qual é essa constante?

x
As fungoes f(x) = Jzl e g(x) = 2 tém a mesma derivada em todos os pontos x diferentes de

zero. No entanto, a sua diferenca nao é uma funcéo constante. Explique porque é que esta
situagao nao invalida o corolario do Teorema do Valor Médio referido no exercicio anterior.

Calcule os limites das fungoes seguintes, nos pontos indicados:

2 : 1
(a) lim v ; (b) lim ﬂ; (¢) lim ztan—;
z—+oo T+ 1 z—01 —coszx T—+00 T
x E\*
(d) lim(1+ 3;10)%; (e) lim (cosz)z™7 (f)  lim <1 + > ;
z—0 z—Z~ z—+00 x
1 1 1 1 sin’z
li z; h li ; i lim(— — ——).
() zoo (b) eodn sing | 21 — 3:)’ (i) aclg(l)(x? x? )

(a) Usando a Regra de Cauchy, prove que:
(b)

im = +00, qualquer que seja o ntimero real positivo «;
z—+o0 log x
‘/L.TL
(¢) lim — =0, qualquer que seja o nimero natural n;
z—+4oc0 et
(e

. . . X .
(d) usando a alinea anterior, conclua que 111_’1_1 — =0, qualquer que seja « € R.
Tr—+00 €

Verificando que nao se pode aplicar a Regra de Cauchy, calcule os seguintes limites:

— cos T sin — — si
(a) lim S BT (b)  lim z, () lim Z—22T
z——+00 T z—0 x z——+00 I + SInx
z2sin L e s
(d) lim ——=; (e) lim .
z—0 sinx =0+t X

Seja f : R — R definida por f(z) = 2® — 1. Determine os seus polinémios de Taylor de
ordem 4 no ponto 0 e no ponto 1.

Determine o polinémio de Taylor da fungao f(z) =z + % de ordem 3 no ponto -1.

Seja f : R — R uma funcdo trés vezes derivéavel tal que f”(z) +zf'(z) + 22 =1, f'(0) =1,
f(0) = —1. Determine o polinémio de Taylor, de ordem trés, de f em 0.

Determine o polinémio de Taylor de ordem n, no ponto zero, da funcao f, quando:
(a) f(z)=2"-1 (b)  flz) =e" (©) fl2)=11z
() f(x) = log(1 +); () fla)= 525 ) @) =7H=

Determine o polinémio de Taylor:

(a) de ordem 2n, quando f(z) = cosx, no ponto 0;

(b) de ordem 2n + 1, para f(x) = sinz, no ponto 0.
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181. (a) Escreva a férmula de Taylor de ordem n no ponto 0, com resto de Lagrange, da fungao
log(1 + ).
(b) Usando a férmula anterior, demonstre que
22
Y <log(l+z) <z,

para qualquer z € RT,

182. Considere a funcao f(z) = e* e o seu polinémio de Taylor p,(z) (ja calculado no Exercicio
179) e seja rp(z) = €* — pp(z).

(a) Mostre que
ell

(n - 1)! |x|n+1‘

rn ()] <

(b) Use o polinémio de Taylor de ordem 4 para calcular um valor aproximado de 2.
(¢) O valor de e pode ser calculado tomando x = 1 na férmula de Taylor da fungao f.
i. Usando o facto de e < 3, explique porque é que

3

Irn(1)] < CESE

ii. Qual o valor de n que garante que no valor estimado de e as trés primeiras casas
decimais estao correctas?

(d) Determine um valor aproximado de /e a menos de 1073.

183. No Exercicio 180 determinou-se o polinémio de Taylor de ordem n, no ponto 0, da funcao
sin. Escreva a férmula de Taylor de ordem n desta fungao, no ponto 0, e mostre que

|x’n+1

ro(x)| < ——.

@) < 1

184. (a) Explique porque é que |sinz — z| < [z[3.
(b) Deduza que
sinzx 1
—1 < Z|z)?
21| < gle
. . sinx
para todo o x # 0 e use esta desigualdade para provar que hn% — =1.
T— xT

185. Dé um exemplo de uma fungao derivdvel, definida num intervalo, que tenha um maximo
nesse intervalo e cuja derivada nunca se anule.

sinz
186. Serd que a funcao f :]0, 7[— R definida por atinge um méximo e um minimo em |, 7[?

Justifique.
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187. Determine, caso existam, os extremos locais das seguintes fungoes:

0 3

(a) f(x)= =3 +1, 2 €[-2,3];
(b) f(2) = o @ €], +ocl;

—x se x < 3,
(c) flx)=4 -5 se x = 3,

(r—2)2-9 sex>3;

(d) f:R — R definida por f(x):|x1| sex#0e f(0)=4.

188. Seja y = xv/3 — .

3(2 —
(a) Verifique que 3 = 2-2)
23—z
3(x—14
(b) Use a igualdade anterior para provar que y” = L)g
43 —1x)2

(¢) Analise a afirmacao: Existe um ponto de inflexdo em & = 4 porque y” muda af de sinal.
Qual é a afirmacao correcta a fazer sobre o sinal de y”'?

(d) Esboce o grafico de y.

189. A equacdo 32 = 4x representa uma pardbola. Use derivacdao implicita na andlise da sua
concavidade e esboce o gréfico.

2 2
190. A equagao — — i 1 representa uma hipérbole. Use derivagao implicita para provar que
a
4
y" = —— e discuta a sua concavidade.

a2y3

2
3

191. O grafico de x5 +y3 = as (a > 0) é um hipocicldide com quatro cispides.

3

<

~—
ol

S

(a) Verifique que 3/ = — <—
(b) Esboce a curva.

192. Faga o estudo completo das seguintes funcoes:

(a) f(z)=2®— 32 +2; (b)  f(x) = 2* — 822 + 16;
© @)= @ s =",
() flz)=/lal; (f) fz)=v4—a?
e— - se —1<z<0,
@ fa)="2E2 W f@w={0 " sa=0
v 16_19” se x > 0;
_ —ilog:p sex > 1, : 4x

O fa={ 2L TG )=y
193. Faga o estudo completo das seguintes fungoes trigonométricas:

(a) y=tanuz; (b) y=cotuz; (¢) y=secux; (d) y=cscx.
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194.

195.

196.

197.

198.

199.

200.

201.

As funcoes f e g definidas por f(z) = sin(arcsinz) e g(x) = arcsin(sinz) sao diferentes.
Justifique esta afirmacao.

Considere a funcgao arcsec, definida como a inversa da restricao da funcao sec ao conjunto
s 3T

[0, Z[U[m, 5.
1

zv/z2—-1"

(b) Faga o estudo completo da funcao.

(a) Mostre que (arcsec x)' =

Use derivagao para mostrar que:
a) arcsin —=£— = arctanx, para todo o x € R;
Vita?
b) arctan ——£— = arcsinz, para todo oz €] — 1, 1[.
V1—z2
Use a férmula cosh? t — sinh? ¢ = 1 para provar as igualdades:
(a) tanh®t+4sech®t =1 (b) coth?t — csch? t = 1.
Use as definigoes de sinh e de cosh para provar as igualdades:

(a) sinh(u 4 v) = sinh u cosh v + cosh u sinh v;

(b) cosh(u + v) = coshu coshv + sinh usinh v.

Mostre que:
(a) (tanhz) = sech? z; (b) (cothz)’ = —csch? ;
(c) (sech z)’ = —sech x tanh z; (d) (esch z) = —csch z coth z.
Use a férmula de Euler
e =cosz +isinz

para concluir que e~** = cosx — ¢sinz. Prove entao que

_1 i —ix . _ 1 i —ix
cosx—Q(e +e ) e smx—%(e e ).

De Moivre provou que, para qualquer nimero natural n, se tem
(cost +isint)™ = cos(nt) + isin(nt).

(a) Use inducdo matematica e as férmulas para sin(u + v) e cos(u + v) para provar esta
férmula.

(b) Prove que, para qualquer nimero natural n,

(cosht + sinht)™ = cosh(nt) + sinh(nt).
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202.

203.

204.

205.
206.

207.

208.

209.

210

211.

Gera-se um cilindro circular recto pela rotacao de um rectangulo de perimetro P em torno
de um dos seus lados. Quais as dimensoes do rectangulo que gerard um cilindro de volume
maximo?

Encontre dois nimeros positivos cujo produto seja 100 e cuja soma seja minima.

.. +b R +
(a) Prove que, para a e b positivos, se tem aro > \/@, estudando a fungao f(x) = a4 x'
2 v ax
b

(b) Prove que, para ntimeros reais a, b e ¢ positivos, se tem % > Vabe, estudando
- a+b+x
a funcdo f(r) = ——.

abx

Encontre a drea do maior rectangulo que pode ser inscrito num semi-circulo de raio 7.

Uma lata cilindrica é feita para receber um litro de 6leo. Encontre as dimensoes que mini-
mizarao o custo do metal para produzir a lata.

Na producao de umas caixas, uma companhia de embalagens pinta a base, o topo e dois
lados de branco e os restantes dois lados de vermelho. Se a tinta vermelha custar 50%
mais do que a branca, quais as dimensoes da caixa com volume V' que tem menor custo de
pintura?

Qual a forma mais rapida para ir do ponto (0, 1) para o ponto (1, —1) se a velocidade acima
do eixo dos zx for 300 e abaixo do eixo dos xx for 2257

(Sugestdo: para simplificar os cdlculos é conveniente, a partir de certa altura, considerar os
angulos que a trajectéria mais rapida faz com o eixo dos zx).

kz onde ¢ e k sdo constantes, entdo vy’ = ky, isto é, a funcdo y

(a) Mostre que, se y = ce
varia com uma razao proporcional a si prépria.
(b) Suponha agora que y = f(x) é uma funcdo que varia proporcionalmente a si prépria,
isto é, ¥ = ky, onde k é constante.
i. Verifique que, se g(x) = f(z)e %, entdo ¢(x) = 0.
ii. Conclua que f(z) = ce® para alguma constante c.

. O ntmero de bactérias numa determinada cultura cresce de forma proporcional a populagao.
O ntmero inicial de bactérias é 20000, sendo 48000 ao fim de 3 horas.

Encontre a funcao que apresenta a populacao de bactérias como fungao do tempo.

Qual é a populacao ao fim de 7 horas?

Quanto tempo é necessario para a populacao atingir um milhao?

Mostre que, se r é uma raiz real da equacdo az? + bz + ¢ = 0, entdo a funcio y = €’

é solucao da equacao diferencial ay” + by’ + cy = 0.

(b) Use a alinea anterior para obter duas solugoes de cada uma das equagoes diferenciais:
iy’ —y=0; ii. ¢’ — 3y + 2y = 0; iii. ¥y’ — 9/ =0.

(c) Mostre que as fungoes y = e* e y = xe® sao ambas solugbes da equagao diferencial
y' =2y +y=0.

(d) Mostre que y = e*sinz e y = e”cosx s@o ambas solucoes da equacdo diferencial
y" =2y +2y=0.

(e) Compare estes dois tltimos casos com os anteriores.
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