Sumarios Alargados

CAPITULO I: FUNDAMENTOS — O RIGOR E A DEMONSTRAGCAO EM ANALISE

1. Operadores légicos e quantificadores

Recomenda-se a leitura de:
Capitulos 0 e 1 de: J. Lewin/M. Lewin, An Introduction to Mathematical Analysis;
Capitulo 1 de: M. T. Oliveira-Martins, Topicos de Matemdtica Finita;

Capitulos 1 e 2 de: R. Pereira Coelho, Li¢oes de Andlise Infinitesimal.

2. Conjuntos

Para as Seccoes 2-6, recomenda-se a leitura de:

Capitulos 1 e 2 do livro de Elon Lages Lima, Curso de Andlise, vol. 1.

Capitulo 3 do livro de J. Lewin/M. Lewin, An Introduction to Mathematical Analysis.
2.1. Definicdo. Um conjunto X é uma coleccao de objectos, a que chamamos elementos de X. Se
x é um elemento de X, dizemos que x pertence a X e escrevemos z € X.
2.2. Definicdo. Se todo o elemento de X pertencer a Y, isto é, se

Ve € X = xz €Y,

dizemos que o conjunto X é um subconjunto de Y, ou uma parte de Y, ou que X estd contido em
Y, e escrevemos X C Y.
Dois conjuntos X e Y serao iguais se e s se tiverem exactamente os mesmos elementos; logo

X=Y & XCYeY CX.

Se X CY mas X # Y (isto é, se existir um elemento y de Y que nao pertence a X), dizemos que
X estd estritamente contido em Y, ou que X € uma parte prépria de Y e escrevemos X C Y.

Por exemplo,
NcCcZcCQ;

para todo o conjunto X, ) C X.

2.3. Definigdo. Dado um conjunto X, designa-se por P(X) o conjunto das partes de X:
P(X)={A4; AC X}.
2.4. Exemplos.
1. Note-se que se tem sempre § € P(X) e X € P(X).
2. P(0) = {0}.
3. Se X = {1,2,3}, entio P(X) tem 8 elementos:
P(X) =A{0,{1},{2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}}.
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2.5. Definigdes. Dados dois subconjuntos A e B de X, a sua reunido é o conjunto
AUB={r € X;z € Aouz € B}

a sua interseccdo é o conjunto
ANB={rxeX;x € Aexc B}.

Se AN B = (), dizemos que A e B sao conjuntos disjuntos.

2.6. Propriedades da reunido e da interseccdo. Se A, B,C, D sao subconjuntos de um conjunto
X, entao:

ACAUB ANBCA

AUud=A AND=10

AUA=A ANA=A

AUB=BUA ANB=BnNA

(AUB)UC =AU (BUC) (ANB)NC =AN(BNC)
AUB=A& BCA ANB=A < ACB
ACBeCCD = AUCCBUD ACBeCCD = ANnCCBND
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

2.7. Exercicio. Demonstre as propriedades enunciadas.

2.8. Definicdo. Dados subconjuntos A ¢ B de um conjunto X, a diferenca entre A e B é o
conjunto

A-B={reX;zxecAex ¢ B}.

Chamamos complementar de A ao conjunto X — A, que também designamos por X \ A ou A°.

2.9. Propriedades do complementar. Se A e B sao subconjuntos de X, entéo:

A=) o A=X A=X & A=0
(4) = A
(AUB)¢ = A°N B° (AN B)¢ = A°U B“.

2.10. Definicao. Dados conjuntos X e Y, podemos formar o conjunto
XxY={(z,y);zeXeyeY}

A X x Y chama-se produto cartesiano de X e Y; cada elemento (x,y) de X x Y chama-se par
ordenado, sendo x a primeira coordenada e y a seqgunda coordenada.

Note-se que (x,y) = (a,b) se e sé se x =a ey =b.

2.11. Observacdo. Se X =PouY =0, entao X x Y = 0.
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3. Funcgoes

3.1. Definicdo. Uma funcdio f: X — Y é constituida por:
— um conjunto X, a que se chama dominio de f, e que se designa habitualmente por Dy,
— um conjunto Y, a que se chama conjunto de chegada de f, e

— uma lei de correspondéncia, que permite associar a cada elemento = de X um (inico) elemento
f(z) de Y; a f(x) chama-se o valor de f em .

Duas funcgées f: X =Y eg:Z — W sao iguaisse X =Z, Y =W e

Vee X f(x)=g(z).

3.2. Definigdo. O grdfico de f: X — Y é o subconjunto do produto cartesiano de X e Y’

G(f) ={(z,y) e X xY;y = f(2)},

que também se costuma designar por I'(f).

3.3. Definigdes. Uma funcio f: X — Y diz-se:

— njectiva se
Vee X Vo' e X f(z)=f(2') = z=1/;

isto é, a elementos diferentes f atribui valores diferentes;

— sobrejectiva se
VyeY JzeX : f(z)=uy;

isto €, todo o elemento do conjunto de chegada é imagem por f de algum elemento do dominio;

— bijectiva se for simultaneamente injectiva e sobrejectiva; isto €,

VyeY lzeX : flx)=y.

3.4. Definicoes. Dada uma funcao f : X — Y, para cada subconjunto A de X podemos considerar
o seguinte subconjunto de Y

f(A) = {f(z); =z € A},

e para cada subconjunto B de Y podemos considerar o subconjunto de X
fY(B)={z e X; f(x) € B}.
Estas correspondéncias definem duas fungoes entre os conjuntos de partes de X e de Y:

fO):PX) — PY) e f():PY) — PX)
A — f(A) B — fYB).

A f( ) chamamos fungdo imagem directa de f e a f~1( ) chamamos fun¢do imagem inversa de f.
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3.5. Propriedades das fungdes imagem directa e imagem inversa. Se f: X — Y é uma funcao e
A, C sdo subconjuntos de X e B, D sao subconjuntos de Y, entao:

f0)y=10 o) =0

f(X)cy i) =X

ACC = f(A)C f(O) BCD = fYB)C f YD)

fAUC) = f(A) U f(C) f~H(BuUD)=f"(B)Uf (D)

f(ANC) C f(A)NF(C) f~HBnD)=fB)nf (D)
fHB) = (f1(B))*

3.6. Definicdo. Se f: X — Y eg:Z — W sdo fungoes com Y = Z (isto é, o dominio de g
coincide com o conjunto de chegada de f), define-se a fung¢ao composicao

gof: X — W
z = (gof)(z):=g(f(x))

3.7. Proposicao. A composicio de duas fungoes injectivas (respectivamente sobrejectivas; bijecti-
vas) é uma fungao injectiva (respectivamente sobrejectiva; bijectiva).

3.8. Proposicdo. A atribuicao das imagens directas e das imagens inversas preserva a composi¢ao
de funcoes; isto é, se f : X =Y eg:Y — Z, entao a funcdo imagem directa de go f € a composicao
das funcoes imagem directa de f e de g, e analogamente para as fungoes imagem inversa:

(gof)()=g( )of() e (o)) =F"()og™ ()

3.9. Definigoes.

1. Se A é um subconjunto de X, chama-se restricio de f : X — Y a A afuncdo g: A — Y
definida por g(z) = f(x) para todo o x € A. Denota-se por vezes por f|4.

2.8 f: X -Yeg:A— Y sdo fungoes tais que A C X e, para todo o x € A, f(z) = g(x),

diz-se que f € uma extensao de g.

3.10. Observacdo. Note-se que a restri¢ao de uma fun¢ao a um subconjunto dado é unica, en-
quanto que cada funcao tem em geral diversas extensoes a todo o conjunto que contém o dominio.
3.11. Defini¢oes. Sejam f: X —Y e g:Y — X duas fungoes.

1. A funcao g diz-se inversa a esquerda de f se go f = idx. Neste caso, f diz-se inversa a direita
de g.

2. A fungao g diz-se inversa de f se go f =idx e f o g =1idy.

3.12. Proposicao. Seja f: X — Y uma fungado.
1. Se X #, entao f tem inversa a esquerda se e sé se € injectiva.
2. A funcdo f tem inversa a direita se e so se € sobrejectiva.

3. f tem funcdo inversa se e s¢ se € bijectiva. Nesse caso a inversa de f € unica.
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4. Familias

4.1. Definicdo. Dados conjuntos L e X, uma familia de elementos de X indexada por L é uma
funcao
r:L — X
A omy,

que habitualmente designamos por (z))xer-

4.2. Exemplos.

1. Familias definidas por L = {1,2} nao s@o mais do que pares ordenados. Podemos pois identi-
ficar X x X com o conjunto das familias de elementos de X indexadas por {1,2}.

2. Se L={1,2,---,n}, uma familia L. — X diz-se um n-uplo de elementos de X, e denota-se por

(Z]}'l,xQ, e 73371)-

3. Para o caso de L ser infinito, obtemos como caso particular importante L = IN, sendo entao
uma familia no conjunto X exactamente uma sucessdo em X.

4.3. Definicdes. Dada uma familia (A))rer de subconjuntos de X (isto é, uma fungdo a : L —
P(X) com a(A) = Ay), podemos definir a sua reunido

U Ay:={z e X;3INeL : x € Ay},
A€eL

e a sua interseccao
(] Av={zeX;VAEL zc A}
AL

4.4. Exercicio. Enuncie e demonstre as propriedades da reuniao e interseccao de familias tendo
por base as propriedades enunciadas em 2.6.

4.5. Definicdo. Dada uma familia (Ay)recr de conjuntos, definimos o seu produto cartesiano

IT Ax i={(a)rer; VA€ L ay € Ay},
el

onde cada (ay)xer, é uma familia; isto é,

HA)\::{a:L—> UAA;aéumafungéoeV)\EL a(X) € Ay}
AeL A€L

5. Relagbes de ordem

5.1. Definigdo. Dados conjuntos X e Y, uma relag¢do bindria de X em Y é um subconjunto de
X x Y. Dada uma relacdo p C X x Y, escrevemos indiferentemente (x,y) € p ou zpy.

Se X =Y, dizemos apenas que p é uma relagdo bindria em X. Isto é, uma relacao bindria em
X é um subconjunto de X x X.

5.2. Exemplo. Se f: X — Y é uma funcao, entao o gréfico de f (definido em 3.2.) é uma relacao
bindria de X em Y.
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5.3. Exercicio. Identifique as relagoes bindrias de X em Y que sdo gréficos de fungoes.
5.4. Definigdes. Se p é uma relagao bindria num conjunto X, diz-se que:
1. p é reflexiva se
Ve e X xpax;
2. p é simétrica se
Ve,ye X xzpy = ypz;
3. p é anti-simétrica se
Ve,ye X zpyeypr = x=1y;
4. p é transitiva se
Ve,y,z € X xpyeypz = xpz.
5.5. Definicdo. Uma relagao bindria que seja simultaneamente reflexiva, simétrica e transitiva

diz-se uma relacdo de equivaléncia. Dados uma relacao de equivaléncia p em X e um elemento x de

X, chama-se classe de equivaléncia de x, relativamente a p, ao conjunto

5.6.

5.7.

{2 € X ; zpa'}.

Definicoes.

Uma relagao de ordem (ou relagdo de ordem parcial) é uma relagao reflexiva, anti-simétrica
e transitiva. Se p é uma relagdo de ordem parcial no conjunto X, ao par (X, p) chama-se

conjunto parcialmente ordenado.

. Uma relacdo de ordem p em X diz-se total se

Ve,y € X xpy ou ypx.

O par (X, p) diz-se entdao um conjunto totalmente ordenado ou cadeia.

Exemplos.

. Em Q)\ {0}, a relac@o definida por zpy se zy > 0 é uma relagao de equivaléncia.

Em Q, a relagao definida por zpy se [z] = [y], onde [a] é o maior inteiro menor ou igual a a,
é uma relacao de equivaléncia.

. O par (N, <) é um conjunto totalmente ordenado, isto ¢, a relagdo < é uma relacao de ordem

total em IN.

De modo andlogo, (Q, <) é um conjunto totalmente ordenado.

. Para todo o conjunto X, a relacao de inclusao C é uma relacao de ordem parcial no conjunto

P(X). Note-se que (P(X), C) nao é em geral totalmente ordenado.

. A relagao

xpy se x divide y

é uma relacao de ordem parcial em IN.
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5.8. Definigdes. Sejam (X, <) um conjunto parcialmente ordenado, A um subconjunto de X e x
um elemento de X. Diz-se que:

1. z é minorante de A se
Vaec A z<a.

2. x é elemento minimo de A se x for minorante de A e pertencer a A.

3. x é infimo de A se x for minorante de A e

V' e X (Va€ A 2’ <a) = 2/ <x).

De modo andlogo, diz-se que:

1. x é majorante de X se
Vac A a<uz.

2. x é elemento mdzrimo de A se x for majorante de A e pertencer a A.
3. x é supremo de A se z for majorante de A e

Viie X (Va€e A a<2') = x<2).

5.9. Proposicdo. Sejam (X, <) um conjunto parcialmente ordenado, A um subconjunto de X e x
um elemento de X.

1. Quando existe, o minimo (respectivamente infimo; maximo; supremo) de A € unico.

2. Se x é elemento minimo (respectivamente mdzximo) de A, entdo x € infimo (respectivamente
supremo) de A.

3. Quando existe, o infimo de A é o maior dos minorantes de A, enquanto que o supremo de A

€ 0 menor dos majorantes de A.

5.10. Definigdo. Um conjunto parcialmente ordenado (X, <) diz-se bem ordenado se todo o sub-
conjunto nao vazio de X tiver minimo.
O Principio da Boa Ordenagao dos nimeros naturais garante-nos que (IN, <) é bem ordenado.

6. Conjuntos finitos e infinitos

6.1. Definicdo. Dois conjuntos X e Y dizem-se numericamente equivalentes se existir uma bijecc¢ao
X — Y, eescreve-se X ~Y.

6.2. Definicdo. Diz-se que o conjunto X € numericamente inferior ou igual ao conjunto Y, ou
que o cardinal de X ¢é menor ou igual ao o cardinal de Y se existir uma funcao injectiva de X em
Y. Neste caso escreveremos X <! Y.

6.3. Proposicdo. Se X,Y e Z sdo conjuntos, entao:
(1) X <! X;
(2 X<'YeY <X = X~Y;
B) X<'YevY<tzZ = X<tZ.

A propriedade (2) segue do seguinte resultado.
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6.4. Teorema de Cantor-Bernstein-Schroder. Se existirem funcées injectivas f : X — Y e g :
Y — X, entdo existe uma bijeccdo X — Y.

6.5. Definicdes. Um conjunto X diz-se finito se for vazio ou for numericamente equivalente a
{1,2,---,n} para algum ndimero natural n. Diz-se entdo que X tem n elementos, ou que X tem
cardinal n.

Um conjunto diz-se infinito se nao for finito.

6.6. Definicdo. Um conjunto diz-se numerdvel se for finito ou numericamente equivalente a IN.

Caso contrario, diz-se ndo numerdvel.

6.7. Proposicdo. Se X C NN, entdo X € finito ou numericamente equivalente a IN. Logo, um
conjunto € numerdvel se e s6 se € numericamente equivalente a uma parte de IN.

6.8. Proposicio. Seja f: X — Y uma fungao.
1. Se f for injectiva e Y for numerdvel, entdo X é numerdvel.

2. Se f for sobrejectiva e X for numerdvel, entdo Y € numerdvel.

6.9. Corolério.
1. O conjunto IN x IN € numerdvel.
2. O produto cartesiano de dois conjuntos numerdveis é numerdvel.
3. Q € numerdvel.

4. A reuniao de uma familia numerdvel de conjuntos numerdveis € numerdvel.
6.10. Teorema. O cardinal de IN € menor ou igual ao cardinal de qualquer conjunto infinito.

6.11. Proposicdo. Dado um conjunto X, o conjunto P(X) das suas partes é numericamente
equivalente ao conjunto das fungdes de X em {0,1}.

6.12. Corolario. Se X tem n elementos, entao P(X) tem 2" elementos.
6.13. Teorema de Cantor. Se X for um conjunto arbitrdrio e Y for um conjunto com pelo menos
dois elementos, entdo o cardinal de X € estritamente inferior ao do conjunto F(X;Y) das fungoes

de X em Y isto €, nao existe uma funcao sobrejectiva de X em F(X;Y).

6.14. Corolario. O produto cartesiano de uma familia indexada por IN de conjuntos infinitos nu-
merdveis nao € numerdvel.

6.15. Corolario. Todo o conjunto tem cardinal estritamente inferior ao cardinal do conjunto das

suas partes.

6.16. Corolario. O conjunto das partes de IN ndo é numerdvel.

Pode consultar a demonstracéo deste resultado no livro de P.R. Halmos, Naive Set Theory.
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6.17. Exercicios.

1. Prove que, se X é um conjunto infinito numeravel, entdo o conjunto das partes finitas de X
também ¢ infinito numeravel.

2. Defina f : N x N — N pondo f(1,n) =2n—1e f(m+1,n) =2™-(2n — 1). Prove que f é
uma bijeccao.

3. Defina uma funcio sobrejectiva f : N — IN tal que, para todo o n € IN, o conjunto f~!(n)
seja infinito.
7. A recta real

7.1. Subconjuntos de IR. Seja X um subconjunto de IR.

1. X diz-se limitado superiormente se tiver um majorante em IR; isto é, se existir b € IR tal que,
paratodooz € X, z <b.

2. X diz-se limitado inferiormente se tiver minorante em IR;
3. X diz-se limitado se for limitado superior e inferiormente;
4. X diz-se um intervalo se tiver a seguinte propriedade:

Va,be X VceR a<c<b = ce X.

Um intervalo X pode escrever-se numa das formas, com a,b € IR:

a,b] = {reR;a<z<b} la,b) = {xeR;a<z<b}
[a,b] = {ze€eR;a<z<b} [a,+00] = {ze€R;a<zx}
la,4+0[ = {r€eR;a<z} ] —00,0] = {zeR;z<0b}
] —o00,b] {reR;z<b} | —o00,40] = R

7.2.  Algumas propriedades de IR.
Completude: Todo o subconjunto nao vazio de IR limitado superiormente tem supremo.

Propriedade Arquimediana: IN nao é limitado superiormente em IR.

7.3. Proposicao. As sequintes condi¢oes equivalem-se:
(i) IN € dlimitado superiormente;
(ii) para cada par a,b de nimeros reais com a > 0, existe um nimero natural n tal que na > b;

(iii) para cada a > 0, existe n € IN tal que 0 < % < a.

7.4. Teorema.
1. IR é numericamente equivalente a qualquer intervalo nao degenerado.

2. IR é numericamente equivalente a P(IN).
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7.5. Definigdes. Sejam X um subconjunto de IR e z € R.

1. O ponto x diz-se ponto interior de X se existir um intervalo aberto ]a,b[ tal que x €]a,b[C X.

O conjunto dos pontos interiores de X chama-se interior de X e denota-se por X.

2. x diz-se ponto aderente de X se todo o intervalo aberto ao qual x pertenca intersectar X. Ao
conjunto dos pontos aderentes de X chama-se aderéncia ou fecho de X e designa-se por X.

3. O conjunto X diz-se aberto se todo o seu ponto for interior.

4. O conjunto X diz-se fechado se o seu complementar em IR for aberto.

7.6. Lema. Sejam X um subconjunto de IR e x € IR.

1. x € ponto interior de X se existir ¢ > 0 tal que |x —e,x +¢[C X.

2. = € ponto aderente de X se, para todo o€ >0, |x —e,x +e[NX # (.
7.7. Exemplos. Todo o intervalo aberto (resp. fechado) é um subconjunto aberto (resp. fechado)
de IR; nomeadamente, qualquer que seja a € IR, Ja,+o00[ é aberto e [a, +oo] é fechado.

Para todo o z € IR, {z} é um subconjunto fechado de IR.

7.8. Lema. A interseccao de dois abertos é um aberto. A reunidao de uma familia qualquer de
abertos é aberta.

7.9. Exercicio. Prove que a reuniao de dois fechados é fechada e que a intersecgao de uma familia
qualquer de fechados ¢é fechada.

7.10. Lema. As tnicas partes de R que sao simultaneamente fechadas e abertas sio () e IR.

7.11. Proposicao. Um subconjunto X de IR € fechado se e sé se coincide com o conjunto dos seus
pontos aderentes.

7.12. Definicdo. Um subconjunto X de IR diz-se denso se o conjunto dos seus pontos aderentes
for IR, isto é, se X = IR.

7.13. Proposicdo. Q e IR\ Q sao subconjuntos densos de IR.

7.14. Definicido. Um ponto z diz-se ponto de acumulacao de X C IR se todo o intervalo aberto
ao qual z pertenga intersectar X \ {z}.

7.15. Proposicao. Dados X C R e xz € IR, as sequintes afirmacoes equivalem a x ser ponto de
acumulacdo de X :

(i) para todo o e >0, o conjunto X N|x — e,z + €[ contém algum ponto diferente de x;

(ii) para todo o e >0, o conjunto X Nz —e,x + €[ € infinito.
7.16. Corolario. Se A é um subconjunto finito de IR, entdo A ndo tem pontos de acumulagdo.

7.17. Teorema de Bolzano-Weierstrass. Todo o subconjunto infinito limitado de R tem algum
ponto de acumulacdo.
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CariTuLo II: LIMITES
Para o estudo de limites, recomenda-se a leitura de:
Capitulo 12 do livro de James Stewart, Calculus, Vol. 1I.

Capitulo 4, Paragrafos 1-6 e Capitulo 6, Pardgrafos 1-4, do livro de Elon Lages Lima, Curso
de Analise, vol. 1.

8. Limites de sucessoes

8.1. Definicdes. Uma sucessGo num conjunto X é uma funcao x : IN — X; é habitual designar-se
a imagem x(n) por x, — a que se chama termo de ordem n da sucessao — e a prépria sucessao por

(Zn)neN Ou apenas por ().
Chama-se subsucessdo da sucessao x : IN — X uma sucessao que se obtenha como composicao
de x com uma funcao ¢ : IN — IN tal que, para todo o par de niimeros naturais j, k, se j < k entao

e(5) < (k).

De agora em diante vamos falar apenas de sucessoes de niimeros reais, isto é, de sucessoes em IR.

8.2. Definicdo. Uma sucessio (z,,) de nimeros reais diz-se limitada superiormente (rvesp. limitada
inferiormente, limitada) se o conjunto das suas imagens {z,; n € IN} é um subconjunto limitado
superiormente (resp. limitado inferiormente, limitado) em IR.

8.3. Definigdes. Uma sucessao (x,,) em R diz-se:
1. crescente (ou estritamente crescente) se, para todo o n € IN, z,, < Xpy1;
2. nao decrescente (ou crescente em sentido lato) se, para todo o n € IN, x,, < xpy1;
3. decrescente (ou estritamente decrescente) se, para todo o n € IN, x,, > X415
4. nao crescente (ou decrescente em sentido lato) se, para todo o n € IN, x,, > Xpi1.

A sucessao (x,,) diz-se mondtona se tiver uma das propriedades anteriores.

8.4. Definicdo. Diz-se que um ntmero real a é limite da sucessao (x,)neN s€
Ve>0 dpelN : Vne Nn>p = |z, —a| <e.

Neste caso diz-se que (x,) converge para a. Este limite é tinico, como se prova no teorem seguinte,
logo, escrever-se-a lim x, = a ou x,, — a quando (x,) convergir para a.
n—oo
Em geral, se (z,) tiver algum limite em IR, diz-se que (z,,) é uma sucessio convergente.
Se uma sucessdo nao for convergente, diz-se divergente.

8.5. Teorema: Unicidade do limite. Uma sucessao de nimeros reais tem no mdzrimo um limite

em IR.

8.6. Teorema. Uma sucessio (zy)nen converge para a se e so se toda a sua subsucessdo converge
para a.



12 Ano lectivo de 2003/04

8.7. Proposicdo. Toda a sucessio convergente é limitada.
8.8. Teorema. Toda a sucessdo mondtona e limitada é convergente.

8.9. Proposicao. Se (z,) é uma sucessao limitada e (y,) € uma sucessao que converge para 0,
entdo a sucessao (rpyn) converge para 0.

8.10. Lema. Se (zy,) é uma sucessio e a € R, entao lim x, =a se e sé se lim (x, —a) = 0.
n—oo n—oo

8.11. Teorema. Se (zy) e (yn) sdo sucessoes convergentes, para a e b respectivamente, entdao:
(1) 711520(:6“ +yn) =a+b;
(2) nh_{go(xn —Yn) =a—b;

(3) lim (zpyn) = ab;

n—oo

(4) seb#0, lim ﬁ:%.

=00 Y

8.12. Teorema das sucessoes enquadradas. Se (z,), (yn) € (2n) sGo sucessoes tais que
VneN z, <yp < zp,

e lim z, = lim z, = a, entdo lim y, = a.
n—oo n—oo n—oo

8.13. Proposicdo. Se () € uma sucessio que converge para a > 0, entdo

dJpelN VnelN n>p = x, > 0.

8.14. Corolario. Se (z,,) e (yn) sdo sucessoes convergentes e tais que T, < yn para todo on € IN,
entéo lim x, < lim y,. Em particular, se (x,) € uma sucessio convergente que sé toma valores
n—oo n—oo
iguais ou inferiores a um numero real a, entao lim x, < a.
n—oo

8.15. Definigdes. Seja (x,) uma sucessao divergente.
1. Diz-se que (z,) tende para +oo (ou diverge para +00), e escreve-se nlLH;O Tp = 400, se
Vr>0 d3pelN : VnelN n>p = x, >
2. Diz-se que (z,) tende para —oo (ou diverge para —o0), e escreve-se nh—>Holo Ty = —00, Se
Vr>0dpelN :VnelNn>p = x, < —r.

3. Diz-se que (x,) tende para oo (ou diverge para 0o) se a sucessao (|z,|)nen divergir para +oo,
e escreve-se lim x, = 00; isto é, se
n—oo

Vr>0 d3peN : VneIN n>p = |z, >
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8.16. Teorema. Sejam (xy,) e (yn) sucessoes de nimeros reais.
(1) Se Jim 2, = +o0 e (yn) € limitada inferiormente, entao nhngo(wn + yn) = +o0.

(2) Se lim z, =400 e (y,) € limitada inferiormente por um ndmero real ¢ > 0, entdo
n—oo

lim (x, yn) = +00.
n—oo

N . o1 :
(3) Se (xy) ndo tiver nenhum termo igual a 0, entdo lim — =0 se e sé se lim xz, = co.
n—oo 1, n—o0

8.17. Definicao. Um ntimero real a diz-se valor de aderéncia (ou ponto de acumulagio) da
sucessao (z,) se
Ve>0VnelN dmelN: m>n Az, €la—e,a+¢€].

8.18. Proposicdo. Se () € uma sucessio e a € R, as sequintes condigoes equivalem-se:
(i) a € valor de aderéncia de (x,);

(i) existe uma subsucessao de (x,) que converge para a.
8.19. Proposicao. Toda a sucessdao limitada tem um valor de aderéncia.

8.20. Teorema: Critério de convergéncia de Cauchy. Uma sucessio (xy,) de nimeros reais é

convergente se e so se

Ve>0 d3pelN : VmnelN m>p A n>p = |z, — o, <e.

8.21. Teorema. Seja X um subconjunto de IR. As sequintes condicoes sao equivalentes:
(i) X € fechado e limitado;
(ii) Todo o subconjunto infinito de X tem um ponto de acumulagdo que pertence a X ;

(iii) Toda a sucessao com valores em X tem um valor de aderéncia que pertence a X.

9. Limites de funcoes

Ao longo deste pardgrafo f : X — IR é uma funcao cujo dominio X é um subconjunto de IR e a é um
ponto de acumulacao de X. (De agora em diante denotaremos o conjunto de pontos de acumulagao
de X por X'.)

9.1. Definicdo. Se a € IR é um ponto de acumulacao de X, dizemos que o nimero real L € o
limite de f(x) quando z tende para a, e escrevemos lim f(z) = L, se
r—a

Ve>0 30>0:VeeX0<|z—al|<d = |f(z)-L|<e.

(Note-se que, tal como para sucessoes, o limite de f(x) quando = tende para um ponto a, quando
existe, é dnico.)
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9.2. Proposicdo. Sejam f: X — R, Y C X, a um ponto de acumulacao de Y e Clljmr(lz f(z) = L.
A restricao de f a Y, g: Y — IR, com g(y) = f(y) para todo oy € Y, ainda tem limite L quando

y tende para a.

9.3. Teorema. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) O limite de f(x) quando = tende para a é L.

(ii) Qualquer que seja a sucessao (xyn)nen em X \ {a} com limite a, lim f(x,) = L.
n—oo

9.4. Teorema. Se existe lim f(z), entdo f € limitada numa vizinhan¢a de a; isto é,
r—a

JA>0 30>0 :VeeX |[x—a|l<d = |f(x)] <A

9.5. Teorema. Sejam f,g,h: X — IR funcoes e a um ponto de acumulacdo de X. Se, para todo o
elemento x de X diferente de a, f(z) < g(x) < h(zx) e %11)% flz) = %11% h(z) = L, entdo %1_% g(z) = L.

9.6. Corolarios.

(1) Se lim f(x) = L > 0, entdo existe 6 > 0 tal que, sex € X e 0 < |x —a| <9, entdo f(x) > 0.

r—a

(2) Se f(x) < g(x) para todo o x € X \ {a}, aljllrlllf(l‘) =Le %Erég(:c) =M, entao L < M.

9.7. Teorema. Sejam X CIR,a€ X' e f,g: X - R. Se lim f(z) =L e lim g(X) = M, entao:

r—a r—a

(1) im(f(z)£g(x)) =L+ M;

T—a

(2) lim(f(x)g(z)) = LM;

r—a

- fl@) L
(3) Se M # 0, entao %%@_M

Além disso, se %12% f(z) =0 e g for uma funcao limitada, entdo %12% f(z)g(z) =0.

9.8. Teorema: Critério de Cauchy para fungdes. Se X CIR,a € X' e f: X — IR, as sequintes
condi¢oes sdo equivalentes:

(i) Euiste lim f(z).

(i) Ve>030>0 : Ve,ye X 0< |z —a|<del0<|y—al|<d = |f(z)— fly)| <e.

9.9. Teorema. Sejam X, Y CIR, f: X - TReg:Y — R tais que f(X) CY, ea € X'
Se lim f(z) =beY'NY e liH})g(y) = g(b), entdo lim(go f)(x) = g(b).
r—a y— r—a
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9.10. Definigoes.

1. Um ponto a de IR diz-se um ponto de acumula¢do a direita de um conjunto X se for ponto
de acumulacao do conjunto XNla,+oo[. Analogamente, a diz-se um ponto de acumulag¢ao a
esquerda de X se for ponto de acumulagao de XN| — oo, a[. Denotamos o conjunto dos pontos
de acumulacao & direita (respectivamente & esquerda) de X por X/, (respectivamente por X' ).

2. Se a € X/, dizemos que o nimero real L € o limite a direita de f(x) quando x tende para a,

e escrevemos lim f(x) = L, se
z—at
Ve>036>0:VeeXa<z<a+d = |f(x)—-L|<e.

Analogamente se define limite a esquerda de f(x) quando x tende para a, que se denota por

lim f(x).

r—a~

9.11. Teorema. Sejam X CR, f: X — R eac X\. SejaY = XNJa,+oo[ e g = fly. Entdo
lim+ f(x) =L se e sé se lim g(z)=L.

r—a Tr—a

0.12. Teorema. Sejam X C IR, f: X — R ea € X, NX_. Entao %m%f(x) =L se e s6 se
lim f(z)= lim f(z)=L.
z—at z—a~
9.13. Definicbes. Uma funcao f: X — IR diz-se:
1. estritamente crescente se, para todo o par x,y € X, x < y implica f(z) < f(y);
2. crescente (em sentido lato) se, para todo o par z,y € X, x < y implica f(z) < f(y);
3. estritamente decrescente se, para todo o par z,y € X, z < y implica f(z) > f(y);
4. decrescente (em sentido lato) se, para todo o par x,y € X, x <y implica f(z) > f(y);

5. mondtona se verificar alguma das propriedades anteriores, isto é, se for crescente ou decrescente.

9.14. Teorema. Sejam X C IR, f: X — IR mondtona e limitada, a € X! eb € X' . Entdo

existem os limites laterais lim f(z) e lim f(x).
z—at T—b—

9.15. DefinicGes. Sejam f: X — IR, com X C IR ilimitado superiormente, e L € IR. Diz-se que
lim f(X)=Lse

T—-+00

Ve>0 dJA>0VeeX 2> A = |f(z)—L|<e.

Define-se de modo andlogo lim f(x) = L.
r——00

9.16. Teorema. Se X for ilimitado superiormente e f : X — IR for mondtona limitada, entdo
eriste lim f(x).
T—+00
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9.17. Definigdes. Dados X CIR, f: X — R e a € X', diremos que lim f(z) = 400 se

r—a

VA>030>0:VeeX 0<|z—a|<d = f(x)> A
De igual modo, diz-se que:

%13% f(x) = —o0 se

VA>030>0:VzeX 0<|z—a|<d = f(z)<-—-A

%&T{llf(:n) = 00 se

VA>030>0:VzeX 0<|z—a|<d = |f(x)] > A

De forma andloga, definem-se liIJ'I_l f(x) = +00,—00,00, lim f(z)= 400 (—00,00),
lim, f(z) = 400 (=00,00) e lim f(x) = +o0 (—00,00).

9.18. Resultados que envolvem limites infinitos.

(1) Se existe lim f(x), este limite € unico, independentemente de ser real ou infinito.
r—a

(2) Sef:X—>IR,an’,%irréf(ac):+oo,g:Y—>IRéarestm’géodef aY eacY', entio
lim g(z) = 4o0.
T—a

(3) Se lim f(z) = +00 (—00,00), entdo a func¢ao f ndo é limitada.

(4) Se f,g: X =R, ae X', f(x) < g(x) para todo o x € X e %g)%f(x) = 400, entdo
lim g(z) = 400.

r—a

Logo, se f,g: X - R, a€ X', lim f(z) =L e lim g(x) = 400, entdo
r—a

r—a

F3>0:VeeX 0<|z—al<éd = f(z)<g(z).

(5) As sequintes condigdes sao equivalentes:

(i) lm f(z)= +oo;

T—+00

(ii) para toda a sucessio (x,) em X, se Jim 2, = +o0, entdao lim f(xn) = +o0.

(6) Se %lg}lf@) = 400 e yEIlloog(y) = L (ou lim g(y) = +o0), entdo lim g(f(z)) = L (ou

Y—+00 r—a
lim g(f(x)) = +00).

(7) Se f: X — 1R é mondtona e a € X, ebe X', entio existem (sendo possivelmente infinitos)
os limites laterais lim f(z) e liIil f(z).
T—0"

r—a
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CapriTUuLO III: CONTINUIDADE

Para este capitulo, recomenda-se a leitura de:
Capitulo 4 (4.1 e 4.2) do livro de Philip Gillet, Calculus and Analytic Geometry.

Capitulo 7 (Pardgrafos 1-4) do livro de Elon Lages Lima, Curso de Andlise, vol. 1.

10. Fungodes continuas
10.1. Definicdes. Uma funcao f : X — IR é continua em a € X se
Ve>0 30>0:VeeX |[zx—a|<d = |f(z)— fla)|] <e.

A funcao f: X — IR diz-se continua se for continua em todos os pontos de X.
Se f nao for continua em a, entao f diz-se descontinua em a e a diz-se um ponto de descon-
tinuidade de f. A funcao f diz-se descontinua se for descontinua nalgum ponto do dominio.

10.2. Observagbes. Seja f: X — IR uma funcao.

1. Repare-se que, contrariamente & situacao do estudo do limite de f num ponto a, sé faz sentido
falar de continuidade de f em a se a pertencer ao dominio de f.

2. Se a pertencer a X, mas nao for ponto de acumulacao de X, entao f é continua em a.

3. Sea € X NX', entao f é continua em a se e s6 se existir o lim f(x) e for igual a f(a).
r—a

10.3. Proposicao. Sejam f: X — IR uma funcao, g : Y — IR a restricao de f a um subconjunto
YdeX eacV.

(1) Se f for continua em a, entdo g € continua em a.

(2) SeY =X NI, onde I é um intervalo aberto, entao f € continua em a desde que g o seja.

10.4. Proposicdo. Se f: X — IR € continua em a, entdo f é limitada em X N1, onde I é um
intervalo aberto contendo a.

10.5. Teorema. Sejam f: X — R ea € X. As sequintes condi¢oes equivalem-se:
(i) f € continua em a;

(i1) se (zp)neN € uma sucessdo em X que converge para a, entao Jim flxn) = f(a).
—

10.6. Teorema. Se f,g: X — IR sdo continuas no ponto a € X, entao as funcoes f +qg, f —g e

f X g sao continuas no ponto a. Se g(a) # 0, entdo também 5 € continua em a.
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10.7. Exemplos.
1. Toda a fung¢ado constante é continua.
2. A funcdo f: IR — IR com f(x) = z é continua.
3. Pelo Teorema anterior, todo o polinémio

p:IR — R
T — px)=a, 2"+ ap 12"+ +a1r + ag

é continuo.

4. Ainda pelo Teorema anterior, toda a fungéao racional

f: X — R
L )
q(z)’

onde p e ¢ sao polinémios e X = {z € IR; ¢(z) # 0}, é uma funcdo continua.
10.8. Teorema. A composta de duas fungoes continuas é continua.

10.9. Definigcdes. Seja a € X um ponto de descontinuidade da fungao f: X — IR; isto é,
>0:¥>03JzxeX : |[x—al<d A |f(x)— fla)] >e.
Diz-se que f tem:

1. uma descontinuidade removivel em a se existir lim f(x) e for um nimero real for diferente de

f(a). o

2. um pdlo em a se lim f(z) = oo (isto é, lim | f(z)| = +00);
r—a r—a

3. uma descontinuidade essencial em a se nao for removivel nem pdlo.
As descontinuidades essenciais dividem-se em dois tipos:
(a) descontinuidade essencial de I1* espécie, se existirem os limites laterais em a (reais) e
forem diferentes;

(b) descontinuidade essencial de 2* espécie, se nao existir o limite a esquerda de f em a, sendo
a um ponto de acumulagao a esquerda de X, ou se nao existir o limite a direita de f em
a, sendo a um ponto de acumulacao a direita de X.

10.10. Teorema. Se f:X — IR € mondtona e f for descontinua em a € X' N X', entdo f tem
uma descontinuidade essencial de 1* espécie em a.

10.11. Coroldrio. Se f: X — IR é mondtona e f(X) é um intervalo, entao f é continua.

10.12. Lema. Se f:X — IR € continua em a, d € R e f(a) > d, entdio

>0 :VeeX |[r—al<d = f(z)>d
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11. Funcdes continuas em intervalos

11.1. Teorema do Valor Intermédio. Seja f : [a,b] — IR uma funcgdo continua. Se f(a) < d <
f(b), entao existe c €a,b| tal que f(c) = d.

11.2. Observag¢do. O resultado ainda é valido se se tiver f(a) > d > f(b). Resulta imediatamente
da aplicagao do Teorema & fungao continua —f : [a,b] — R.)

11.3.  Corolarios.
(1) Se f:[a,b] = R € continua e f(a)f(b) <0, entdo existe c € |a,b| tal que f(c) = 0.

(2) Sejam I um intervalo e f: I — IR continua. Se a,b €1 e f(a) < d < f(b), entdo existe c € 1
tal que f(c) =d.

(3) Se I é um intervalo e f: I — IR € continua, entao f(I) € um intervalo.

11.4. Teorema. Seja f : I — IR continua e injectiva, definida num intervalo I. Entdo f é
mondtona, com imagem J = f(I) um intervalo, e a sua fungdo inversa g : J — IR é continua.

12. Funcgdes continuas em subconjuntos fechados e limitados de IR

12.1. Teorema. Seja f : X — IR continua. Se X é um subconjunto fechado e limitado de R,
entao f(X) € também um subconjunto de R fechado e limitado.

12.2. Teorema de Weierstrass. Se f : X — IR ¢é continua ¢ X é um subconjunto fechado e
limitado de IR, entdo f tem mdximo e minimo.

12.3. Observagdo. A hipétese de X ser fechado e limitado é essencial no Teorema de Weierstrass.
De facto:

1. Se X nao for limitado, entao a fungao

¢ continua mas nao tem maximo, se X for ilimitado superiormente, ou nao tem minimo, se X
for ilimitado inferiormente.

2. Se X nao for fechado e a for um ponto aderente de X que nao pertence a X, entao a fungao

X — R
1

r—a

€T

é continua mas nao tem maximo, se a for um ponto de acumulacao a direita de X, ou nao tem
minimo, se a for um ponto de acumulagao a esquerda de X.



20 Ano lectivo de 2003/04

CapriTuLo IV: CALCULO DIFERENCIAL

13. Conceito de derivada

Para este capitulo, recomenda-se a leitura de:
Capitulo 2 (2.4 e 2.5), 3, 4 e 5 do livro de Philip Gillet, Calculus and Analytic Geometry.

Capitulo 8 (Paragrafos 1-3) do livro de Elon Lages Lima, Curso de Andlise, vol. 1.

13.1. Definicoes.

1. Sejam f: X — R ea € XNX'. Dizse que f € derivdvel (ou diferencidvel)no ponto a se
o f(@) = fla)
existir lim ———=

, que se designa habitualmente por f’(a). Note-se que
r—a  x—a

f@) — tn FE = I@) o Fat ) = fla)

r—a Tr—a h—0 h

2. Para cada funcao f : X — IR, define-se a funcdo derivada de f, que tem como dominio o
conjunto Y dos pontos de X N X’ onde f é diferencidvel:

Yy - R
T f’(x):limM.

13.2. Proposicao. Se f: X — IR € derivdvel em a, entio f € continua em a.

13.3. Aproximacao linear da funcao f. Se f: X — IR € derivdvel em a € X N X', entdo, para
todo oz € X,

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) + r(x)

com lim @) _ 0. Reciprocamente, se f(z) = f(a) + L(z — a) + s(x), para todo o x € X, com
g—a g —a

lim s(@) =0, entdo f é derivdvel em a e f'(a) = L.

T—a g —a

14. Calculo de derivadas

14.1. Teorema: Derivacdo da soma, do produto e do quociente de funcdes. Sejam f,g: X — IR
fungoes derivdveis em a € X N X'. FEntdo as fungoes f+g, f—g, f X g e g (se g(a) # 0) sdo
diferencidveis em a, e

L (f+9)(a) = f'(a) +g'(a),
2. (f—9)'(a) = f'(a) = g'(a),

3. (f x 9)'(a) = f(a)g(a) + fla)g/(a),
AN flagla) - fa)d ()
4'<g>(a)“ @2
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14.2. Coroldrio. Se f ¢ derivdvel em a e ¢ € R, entdo

L (cf)(a) =cf'(a),
1y f'(a)
2. (=) (a)=— , se fla 0.
(7) @ =~ =0 #
14.3. Teorema: Derivada da funcdo composta. Sejam f: X — R, g:Y — R com f(X) CY,
ace XNX eb= f(a) e YNY'. Se existirem f'(a) e ¢'(b), entao a fungio go f : X — R € derivdvel
em a e

(g0 f)(a) =g (f(a))f ().

14.4. Corolario: Derivada da fungdo inversa. Seja f : X — R uma funcdo que possui inversa
g:Y =f(X)—1R. Se f éderivivel ema € XNX' e g é continua em b = f(a), entdo g € derivdvel
em b se e s6 se f'(a) # 0. Nesse caso, tem-se
1 1

fla)  f(g(b))

g'(b)

14.5. Derivada da fungao implicita. Suponhamos que queremos obter a derivada de uma fungao
f que nos é apresentada, nao na sua forma explicita, mas como solugdo de uma equacao dada (em
f(z) e na varidvel x). Dizemos entdo que a equacdo define implicitamente a fungao f.

A equagao estabelece uma igualdade entre fungoes (as definidas pelo primeiro e segundo membros
da equagao). Derivando essas fungdes, obtemos uma igualdade entre as suas derivadas, e que é uma
equacao que envolve a fungdo derivada. A este processo chama-se derivacdo implicita da funcdo f.

Este calculo é por vezes muito ttil. Por exemplo, se quisermos calcular a derivada da funcgao
f(x) =z, com a nimero real ndo nulo fixo, fazendo y = y(z) = f(x), se z # 0 a fungao é solucao
da equacao

In|y| = aln|z|.

Derivando implicitamente ¥y, obtemos

/
1 x® _
Y _0® o y':ag:a—:aazo‘ L
Yy T T x

E ¢é 6bvio que esta férmula é também valida quando z =0 e a > 1.

14.6. Método de Newton. Se f: X — IR for derivdvel no seu dominio, com derivada limitada,

Tn+1 = Tp — f’(l‘ )
n

x1 € X e a sucessao definida por

convergir para a € X, entao f(a) = 0.

15. Uso da derivada no estudo de maximos e minimos de funcoes

15.1. Definicdes. Seja f: X — RR.
1. Se a € X N X/, definimos a derivada a direita da funcdo f no ponto a como

fi(a) = lim flz) = fla) _ . flath) —fla)

rz—at r—a h—0+ h

Y

quando este limite existir.
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2. De igual modo, se a € X N X', definimos a derivada d esquerda de f em a por

' (a) = lim flz) = fla) _ . fla+h)—f(a)

r—a~ Tr—a h—0— h ’

quando este limite existir.

15.2. Definigdes. Sejam f: X - Reac€ X.

1. Diz-se que f possui um mdzrimo local no ponto a se
>0:VeeX z€la—d,a+0[= f(z) < f(a).

Se se tiver f(z) < f(a) para todo o elemento x, diferente de a, do intervalo Ja — 0, a + §], diz-se
que f possui um mdzimo local estrito em a.

2. De modo analogo definem-se minimo local € minimo local estrito.

15.3. Lema.

1. Se f € crescente e derivdvel em a, entdo f'(a) > 0.
2. Se f € decrescente e derivdvel em a, entio f'(a) < 0.
15.4. Observagdo. Note-se que, de f’(a) > 0, nao se pode concluir que f é crescente. Por exemplo,

a funcao
h:IR — IR

-]

2 in 1 T
resing + 5 sex #0,
0 se x =0,

tem derivada em 0, igual a %, mas nao é crescente em nenhum intervalo aberto contendo O.

15.5. Teorema. Seja f: X — IR derivdvel a direita no ponto a € X N X',. Se f) (a) > 0, entdo
30>0:VeeX a<zx<a+d = f(a) < f(x).

15.6. Coroldrio. Seae XNX, NX" e f:X — R € derivivel em a e possui um mdzimo ou
minimo local em a, entao f'(a) = 0.

16. Funcodes derivaveis em intervalos

Ao longo deste pardgrafo I é um intervalo.

16.1. Definicdo. Se f: I — IR é derivdvel em I e a sua fungao derivada f’ : I — IR é continua, a
funcao f diz-se de classe C* (ou continuamente derivdvel).

16.2. Observagdes.

1. Uma funcdo pode ser derivével em todo o seu dominio e nio ser de classe C! (veja, por exemplo,
a func@o h definida em 15.4.).

2. Se f : [a,b] — IR for de classe C!, o Teorema do Valor Intermédio aplicado & funcio f’ : [a, b] —
IR diz-nos que f’ toma todos os valores entre f'(a) e f'(b). O préximo resultado diz-nos que
esta afirmacao é vdlida mesmo quando f’ nao é continua.
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16.3. Teorema de Darboux. Seja f : [a,b] — R derivdvel em [a,b]. Se f'(a) < d < f'(b), entao
existe ¢ €la, b| tal que f'(c) = d.

16.4. Coroldrio. Se f:I — IR € derivdvel em I e f': I — IR € descontinua em c € I, entdo essa
descontinuidade € essencial de sequnda espécie.

16.5. Teorema de Rolle. Seja f : [a,b] — R continua, com f(a) = f(b). Se f € derivdvel em

la,b], entdo existe um ponto c € la,b[ tal que f'(c) = 0.

16.6. Teorema do Valor Médio de Lagrange. Seja f : [a,b] — IR uma fun¢ao continua. Se f €
f(b) — f(a)

derivdvel em |a,b|, existe ¢ €]a,b| tal que f'(c) = p—

16.7. Corolarios do Teorema de Lagrange.

1. Se f : [a,b] — IR € continua e possui derivada nula em todos os pontos de |a,b[, entdo f € uma
funcao constante.

2. Se f,g : [a,b] — R sdo fungoes continuas, derivdveis em ]a,b] e f'(x) = ¢'(x) para todo o
x €la,b[, entdo existe k € R tal que f(x) = g(x) + k para todo o = € [a,b].

3. Seja f: I — IR derivdvel no intervalo aberto I. Se existir k € R tal que |f'(x)| < k para todo
o x € I, entao, quaisquer que sejam x,y € I, |f(z) — f(y)| < k|lz — y|.

4. Seja f : [a,b] — IR continua em [a,b] e derivdvel em ]a,b[. Se lim+ f'(x) = L € R, entao
existe f! (a), e € igual a L.

5. Seja f :la,b[— IR continua em la,b] e derivdvel em |a,b[\{c}, com ¢ €]a,b]. Se al;lgfzf,@) =
L € R, entao existe f'(c) e € igual a L.

6. Seja f: I — IR derivdvel no intervalo I.

(a) Tem-se f'(x) > 0 para todo o x € I se e s6 se f for crescente em I.
(b) Se f'(x) > 0, entao f ¢ estritamente crescente em I. Neste caso, f possui inversa g :

f(I)=J — R derivdvel em J, com ¢'(y) = f’zx) = f’(gl(y))

7. Sejam c €]a,b[C X e f: X — IR continua em ]a,b| e derivdvel em |a,b[\{c}.

, para todo oy = f(x) € J.

() VeeX(a<z<c = flzg)>0) A (c<xz<b = fl(z)<0) =
= f(c) € mdzimo local de f.

by VceX (a<z<c = fl(x)<0) A (c<z<b= f(x)>0) =
= f(c) € minimo local de f.

(c) Se f' nao muda de sinal em ¢, entao f(c) nao é extremo local de f.

16.8. Teorema do Valor Médio de Cauchy. Se f,g: [a,b] — R sdo continuas em [a,b] e difer-
encidveis em |a,b[, e se ¢’ nao se anula em |a,b[, entao eziste ¢ € la, b tal que

fb) = fla) _ f'(¢)

g(b) —gla) g'(c)
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16.9. Regra de Cauchy.

1. Sejam f,g : [a,b] — IR continuas em [a,b] e derivdveis em |a,b[\{c}, com ¢ €la,b[. Se g’ ndo

/
se anula em |a,b[\{c}, se lim f(z) = lim g(x) = 0 e se existe o lim f/gx;, entdo
r—cC T—C r—c g'(x
lim /() = lim (@)
)~ )

2. Sejam f,g :Ja,b[\{c} — R derivdveis em la,b[\{c}, com ¢ €la,b]. Se ¢ ndo se anula, se
!

lim f(x) = lim g(z) = +o0 e se existe o lim ———, entdo
r—cC T—C r—c g (l‘)
!
lim f(@) = lim ()

v=eg(z)  woeg(z)

3. Se f,g: 1 — IR sdo derivdveis no intervalo I, ilimitado superiormente, se g’ nao se anula em

. L _ . L _ : . @)
Fese i J(0) = lim o) =0ou lim f(o) = lim g(e) = oo c erivteo lim

?

entao

f@) _ S @)

oo g(x) | w—oo g/(z)’

17. Férmula de Taylor

Para cada n € IN, a n-ésima derivada de uma funcio f designa-se por f( e é definida por f( =
(f™=1Y": denotamos neste caso f por f(©.

17.1. Definigdes. Seja f: I — IR. Dizemos que:
1. f é n vezes derivdvel no intervalo I se existir £ (z) para todo o = € I;

2. f é n vezes derivdvel no ponto a € I se existir um intervalo aberto J contendo a tal que f;n;

(n—1) _ f£(n-1)
seja (n — 1) vezes derivdvel em J e se existir f((a) (isto é lim / (xm) / (a));
T—a —a

3. f é de classe C" se f for derivavel n vezes e f(™ : I — IR for continua;

4. f é de classe C* se for de classe C" para todo o n € IN.

17.2. Exemplos.
1. A fungdo f: IR — IR definida por f(z) = |x|z" é de classe C" mas ndo é de classe C" 1.

2. A fungéo g : IR — IR, definida por

{6112 se x # 0,

0 se x = 0,

é de classe C*°, sendo g™ (0) = 0 para todo o n € IN.
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17.3. Observacdo. Um polinémio de grau n
p(fL‘) =ap+aix + a21‘2 + a3x3 + ot apz”

é completamente determinado pelas suas derivadas, até & ordem n, no ponto 0: ag = p(0), a; = p/(0),
o) A0 00

a9 a
2 3.2 " n!

17.4. Definicdao. Dada uma fungao f : I — IR n vezes derivavel no ponto a, chama-se polindmio
de Taylor de ordem n de f no ponto a ao polindémio

f"(a)
2

() (g
(x_a>3_|_..._|_fn!()(m_a)"_

p(z) = f(a) + f'(a)(z —a) + (¢ —a)®+
Note-se que a diferenga entre a funcao f e o seu polinémio de Taylor é uma funcao que tem
derivadas nulas, até a ordem n, no ponto a.

17.5. Lema. Para uma fungio r : I — IR n vezes derivdvel (n > 1) no ponto 0 € I, as sequintes
condi¢coes sao equivalentes:

(i) Tim ") o,
z—0 x"
17.6. Teorema: Férmula de Taylor. Seja f: I — IR n vezes derivdvel no ponto a € I. Para todo
ox €l, tem-se

£(2) = fla) + fla)(e )+ T Do a4

onde lim ()
a—a (x — a)"

= 0.

17.7. Teorema: Férmula de Taylor com Resto de Lagrange. Seja f : I — IR de classe C™, (n+1)
vezes derivdvel no intervalo |a,b] e seja x €a,b[. Entao existe ¢ € |a, x| tal que

" (3) (n) (n+1)
@) = @+ @)=+ H 0+ I e D oy P e
equivalentemente, para todo o h €10,b — a[, existe § €]0, 1] tal que
"(a B)(a () (q (n+1) (q + OB
ﬂmww:ﬂ@+fmm+f;)M+f3fhﬁw~+fnf%ﬂ+f(nisl)(—)“1

17.8. Observagdo. O resultado ainda é vélido para x €]d,a[C I, quando a fungao f é (n + 1)
vezes derivavel em |d, a[. Assim, para cada z €]d, a[, existe ¢ €]z, a[ tal que
f"(a) 2 fP(a) f™(a) Fr(e)

1) = F@)+f @) a—a) 5 )+ g Do) B ) o P )
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18. Aplicacoes da Férmula de Taylor ao estudo de fungdes

18.1. Teorema: Estudo de maximos e minimos de fun¢des. Seja f : X — IR uma fungdo n vezes

derivdvel num ponto a, que pertence ao interior do dominio de f. Suponhamos que f(j)(a) =0, para
j=1,....,n—1, e que f™(a) # 0. Entdo:

1. Sen for impar, f nao atinge um extremo local em a;

2. Sen for par:
F™(a) <0 = f tem um mdzimo local em a,

f™(a) >0 = f tem um minimo local em a.

18.2. Definicdo. Uma funcdo f : I — IR, definida num intervalo I, diz-se conveza (resp. céncava)
se, sempre que z €a, b[C [a,b] C I, o ponto (z, f(x)) estd situado abaixo (resp. acima) da recta que

liga (a, f(a)) a (b, f(b)).

18.3. Observacdo. Uma fungao f: I — IR é convexa se e sé se,
<

@) = fla) _ f(b) = fla) _ () = f(=)

T —a b—a - b—=x

(Va,z,bel) a<z<b =

18.4. Teorema. Se f:I — IR for duas vezes derivdvel em I, f é convezra (resp. concava) se e sd
se f"(x) >0 (resp. f"(x) <0) para todo o x € I.

18.5. Estudo completo de uma func3o real de varidvel real. Dada uma fungio real de varidvel
real f, para procedermos ao seu estudo, devemos percorrer as seguintes etapas:

1. calcular o dominio;

2. verificar se é par, {mpar ou periédica (o que permitird reduzir o dominio a estudar);

3. calcular a primeira derivada;

4. estabelecer o quadro de variacao da funcao;

5. calcular valores limite, que permitirao completar o quadro de variagao (e.g., os limites laterais
em pontos de descontinuidade, ou que nao pertengam ao dominio, e lim f(z), liIJIrl f(x)).
T——00 T—1T00

6. calcular o contradominio;
7. determinar (caso existam) as assimptotas ao grafico de f;
8. calcular a segunda derivada;
9. estudar a concavidade e os pontos de inflexdo;
10. calcular os pontos de interseccao do grafico de f com os eixos coordenados;

11. esbocar o grafico da funcao.

CAPITULO V: ESTUDO DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS E HIPERBOLICAS
Recomenda-se a leitura de:
Capitulo 9 do livro de Philip Gillet, Calculus and Analytic Geometry.



