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CAPITULO I: Fundamentos

1. Qual o valor de verdade de cada uma das seguintes proposicoes?
(a) 8 é par ou 6 é fmpar. (b) 8 é par e 6 é impar.
(c) 8 é impar e 6 é fmpar. (d) 8 é par ou 6 é par.

2. Quais das seguintes frases sao a negacao a proposi¢ao apresentada?

Proposicao 1: Os pepinos sao verdes e tém sementes.

(a) Os pepinos nao sao verdes e ndao tém sementes.
(b) Os pepinos nao sao verdes ou nao tém sementes.

(c) Os pepinos sao verdes e nao tém sementes.

Proposicao 2: Tem-se 2 < 7 ou 3 é impar.

(a) Tem-se 2 > 7 e 3 é par. (b) Tem-se 2 > 7 e 3 é par.
(c) Tem-se 2 > 7 ou 3 é {mpar. (d) Tem-se 2 > 7 ou 3 é par.

3. Construa e compare as tabelas de verdade para as seguintes expressoes:

(a) p vV -p (b) p A—p (©) =(pAq)
(d) -p vV —q (€) pA(gVr) () brg) Vv (pAT)
4. Qual o valor de verdade de cada uma das seguintes proposicoes?
(a) Se 8 for impar entao 6 é impar. (b) Se 8 for par entao 6 é impar.
(c) Se 8 for impar entao 6 é par. (d) Se 8 for impar e 6 for par entao 8 < 6.

5. Escreva a reciproca, negacao e contra-reciproca de cada uma das seguintes expressoes:
(@) (pAg) =7 (b) p=(q=p) ) pea=@=q.
6. Escreva o reciproco, o contra-reciproco e a negacao das seguintes frases:

a) Se chove entdao héd nuvens no céu.

(
(b

)

) Se 229 é primo entdo Roma é a capital de Franca.
¢) Se 147 é primo entdo Paris é a capital de Franca.
)

)

(
(d
(e) Se2<4eb+5=10 entao sin(n/3) = 1/2.

Se a economia melhorar arranjarei um emprego melhor.

7. Escreva cada uma das frases na forma de implicacao p = q.
(a
(b

) Se comeres demasiado bolo ficas mal disposto.
)
¢) Sai ou chamo a policia.
(c) p
)

Continua a comer bolo e arrepender-te-as.

(d) Vou-me embora se nao pararem de falar.

8. Determine a proposi¢ao contra-reciproca de cada uma das proposicoes do exercicio anterior.



9. Determine o antecedente e o consequente de cada uma das seguintes proposicoes:

(a) Um aumento significativo no poder dos computadores é uma condi¢ao necessaria para
futuros avancos tecnoldgicos.

(b) Erros serao introduzidos se efectuarmos uma modifica¢ao neste programa.

(c) Para poupar combustivel é necessario instalar um bom isolamento térmico, assim como
janelas duplas.

10. Construa tabelas de verdade para as seguintes expressoes:

(a) p A=(=p V—q) (b)pAg=—p (c)(p=aq=I[pVr)=(qVr)]
(d)p=(¢=p) (e) pAg& —q V-p ) p=q) & (~g= -p)

(g) (pvg)A—r)=-pVvr (h)pA(p=4q)]=q (i) (p V-p) = (¢ A—q)

(G) [FaA(p=q)]=p k) p=q=@=p O~ A-q) =)

(m) (p&q) &r m) (p=q) =r (0)p=(g=r).

11. Sem construir tabelas de verdade, verifique que as seguintes expressoes sao tautologias:

(a) (p Vo)Al V-r)=(gAr)] = (gAT)
(b) [(pV-r)A(g= (-pAT))] = —~q

*12. Prove que uma expressao nao contendo conectivos 16gicos além de < é uma tautologia se e
s6 se cada varidvel (letra) aparece um nimero par de vezes.

13. Analise a validade dos seguintes argumentos:

(a) Se hoje for segunda-feira amanha serd terga-feira. Mas hoje nao é segunda feira, logo,
amanha nao é terca.

(b) Hoje é segunda ou terga-feira. Mas hoje nao é segunda. Entao hoje é terca-feira.

(¢) Sendo p = ¢ uma tautologia para que ¢ = p seja uma tautologia é necessério e
suficiente que p < ¢ seja uma tautologia. Sabendo que p = ¢ é uma tautologia e p & ¢
nao é uma tautologia entao ¢ = p nao é uma tautologia.

14. Num certo pais cada habitante é um amante da verdade ou é um amante da mentira e, como
tal, diz sempre a verdade ou diz sempre a mentira. Ao viajar neste pais encontrei o Pedro
e o Luis. O Pedro disse-me: “Se eu for um amante da verdade entdo o Luis é um amante
da verdade.” Serd Pedro um amante da verdade ou da mentira? E o Luis?

15. (a) Sendo p < ¢ uma proposigao verdadeira, o que pode afirmar relativamente ao valor de
verdade de p & —qge p<q?
(b) Supondo agora que p < ¢ é falso, o que pode afirmar relativamente ao valor de verdade
deps qge—psq?
(c) Sendo p = g uma proposigao verdadeira, o que pode afirmar relativamente ao valor de
verdade de pAg< (p<q) ?

*16. (a) Noutro pafs ha, além dos amantes da verdade e da mentira, pessoas normais que
mentem s6 de vez em quando. Ao encontrar um grupo com uma pessoa de cada tipo
dizem-me:

Antoénio: “Sou normal”. Bruno: “Isso é verdade”. Cristiano: “Eu n&o sou normal”.
Que podemos concluir?

(b) No mesmo pais encontro o Diogo, que diz ao Eugénio: “Tu dizes mais vezes a verdade
do que eu”, que responde: “Isso nao é verdade”. Podemos concluir alguma coisa?
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O Artur, o Bernardo e o Carlos, suspeitos de terem assaltado uma loja de chocolates, fazem
os seguintes depoimentos:

Artur: “Bernardo é culpado, mas Carlos é inocente”.
Bernardo: “Se Artur é culpado entao Carlos é culpado”.
Carlos: “Estou inocente, mas um dos outros dois é culpado”.
(a) Os trés depoimentos s@ao compativeis?
(b) Supondo os trés réus inocentes, quem mentiu?

(¢) Supondo que todos disseram a verdade, quem é inocente e quem é culpado?

*(d) Supondo que os inocentes disseram a verdade e os culpados mentira, quem é inocente

e quem é culpado?

(a) Mostre que bastam os conectivos légicos — e V (também seria verdade para — e =)
para representar todas as operagoes légicas.

(b) Mostre que basta o conectivo lgico |, dado pela tabela de verdade

para representar todas as operagoes légicas.

*(c) Existem mais algumas operagoes légicas com esta propriedade? Quantas?

Na notagao de Lukasiewicz utiliza-se a notagao “Vpq” em vez de “pV ¢” (para os conectivos
A, = e < a notacao é andloga, em particular utiliza-se “= pq” em vez de “p = ¢”). Uma
expressao nesta notacao deve ler-se da direita para a esquerda, aplicando-se os conectivos que
forem aparecendo ao par de expressoes (no caso do conectivo —, & expressao) imediatamente
a sua direita. Nesta notagdo nao sdo necessarios parénteses. Uma notacao andloga a esta
foi adoptada nas primeiras calculadoras HP e é ainda hoje oferecida como opcao em alguns
modelos por exigéncia de muitos dos seus clientes.

(a) Escreva, utilizando a notagao de Lukasiewicz, as expressoes

(i) ~(pVq) (ili) (p=q) = [(pVq) = (¢Vr)]
(i) pV g ) {lp & ) ATV e -w) ).
(b) Escreva, se possivel, na notagao habitual, as expressoes
(i) V-pgq (iii) =V Vrgp (V) V=2V =aVrrgp
(ii) Vg—p (iv) VoV rpg (Vi) = q¢= sAArVp-s == qrp.

(c) H4 alguma regra simples para decidir se uma sequéncia de varidveis e conectivos cor-
responde, nesta notacao, a uma expressao valida?
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De entre as seguintes frases assinale as que sdo proposic¢oes atribuindo-lhe o respectivo valor
de verdade.

(a) Para todo o x real, 22 = z. (b) Para exactamente um z real, 22 = .

(c) Para algum z € R verifica-se 22 = z.  (d) 2® = 2.

(e) xy = xz implica y = z. (f) Para z,y, z reais zy = xz implica y = z.

Considere as expressoes proposicionais a(x,y), h(z), e(z) e m(z), cujo significado é, respec-
tivamente, “r ama y”, “x é homem”, “xr é encantador” e “x é mulher”, e apresente uma
tradugao em portugués de (Fz)[m(z) A (Vy)(a(z,y) = e(y) A h(y))].

Para cada uma das expressoes seguintes determine uma interpretacao onde a proposicao
seja verdadeira e outra onde seja falsa.

(a) (Vz)(Vy)(p(z,y) = q(y,x)) (b) (Vz)(p(z) = (3y)a(z,y)).

(a) Qual destas proposicoes é a negacao de: “Algumas pessoas gostam de matemética”?

i. Algumas pessoas nao gostam de matemaética.
ii. Todas as pessoas gostam de matematica.
iii. Ninguém gosta de matematica.
(b) Qual destas proposicoes ¢ a negacao de: “Todas as pessoas gostam de gelados”?

i. Ninguém gosta de gelados.
ii. Todas as pessoas nao gostam de gelados.

iii. Existe alguém que nao gosta de gelados.

Determine a negacao de cada uma das seguintes expressées numa forma que nao contenha
o conectivo - como conectivo principal.

(a) (Vz)(p(x) V —p(x)) (b) (F2)(p(z) = (q(x) Vr(x)))
(c) (Vo)(Fy)(p(x,y) & p(y, 7)) (d) By)(Vz)(p(x,y) = (¢(z) = r(y))).

Escreva expressoes equivalentes as do exercicio anterior utilizando apenas o quantificador 3
e os conectivos légicos — e V.

Para cada um dos seguintes pares de expressoes, indique qual delas é consequéncia da outra
e apresente, se possivel, uma interpretacao onde sejam nao equivalentes:

a) (Vz)(Jy)p(z,y) e (Jy)(Va)p(z,y)
b) (3z)(p(z) A q(z)) e ((Fz)p(z)) A ((Fz)q())
) (Vo)p(z)A((Vz)g(x)) e  (Va)(p(z) A q(z))

d) (Vo)p(z) = (Vz)g(z) e (Vz)(p(z) = q(z)).

(
( P
( (p
( (

Apresente, se possivel, uma interpretacao onde sejam falsas as seguintes expressoes:
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Verifique que

(a) {xeN; 22 <15} ={x e N; 22 < 7}
(b) {r € Q; 22 =2} = {x € A; z é tigre e x é cor-de-rosa},

onde A é o conjunto dos animais terrestres conhecidos até 3/10,/2004.

Considere os conjuntos

R={1,3,m,4.1,9,10} S ={{1},3,9,10} T=1{1,3,n} U={{1,3,7},1}.
Indique, de entre as seguintes proposigoes, as que sao falsas (justifique a sua resposta).

(a) 1€R (by 1€8 (c) TCR

(d SCR (e) TCU (fy 0CS

(g) {1} cCsS (hy TeU (i) TZR.

Para A, B e C conjuntos arbitrarios, indique quais as afirmagoes verdadeiras.

(a) Se AC Be BC Aentao A=B (b) 0 € {0}

() {0rc A (d) {0} = {{0}}

(e)Se AZ Be BC Centao AZC (f)Se Ae Be BZ C entao A ¢ C.

Para A = {2,4,5,6}, B = {1,4,7}, C = {x; x € Z e 2 < x < 5} subconjuntos de
S =1{0,1,2,3,4,5,6,7} determine:

(a) AUB (b) ANnC (¢c A-B
d S-A (e) A-S (f) (AnB)°
(g (B—A<‘N(A-B) (h) (CnNB)UA® (i) (C°uB)-.
Sendo A e B subconjuntos arbitrarios de um conjunto X, indique as igualdades verdadeiras.
(a) AUA=A (b) BNB=B
(c) (AN B) = A°N B¢ (d) (A=A
(e) A-B=(B-A) (f) (A-B)n(B—-A)=0
(g) Se AN B ={) entao A = B¢ (h) 0N {@} 0.

Para cada uma das seguintes proposicoes, indique condi¢ées a impor aos conjuntos A e B
para que as proposicoes sejam verdadeiras.

(a) AUB=A (b)) Auld=0 (c)ANB=A (dB-A=0 (e) (AUB)C (ANB).
Mostre que para conjuntos arbitrarios A, B e C' se tem

(a) SeACBeACC(Centao ACBNC.
(b) Se ACC e BCC também AUB C C.
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Para A e B subconjuntos arbitrarios de X, prove que A C Bseesése X \ BC X \ A.

Prove ou refute que, sendo A, B e C subconjuntos arbitrarios de X, se verificam as seguintes
propriedades:

(a) A—-(B-C)=(A-B)—-C; (b) (ANB)—C=ANn(B-0);

(¢) (AuUB)—C=AU(B-C); (d) (A-DB)* = A°- B

(e) AU(B—-A)=AUB; (f) An(BUC)=(ANB)UC;

(g A—-B=AnNBY (h) (ANB)UC=AN(BUC)seesbdseC C A.

C

Mostre que, para subconjuntos de um conjunto arbitrario X, todas as operacoes utilizadas
nos problemas anteriores se podem definir a partir da operagao diferenga, representada pelos
simbolos “—"ou “\”. Sera possivel fazer o mesmo com as operagoes reuniao e intersecgao?

Considere a operagao A (diferenga simétrica) definida, entre subconjuntos de um conjunto
X, por AAB = (A — B)U (B — A). Prove que, para subconjuntos arbitrarios A, B e C de
X, se tem:

(a) AAD = A, (b) AAB = BAA,;
(c) (AAB)NC =(ANnC)A(BN(C); (d) AAB = AAC seesése B=C.

Sejam A e B conjuntos arbitrarios.

(a) Prove que, se A C B entao P(A) C P(B).
(b) Prove que P(ANB) =P(A)NP(B).
(¢) Quando é que P(A)UP(B)=P(AUB)?

Mostre que, para qualquer conjunto X, se tem P(X) € X (sugestdo: examinar o conjunto
Y={xeX,; z¢uz}).

Sejam A, B, C' e D conjuntos arbitrarios. Prove ou refute as seguintes afirmagoes:

(a) Ax B= B x A; (b) Ax B # B x A,

(c) (AUB)x C=(AxC)U(Bx () (dACC,BCD< AxBCCxD;

(e) (AxC)N(BxD)=(ANB)x(CND); (f)(AxC)U(BxD)=(AUB)x (CUD,).

Quando é que, para A e B subconjuntos de um conjunto X, se tem A° x B¢ = (A x B)¢ ?

Determine z, y e z tais que
(a) ((z,y+2),243) =((3,5),6); (b) {z,y + 2,2+ 3} = {3,5,6}.
Sejam A e B conjuntos arbitrarios, x e a elementos de A e y e b elementos de B. Prove que
{{z}{z,y}} = {{a}, {b,a}} se e sé se (z,9) = (a,b).
Para X # (), um subconjunto U de P(X) diz-se um ultrafiltro em X se
iHogu (i) AeU N ACBCX = Bel
(iii) AeU AN BeU = ANBeU (iv) VAe P(X), AclU vV (X —A) ell.
No caso de U ser ndo vazio e verificar as trés primeiras condigoes (mas nao necessariamente
a quarta), U diz-se um filtro.
(a) Prove que, dados (em X) um ultrafiltro U e um filtro F tais que U C F, se tem U = F.

(b) Prove que, se U é um ultrafiltro em X, entdo o conjunto dos elementos V' de P(X x X)
que verificam {a € X; {b € X; (a,b) € V} € U} € U é um ultrafiltro em X x X.
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Considere a funcao
f:NxN — N
(n,m) +— mxn.
(a) Verifique se a fungao f é injectiva.
(b) Verifique se a funcio f é sobrejectiva. E bijectiva?
(c) Calcule f(A), quando:
i. A={(n,m)eNxN;n+m<5} ii. A={2} xN;
iii. A={(n,m) e NxN;nem pares}.
(d) Calcule f~1(B), quando:
i. B=1{1,2,3,4}; ii. B={n € N;n épar}; iii. B={n € N; n é impar}.
Sejam f: X — Y uma funcao e A e B subconjuntos de X. Prove que:
(a) f(A—=B)2 f(A) - f(B);
(b) Se f é injectiva, entao f(A — B) = f(A) — f(B);
(c) f é injectiva se e sé se f(X —C) = f(X) — f(C) para qualquer C € P(X).
Dada uma funcao, f : X — Y, prove que:
(a) VAC X AC f7H(f(A)); (b) f é injectiva & VAC X A= f71(f(A));
(c)VBCY f(fY(B))C B; (d) f é sobrejectiva & VB CY f(f~(B)) = B;
(e) VB1, B2 CY f~H(B1— Ba) = f1(B1) — f1(Ba).
Sejam f: X — Y eg:Y — Z duas fungoes. Prove que:

(a) Se f e g sdo injectivas, entao g o f é injectiva.
(b
(c

(d) Se go f é sobrejectiva, entao g é sobrejectiva.

Se f e g sao sobrejectivas, entdao g o f é sobrejectiva.
Se g o f é injectiva, entao f é injectiva.

)
)
)
)

Entre as funcoes seguintes, indique as que sdo injectivas, sobrejectivas e bijectivas. Quando
for possivel, indique uma inversa a esquerda, uma inversa a direita ou a inversa para a
funcao dada.

(a) f:Z—N, f(z) =a>+1; (b) g: N—Q, g(z) = 1;
(C) h:ZxN—Q, h(zvn) = n_ZH; (d) i {17273} - {p,q,r}, G(f) = {(17Q)’ (2,7’), (37p)}§
(e) g: N—=N, g(x) = 2%; (f) h: R? - R? h(z,y) = (y+ 1,2+ 1).

Denotando por F(X;Y) o conjunto das fungodes de X em Y, dados conjuntos X, Y e Z
estabelega uma bijeccao entre os conjuntos F(X x Y;Z) e F(X;F(Y; 2)).
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(a) Prove que, se (A))aer, € uma familia de subconjuntos de um conjunto X e (B,),enm €
uma familia de subconjuntos de um conjunto Y, entao:

X\ (A = [0\ A

AEL AEL
i X\ () A= [J &\ A
AeL A€eL
(Javn(U Bo= U nBy;
\eL wEM (Mp)ELXM
(AU B = [) (A\UBy).
AeL neM (A p)eLxM

(b) Demonstre que, se f : X — Y ¢é uma fungao e (Ax)xer € (Bu)uem sao familias de
subconjuntos de X e Y, respectivamente, entao:

i A(J A = U A i f(() AN S () (A
iii. (B =J (B iv. [ B =/

Seja | Ay uma familia de subconjuntos de X tal que para todo o A € L se tem
M) ] )L x M

Ao VA e = 0 se 1 # p2. Mostre que ﬂ ( U A()\m) = U ( ﬂ A(Ayf(/\))>, onde

el peM feML XeL
M é o conjunto de todas as funcoes de dominio L e conjunto de chegada M. Serd que esta
igualdade se verifica para qualquer familia de subconjuntos de X indexada por L x M?
(Sugestao: considere a fungao definida por fi(\) = p se z € Ay ).

Sendo (A; ;)i j)enxn uma familia arbitraria de conjuntos com indices em N x N, verifique

se é sempre verdade que [j ﬁ Aij| = ﬂ (U A; 7]> .

i=1 \j=1 j=1

Mostre que U P(A)y) C CP( U AA) e que ﬂ P(Ay) = < ﬂ A>\>, onde (A))xer é uma

A€l AEL
familia de subconjuntos de um conjunto X e apresente um exemplo em que a primeira

inclusao seja estrita.

Mostre que, para um conjunto qualquer X, todo o subconjunto A de P(X) é imagem
directa de uma familia de subconjuntos de X, ou seja, existe uma familia (A))rer tal que
A={AeP(X); A= A, para algum \ € L}.

(a) Determine, se possivel, uma extensao sobrejectiva para a fungdo f: ZxZ — R
(z,y) — ay.

(b) Determine, se possivel, uma extensao bijectiva para a fungdo f: Z — Q
2
T — 3T
(¢) Prove que toda a fungao é a composta, por esta ordem, de uma funcao sobrejectiva
com uma funcao injectiva.

*(d) Prove que toda a fungao é a composta, por esta ordem, de uma funcio injectiva com

uma funcao sobrejectiva.

*(e) Prove que toda a funcao injectiva tem uma extensao bijectiva.
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Indique quais das seguintes relagoes sao graficos de funcoes, indicando nesse caso o seu
dominio.

(a) {(1,2),(2,2),(3,2),(4,3)}; (b) {(1,2),(2,2),(2,3), (4,3)};
() {(z,y) eRxR; a® +y=1};  (d) {(z,9) ERxR; z+¢> =1},
Teste a reflexividade, simetria, anti-simetria e transitividade da relagdo p em X, quando:

(a) X =N, zpy se z + y for um nimero par;
(b) X =N, xpy se xy for um nimero impar;

(c) X =N, xpy se v = y?;

) X =NxN, (z,y)p(z",y) se v +y' =2’ +y;
)
)

X conjunto das linhas do plano e xpy se x for paralela a y ou x coincidir com y;

(d
(e
(

Seja f : X — Y uma funcao.

f) X ={1,2,3} e p= {(1,1),(2,2), (3,3), (3,2), (1, 3)}.

(a) Prove que p, definida em X por xzpy se f(z) = f(y), é uma relacao de equivaléncia.
(p diz-se a equivaléncia nicleo de f.)

(b) Para X =Y = Z e f(x) = 322 determine a classe de equivaléncia do elemento 4 pela
relacdo de equivaléncia nucleo de f.

Considere a relacgao de inclusdao C no conjunto das partes do conjunto X = {1, 2, 3}.

(a) Mostre que (P(X), <) é um conjunto parcialmente ordenado, mas ndo uma cadeia.
(b) Determine, caso existam, os minorantes, minimo, majorantes e supremo dos conjuntos:
. A={SCX;1eS};
i. B={SCX;2¢S)
iii. C ={S C X; S é um conjunto singular}.

Considere o conjunto parcialmente ordenado (P(X), C), onde X é um conjunto arbitrario.

(a) Indique, se existirem, o elemento minimo e o elemento méximo de P(X).

(b) Para que conjuntos X é que (P(X),C) é totalmente ordenado?

(¢) Sejam A e B subconjuntos arbitrérios de X. Prove que o infimo e o supremo de {A, B}
existem. Indique esses elementos.

Em N x N considere a relagao bindria p definida por (a,b)p(c,d) se a < coua=ceb<d.

(a) Mostre que p é uma relacado de ordem em N x N. E total?

(b) Determine, caso existam, os minorantes, minimo, infimo, majorantes, méximo, supremo,
dos seguintes subconjuntos de N x N:

i X ={1} xN; i. Y =Nx {1}; iii. Z={(n,m) € NxN;n+m=10}.



64

*6

ot

*66

67.
68.

69.

70.

71.

72.

73.

. Seja p; uma relagdo binaria em X reflexiva e transitiva.

(a) Mostre que a relagdo po, definida por ap2b se e sé se apib e bpia, é uma relacdo de
equivaléncia.
*(b) Denotando por [a] a classe de equivaléncia {a’ € X; apoa’}, mostre que a relagdo p,
definida por [a]p[b] se e s6 se apib, é uma relagao de ordem no conjunto das classes de
equivaléncia definidas em X por ps.

. Seja (a:ij)(m)elx 7 uma familia de elementos de um conjunto parcialmente ordenado,
X, tal que para todo o j € J existe sup{x;;; ¢ € I}. Mostre que, no caso de existir,
sup{sup{w;;; i € I}; j € J} é igual a sup{z;j; (i,j) € I x J}.

. Apresente um exemplo de uma familia de conjuntos infinitos, disjuntos dois a dois, indexada
por N, cuja uniao seja N.
Prove que um subconjunto A de R é limitado se e s6 se bR : Ve € A |z| <b.

Sejam A C R e @ um majorante de A.

(a) Mostre que as seguintes afirmacoes se equivalem:
(i) a é o supremo de A;
(ii) Ve>0 dz €A : z>a—c¢;

(b) Formule a correspondente caracterizacao de infimo de A.
Sejam A e B subconjuntos de R.

a) Suponha que A C B. Prove que:
(a) Sup q q
i. Se & é um majorante de B, também é um majorante de A.
ii. Se A for nao vazio e B for limitado superiormente, entao sup A < sup B.

(b) Mostre que, se a é um majorante de A e § é um majorante de B, entao max{«a, 3} é
um majorante de AU B e min{c, 3} é um majorante de AN B.

(¢) Se A e B forem nao vazios e limitados superiormente, entao
sup(A U B) = max{sup A, sup B}.

Sejam A e B subconjuntos nao vazios de R tais que: Vo € A Vy € B = < y. Prove que:

(a) sup A < inf B;

(b) pode ocorrer sup A = inf B;

(c) supA=infBseeséseVd>0 Jx € A Jye B : x40 >y.
Seja —A = {—x; x € A}, onde A é um subconjunto nao vazio de R limitado superiormente.
Mostre que inf(—A) = —sup A.

Seja A- B = {ab; a € Aeb € B}, onde A e B sao conjuntos limitados de ndmeros reais
positivos. Mostre que sup A - B = (sup A)(sup B). O que aconteceria no caso de A e B
conterem nimeros negativos?

Sejam (z))xer € (ya)aer familias limitadas de nidmeros reais positivos indexadas por L.

(a) Mostre que sup{zyx; A € L} < (sup{zx;A € L})(sup{yn; A € L}) e apresente um
exemplo em que a desigualdade anterior seja estrita.

(b) Mostre que sup{z3; A € L} = (sup{za; A € L})2

10
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*74. (a) Prove que todo o subconjunto aberto de R ¢ reunido de intervalos abertos dois a dois
disjuntos.

(b) Prove que todo o subconjunto aberto de R é reunido de uma familia numeravel de
intervalos abertos.

(c) Mostre que se I é um intervalo aberto entao nao existem conjuntos abertos disjuntos
e nao vazios, A1 e Ao, tais que I = A1 U As.
75. (a) Prove que a intersecgdo de uma familia finita de subconjuntos abertos de R é um
subconjunto aberto de R.

(b) Dé exemplos de familias de subconjuntos abertos de R cuja interseccao seja, respecti-
vamente,

i. um conjunto aberto;
ii. um conjunto fechado que nao seja aberto;

iii. um conjunto que nao seja aberto nem fechado.
76. Sendo A e B subconjuntos abertos de R mostre que sao abertos os conjuntos

(a) A+ B={x+y; x€ A e y € B};
(b) A-B={zy; r€ A e y<c B}.

77. Verifique se os seguintes subconjuntos de R séo abertos e/ou fechados:

() © b) E\Q € R\Z

@ ® © {hinen) ® {LineN)u{o)

@ U] w U1 © UL
neN neN neN

78. Determine o interior e o fecho de cada um dos conjuntos do exercicio anterior.

79. Mostre que, para X e Y subconjuntos de R, se tem,

(¢) nalguns casos, X NY # X NY;
80. Verifique que, para A e B subconjuntos de R,

(a) se A é aberto entdo A é vazio ou A nao é numerdvel;
(b) se A é aberto e B é finito entdo A — B é aberto;

(c) se A é aberto e B é numeravel entao A — B pode ser ou nao ser aberto.

11



81. Sejam A e B subconjuntos de R.

(a) Mostre que R\ int(4) =R\ AeR\ A=int(R\ A).

(b) Mostre que, em alguns casos, int(A) € int(A) e int(B) Z int(B).
*(c) Quando é que int(A) = int(A)?

*82. Mostre que uma familia numerdvel de intervalos fechados e limitados nao vazios, (F,)nen,
que verifique Vn € N F,, .1 C F},, tem intersec¢ao nao vazia.

83. Se A é um subconjunto de R e x € R, A diz-se vizinhan¢a de x se x for ponto interior de A.
Mostre que:
(a) A intersecgao de duas vizinhangas de x ainda é uma vizinhanga de x.
(b) Se A for vizinhanga de x e A C B, entao B é vizinhanca de .

(¢) Se x e y sdo numeros reais distintos, entao existem uma vizinhanca U de = e uma
vizinhancga V' de y tais que U NV = ().

(d) Se a =sup A, entao A e R\ A nao sao vizinhangas de a.
84. Para A C R, mostre que:
(a) A é aberto se e s6 se é vizinhanga de todos os seus pontos;
(b) um ponto x € R é ponto aderente de A se e s6 se toda a vizinhanga de x intersecta A.

85. Determine o conjunto dos pontos de acumulacao dos seguintes subconjuntos de R.

(2) Z (b) {5;neN} () Q (d) ]o,1].
86. Dé exemplo de um subconjunto de R:

(a) infinito sem pontos de acumulagao;
(b) com exactamente um ponto de acumulacao;
(c) numerédvel com um conjunto de pontos de acumulagao nao numeravel;

*(d) com um conjunto de pontos de acumulagio infinito numeravel.
87. Seja X um subconjunto de R. Mostre que:
(a) X = X UX/;
(b) X é fechado se e s6 se contém todos os seus pontos de acumulagao;

*(c) se X nao tem pontos de acumulagio entdo X é numerdvel.

(Sugestao: verificar que X ¢é igual a qualquer conjunto numerdvel E tal que
ECXCE).

19
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89.

90.

91.

92.

*93.

94.

95.
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Prove que cada uma das sucessoes cujo termo geral se indica a seguir é limitada e estude a
monotonia dessas sucessoes.

2n n

(a) T, 30+ 16° () Tn nZ 42’

100 10 sen=1

= — +2(-1)" d = 1\

(©) an="+2(-1) (@ o {<§%_n?8 B

2004"™ 1 se n é par
() = ; () 2z, = .1 1 ,P

n! nsin(:) — = sen é impar.

Verifique que as seguintes sucessoes nao sao limitadas e, em cada caso, determine, se possivel,
uma subsucessao que seja limitada:

(a) (2n)nen ; (b) ((=1)"n? + 2n)pen ; *(c) Vn!; (d) ncos (IP).

Sejam X um subconjunto nao vazio limitado de R e s o seu supremo. Mostre que existe
uma sucessao com valores em X que converge para s.

(a) Sejam X um subconjunto denso de R e a € R. Mostre que existe uma sucessao com
valores em X que converge para a.

(b) Conclua que qualquer nimero real é limite de uma sucessao de nimeros racionais e
limite de uma sucessao de ntimeros irracionais.
n
Considere a sucessao (zp)nen definida por z, =1+ Z
k=1

1

H.

(a) Mostre que () é uma sucessao crescente.

(b) Prove que, para todo o nimero natural n, z,, < 3. (Sugestdo: Mostre que n! > 2"~1).

(¢) Seré (x,) uma sucessao convergente? Justifique.

Existira alguma familia de intervalos abertos cuja uniao contenha Q mas nao contenha R?
(Sugestao: considerar uma familia numerével de intervalos com largura 2% e consultar Curso

de Andlise, vol. 1, de Elon Lages Lima).

Mostre que se a sucessao (x,)nen for convergente entdo a sucessao (|z,|)nen é também
convergente. Sera que a reciproca é sempre verdadeira?

Usando a defini¢ao de limite, verifique as seguintes igualdades:

. 3n+2 3
(2) nhﬂnolo n+1 0 (b) nggo m+1 2
. V2+n . 2n—7
© 5 e =0 @ e =2
. n+sin(%) 1 . n+1000
() fim —— =5 () Jfim — 25— =0

12



96. Diga, justificando, quais das proposicoes seguintes sao verdadeiras e quais sao falsas:

a) Toda a sucessao convergente é limitada.
) Toda a sucessao limitada é convergente.
(¢) Toda a sucessao convergente é monétona.

Toda a sucessao de termos positivos que tende para 0 é mondétona decrescente (a partir
de certa ordem).

Para que uma sucessao seja limitada basta que possua uma subsucessao limitada.

Uma sucessao monotona é convergente se e s6 se possui uma subsucessao limitada.

n—oo

Se lim u, <0, entao tem-se u, < 0 a partir de uma certa ordem.
n—oo

Se (un)nen for convergente e se u,, < 0 para todo o n € N, entao lim w, < 0.

)
)

g) Se lim u, < 0, entdo tem-se u,, < 0 a partir de uma certa ordem.
)
) n—oo
)

Se uma sucessao convergente é soma de duas sucessoes, entdao cada uma das sucessoes
)
parcelas também é convergente.

97. Verifique as igualdades do problema 95 utilizando algebra dos limites.

T1+ T2+ ...+ 2y

*98. Mostre que, se lim z, =a ey, = , entao (Yn)nen € convergente.
n—oo

n
99. Mostre, usando a definicao, que:
1+ 1)
(a) lim (n —n?) = —oo; (b) lim (2n + (—1)"n) = +oc; (c) lim a+n" _ +00.
n—oo n—oo n—oo n

100. Indique, quanto & convergéncia, o comportamento da sucessao (a"),en para a € R.
101. Diga, justificando, quais das proposi¢oes seguintes sao verdadeiras e quais sao falsas:

(a) Toda a sucessao superiormente ilimitada tende para +oo.

(b) Toda a sucessao que tende para +oo é crescente (a partir de uma certa ordem).
(c¢) Toda a sucessao monétona e nao limitada inferiormente tende para —oo.

(d) Toda a sucessao crescente tende para +o00.

102. Sejam (zy,)nen uma sucessao de nimeros reais e (up)nen € (Un)nen as subsucessoes definidas
por U, = Toy, € v, = To,13. Mostre que:

(a) Sea€eRe lim u, =ae lim v, = a, entdo também lim z, = a.
n—oo n—oo n—oo

(b) Se lim u, = +o0 e lim v, = +o0, entdo também lim z, = +oco.
n—oo n—oo n—oo

103. Estude a convergéncia das sucessoes de termo geral

4 ‘ 2 ,
—= se n impar 1)+ = se n Impar
@ w= i o) w={ ot P
PR se n par; cos((n —1)m) sen par;
0 sen=3k, keN 141 sen par
— 1 — — n
() up=¢ (=1)"; sen=3k+1, keN (d) u,= { Sign” se . fmpar.

(Lym sen=3k+2, ke N;
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104. Descubra o erro do seguinte raciocinio:

n— oo n—oo n n—oo \ N n n—oo N n—oo N

1= lim 1= lim nlz lim <1+-~+1>: lim l—i-'”—i- lim l:0—1—‘--4-0:0.

105. Usando o Teorema das Sucessoes Enquadradas, determine o limite das sucessoes:

2
(a) unzm,neN; (b) up= V3417, neN;
n n+6
1 1
c) Up = ———, neN; d) u,= ———  neN.
O =2 Gy @ =

106. Calcule, caso existam, os seguintes limites:

(a) lim (n+1)* (b) lim 2n? + (—=3n) + 1
n—oo N2 41"’ n—0oo \/7147—}—1 ’

(¢) lim v/n(n+1)—n (d) l vin 1= vn 2 (n > 3);

_ 1\ 2 _
(&) lim (=1)"n* —=3vn+1+n (n>2); () Tim log(3n + 19) (n>2);
n—o0 \/ﬁ —_n2 n—oo logn
N L o) o,
(g) nh~>nolo 3n+1 + (_2)n+1’ (h) nh—{go <3 Sin 3772 )
(i) lim —n(16 + cos(logn)); () lim n(1 + sin?n);
*(k) lim n(1+ sinn); (1) lim n—'
n—oo n—oo M.

107. Indique sucessoes (x,) e (y,) de nimeros reais que tendam para +oo e tais que:
(a) lim (zp — yn) = +00;
n—oo

(b) lim (x5, — yn) = a, sendo a um numero real qualquer, previamente fixado;
n—oo

(¢) (n — Yn)nen € ilimitada mas nao diverge para oo.

108. Dé exemplos de sucessoes (Zn)neN € (Yn)neN, que tendam para +o0o e 0, respectivamente, e
tais que:
(a) lim x,y, = 00, sem ser +00 e —0o0;
n—oo

(b) lim z,y, = a, sendo a um numero real qualquer, previamente dado;
n—oo

(¢) (TnYn)nen € divergente mas limitada.
109. Dé exemplos:

(a) De uma sucessao limitada com quatro valores de aderéncia.

(b) De uma sucessao nao limitada com quatro valores de aderéncia.

15



110. Seja (zpn)nen uma sucessao de nimeros reais e seja ¢ €]0, 1[. Prove que

Tn+1

= <centao lim z, =0.

n—oo

(a) Se para todo o n € N se tem 0 <

*(b) Se para todo on € N se tem |zy42 — Tni1| < ¢|Tpi1 — Tn| entao (z,)nen é convergente.
(Sugestao: provar que (z,) satisfaz o Critério de Convergéncia de Cauchy).

1
*111. Para a > 0 considere a sucessao definida por 1 =1, 2,411 = 3 (acn =+ i) sen € N.
In

(a) Mostre que z, > /% sen > 2.
(b) Mostre que a sucessao é convergente e calcule o seu limite.
(Sugestdo: utilize (a) para provar que |z,12 — Tny1| < §|Zp41 — 2| para n € N).

112. Foram investidos 1000 euros a uma taxa de juros de 6%, compostos anualmente.

(a) Indique o valor v, do investimento ao fim de n anos.
(b) Verifique se a sucessao (vp,)nen € convergente.

113. Considere a sucessao (zy)nen definida por recorréncia da seguinte forma:
1 = \/5, Tl =4/2+/xp, n > 1.

(a) Prove, por indugao, que:
i. Tpa1 > xn, para qualquer n € N;
ii. z, < 2 para qualquer n € N.
(b) Conclua que (zy,)nen € convergente.
(c) Mostre que o limite de (2,,)neN é raiz do polinémio P(z) = x* — 42?2 — 2 + 4.

114. Mostre que cada uma das sucessoes a seguir definidas é convergente e calcule o respectivo

limite:
1 2
(a) o1 = 37 Tntl = T, 0 eN;
1
*(b) xlzl,xn+1:1+;,n€N
n
(desenvolvimento da razao dourada em fracgoes continuas);
(c) dadoa € Rcom 0 <a<1,z1=a, zp1 =22 —a,+1,n€N.
115. Sejam a e b niimeros positivos, com a > b. Denotemos por a; a sua média aritmética, e por
b1 a sua média geométrica; isto €,

a1:a+b € blz\/%.

2
Iterando este processo, obtemos duas sucessoes, (an)nen € (bn)nen, sendo, para todo on € N,
an + by
Apt1 = — e bpr1 = Vapby.

(a) Use o Principio da Indugao Matemética para provar que, para todo o n € N,

Gn > Apt1 > bpgt1 > by

(b) Mostre que lim a, = lim b,.
n—oo n—oo

(A este limite Gauss chamou média aritmética-geométrica dos nimeros a e b.)
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116. Esboce o grafico das funcées seguintes e indique o seu dominio e o seu contradominio.
(a) a(z) =1+ |z (b) b(z) = |sinz| () c(x) =sin|z|

—r—5 sex>1

|log|z|| sex#0ex#1
= — — — <
(d) d(z) {1 ez 0ozl (e) e(x) 21 se —1<z<1
T sex < —1
1 sex>-1 _ sin% sex #0
o s@-{1 BIZ7) ® o ={ 3" o7

(h) h(z) =z — [z], onde [z] representa a caracteristica de x,
isto é, o maior inteiro menor ou igual a x.

117. Indique a expressao da funcao cujo grafico é uma recta que passa nos pontos de coordenadas
(1,3) e (3,4).

118. Sendo f(z) = ka? + 5x + k, determine k de modo que f(z) > 0 para todo o = € R.
119. Sendo f(zx) = ka? + 3z + 2k + 1, determine k& de modo que \/f(z) + 2 tenha dominio R.

120. Considere a funcdo f : R — R definida por f(x) = az? + bx + ¢, com a, b e ¢ constantes
reais. Analise a representacio grafica de f, consoante o valor dos parametros a, b e c.

121. Determine o dominio das seguintes funcoes:

(8) fr) =vaT—3  (b) gla)= ¥z 1 (¢) h(z) = V=27 + ——

Vi+zx

x2 — 4T an\xr
(d) j(x) =14 2cosx (e) I(z) = log # (f) m(x) = t<4\/§+1)
@ n(r)=vi-> (W) ol) = —sinx (i) p(x) = log(1 — VaT 1),

122. Sendo f : A — B, identifique as propriedades descritas pelas condigoes:

(a) Vo€ ATy e B : f(x)=y) A Vanma€ A =22 = f(mn) = f(z2)).
(b) (Vzi,220 € Az #xo2 = f(x1) # f(z2)) AN (VYyeBIzeA: f(x)=y).
(©) (VreA)(—x A A f(-2) = f(2)).

(@) (Fr € A) (~x€ A A f(—2) = —f(2)).

123. Verifique quais das seguintes funcoes sao pares e quais sao impares:

() J(a)=log o, (0) ga)=2(" + )

() h(z)=Vzr+2+ Vo —2; (d) I(z) = sin?z — cos(x + ).
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124. Diga quais dos seguintes conjuntos sao graficos de funcoes e, para esses casos, indique quais
das fungoes sao injectivas, pares ou fmpares.

a) A= {(z,y) €R?; 2 +y* = 4}; (b) B={(z,y) e R*; 22 <3 Ay = —V3—22};
c ) (d) D = {(z,y) € R?; [a] + |y| = 1};

E ={(x,y) € N?; y é divisor de z}; (f) F = {(z,y) € [-1,1] x R; 2 = siny};
G ) (

h) H = {(z,y) € R?: 23 + 4 = 4},

125. Verifique, usando a defini¢ao, se s@o ou nao bijectivas as seguintes funcoes:

(@) f@) =

(b) g(x) =5 — 322 (c) h(x):tanx,xe]—g,g[.

126. Determine em que casos a funcao ¢ invertivel e, quando o for, determine a sua inversa e faca
a representacao grafica de ambas as funcoes.

(a) f(z)=sinwz; (b) g(@) =~ (c) h(x)==zl|z;
(d) i(z) =32*—2; (e) Jx)=e"Th (f)  I(x) = log(a?).

127. Dada a funcdo f : R — R tal que f(x) = 22, determine:

(a) f(R);

(b) f(A),com A={zxeR;x>4};

(¢c) f7(B), quando B = {y € R; y > 3};

(d) f7YC),paraC={ycR;y< -3 VvV y=1}

128. Considere as funcoes:

r sex>0
- 1 _frz+1 sex#0
f(@) = z sex <0 g(:n)—{o sex =0
1 sex =0

Indique o dominio e a expressao analitica das fungoes

129. Determine o dominio e a expressao analitica de g o f, sendo:

(a) f2) = VF e gla) = 5

T —1;
(b) f(z)=x+1eg(x) =2z +3;

2 sex>0

© fo)={ 3 2TZ0 eqle) a1

log(x +1) sexz>—1
(d) flx) = 2| e g(z) = { 1

xT

se r < —1.

130. Sendo f(z) = z* e g(x) = 4%, determine o dominio, o contradominio e a expressdo analitica
das fungoes compostas foge go f.
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Mostre que, para f : X CR—Rea € X — X/, se tem

VLeERVYe>030>0:VeeX 0<|z—al<d=|f(x)—L|<e.

Para X C R limitado, a € X' e f: X — R traduza as seguintes afirmagoes para portugués
corrente:

(a) Ve>030>0:Vze X 0<|z—a|l<e=|f(z)— L|<0;
(b) 30 >0:Ve>0Ve e X 0<|z—a|<d=|f(z)—L|<e.

Demonstre, usando a definicao, que:

1 1
(a) lim 5(395 —2) =5; (b)  lim z%sin — = 0; (c) lim+/z =2.

T—4 z—0 X T—4
(a) Mostre que, se lim f(z) existir e for L, entdao também existe lim |f(x)| e é igual a |L|.
T—a r—a

(b) Dé exemplos que mostrem que lim |f(x)| pode existir nao existindo lim f(z).
r—a r—a

(c) Mostre que lim f(z) =0 se e s6 se lim |f(z)| = 0.
T—a T—a
Sejam f : D C R — R positiva e a € D'. Mostre que, se existir lim f(xz) = L > 0, entao
T—a

ste 1 1 { ioual 1
existe 11m ———— € e 1gual a —.
oo o) C N

Use o Teorema das Fungoes Enquadradas para provar que:

(a) lim —\x| =0;
=0 \/gd + 422 + 7

(b) lir% 22 f(x) = 0, se existir ¢ € R tal que, para todo o z € R, 0 < f(z) < ¢;

(c) Se f e g sao fungdes com dominio X C R, a € X', lim g(z) = 0 e f é limitada numa
r—a

vizinhanga de a, entao lim g(z)f(z) = 0.
r—a

Supondo a > 0, calcule:

b b
(a) lim f[f}; (b) lim f[f]
z—0t al @ 20tz l a
Demonstre, usando a definicao, que:
. 22 —4 . T+2yx 1 . sin x
(a) xEr—&I-loo x2 =5 (b) wgr-ﬁr-loo W - 2’ (C) wgr—ir—loo T =0
2
. 2 _ . . 2 _ . . _
(d) wgrfoo(x 2) = +o0; (e) xEI—Poo(l‘ +4) = +o0; (f) ilg}l a2 +00.
Mostre que nao existem os seguintes limites:
.z =3[ ) o o1
(a) ili}l(ls 042 (b) xEIElOO sin x; (c) ili% sin —.

10



140. Seja p um polinémio real de grau n, isto é, p(z) = a,x"+- - -+a1z+ag, com ay, - -+, a1,a0 € R
e ap # 0. Estude lim p(z)e lim p(z).
T—+00 T——00

141. Determine, se possivel, os seguintes limites:

2+ sin & 3% - 27
- : - : ; 2 _ 9 _ /42 :
(a) lim ™ (b) fim (c) dim (Va? —2—+/a? +3);
, 224 — 3 . 2— . 22Tz +6
@ = T R
(@ 1 sin(mz) \* (h) i 1—cosx () lim (a2 log 7);
g xi,%l+ . ; lim ——5—; i) lim (2 coszlogx);
tan 2z 1 1 m
*(j) 1i : *(k) 1 = :*) lim (3 - 2) tana.
() +50 sin 3z ( )xli% (sinx tan:z:)’ ()xl—{% g~ T)rant

142. (a) Seja a € X'. Dé exemplos de fungoes, f e g, definidas em X, para as quais nao existam
lim f(z) nem lim g(x) mas existam lim (f(z) + g(z)) e lim f(z)g(z).
r—a r—a r—a r—a
(b) Sejam a € X' e f e g fungoes definidas em X. Mostre que, se existe lim f(z) e nao
r—a

existe lim g(z), entdo nao existe lim (f(x) + g(x)) mas pode existir lim f(z)g(x).
r—a r—a r—a

143. Estude a existéncia de limite, nos pontos indicados, das funcoes definidas por:
1

2.
% ) afsing sex <0 o 1 o
- ) _Oa b - 1> _Oa
(@) f(@) {(1”); erop 00 B @)=
T+2Vx
T+ 2+ |z + 2| - sex >1
() f@)=—5 - a=2a=-2 (d)f(x)z{_‘;\gm ol ,a=1.
4\/1—x

144. Seja f uma func¢ao definida e monétona em X C Resejaa € X jr Prove que, se existir uma
sucessao (zn)nen de elementos de XNJa, +oof tal que lim x, =a e lim f(z,) = L, entdo
n—oo n—oo
lim f(x) = L.

z—at

*145. Seja f uma fungao monétona em |a,b[. Mostre que {c € Ja,b[ ; lim f(x) # lim+ f(z)}
T—Cc™ r—cC
é um conjunto numeravel.

146. Seja f : R — R a fungao de Dirichlet, que é definida por f(x) = { é s Fac1o.nal 1
se x irracional.

Mostre que f nao tem limite em nenhum ponto.
147. Sejam X =Y UZ CR,acY'NZ e f: X — R. Mostre que

lim fly () = lim f|,(x) = L se e s6 se lim f(x) = L.

r—a
148. Determine os pontos de acumulagao de X, dominio de f, para os quais existe lim f(z).
r—a

1 se x racional

X =1[0,2 =93 2

(a) [0, 27], com f(z) { sinxz se x irracional.

(b) X =R, com f(z) = [z].

sex="2 com p,q € N, p < g, mde(p,q) =1
q

1
q
0 se z irracional.

*(c) X =]0,1[, com f(x) = {
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CAPITULO 1lI: Continuidade

149. Determine k£ € R de forma a que a fungao definida por

1
=) Se z>1

f(z) = 0 se x=1

Wl—zl se x<1

tenha, em a = 1:

a) uma descontinuidade removivel;

)
)

(¢) uma descontinuidade essencial de 1* espécie;
)

(d) uma descontinuidade essencial de 2% espécie.

150. Estude a continuidade das funcgoes seguintes, indicando, nos pontos de descontinuidade, o
tipo de descontinuidade que ocorre:

o1
(a)f(x)_’i’ (b)f(x):{xsmx sex #0
1 sex =0
z 424 |z +2|
(©) f(@) = la] @)=y — a2-4  CrFers/
0 sex=2oux=—2

tanx sex & {5 +kn;kcl}
sex {5 +km;kclZ}

cos— sexE]—%,O[
sex =0
log sin ) sez €0, 5]

11—z sexeQ
(r—1)2-2 sexgQ

- se:z:;gcomp,qu,p<q,mdc(p,q):1
q
0 se x irracional.

151. Encontre uma bijeccao f : R — R que seja descontinua em todos os pontos.

*152. Mostre que uma funcdo cujo dominio é aberto é continua se e sé se, para todo o aberto
A CR, f71(A) é um subconjunto aberto do domfnio de f.

153. Prove que a equacdo x> — 922 + 7 = 0 tem trés solucoes, uma em cada um dos intervalos
abertos | — 1,0[, |0, 1[ e ]6,9]. Melhore o resultado aproximando-as até as décimas.
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154

155.

156.

157.

158.

*159.

*160.

*161.

162.

163.

Prove que existe um nimero real c tal que:

3
a)0<c<gesinc:O,7; (b)g<c<7recosc:—1;

(
(c) ¢ =2; (d)ec>0ec?=3.

3

)
a) Mostre que a equagdo z° —x — 1 = 0 tem uma solugao em R.
)

Mostre que qualquer polinémio de grau impar tem pelo menos uma raiz real. Conclua

que, para cada a € R e p € N fmpar, existe pelo menos um ndmero real b tal que
P = a.

3
Seja f(x) = tanx. Verifique que f (%) =1lef <Z> = —1. Pode concluir que existe

T 3T
—, — | tal =07
06}4, 1 [ta que f(c)=0
(a) Seja f uma fungao continua em [0, 1] tal que 0 < f(z) < 1. Mostre que existe ¢ € [0, 1]
tal que f(¢) = c. (A um ponto x tal que f(x) = x chama-se ponto fizo da funcao f.)
(b) Dé um exemplo de uma fungao continua f : [0, 1[— [0, 1] que ndo tenha nenhum ponto
fixo.

Seja f uma funcao continua em [0, ] tal que 0 < f(z) < 1 para todo o x € [0, 5]. Prove

que existe ¢ € [0, ] tal que f(c) = cosc.

Uma fungao f: X — R diz-se uniformemente continua quando verifica a condigao
Ve>030>0:Ve,ye X |z—y|<d=|f(z)— fy)| <e.

(a) Mostre que toda a funcao uniformemente continua é continua.
(b) Mostre que nem toda a fungao continua é uniformemente continua.

(¢) Mostre que, se X é um intervalo fechado e limitado, entao toda a fungao continua em
X é uniformemente continua. (Sugestao: recordar que toda a sucessao limitada tem
um valor de aderéncia).

Uma funcao f : X — R satisfaz uma condi¢do de Lipschitz quando verifica a condig¢ao
e >0: Yo,y e X |f(z) — f(y)] < klz—yl.

Mostre que toda a funcao que satisfaz uma condicao de Lipschitz é uniformemente continua
mas o reciproco nem sempre se verifica.

Dé exemplos de funcoes invertiveis, com pontos de descontinuidade, cujas inversas sejam
funcoes continuas.

Verifique se a fungao f indicada em seguida é limitada e determine os seus extremos, caso

existam.
(a) f:[-1,2[= R, com f(z) =22 —1; (b) f(x) = tanw, com 0 < x < J;
(c) f:)0,2] — R, definida por f(z) = ; () f(z) = 2=21,

Indique os extremos da funcao

f:00,2]\ {1} — R

z2—1
rx—1"°

xr

A funcéo toma todos os valores entre eles? Justifique a sua resposta.
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164. Calcule, usando a definicao, a derivada da funcao f no ponto a indicado:

(a) f(x) =9 —2% a=1; (b) f(t)=3t> —t, a= —1;
©f@) =@-D)VEa=1; (@ f@)=—ga=1

165. Usando a definicdo, determine a funcao derivada das seguintes fungoes:
(a) f(z) = a, com a € R; explique como pode concluir imediatamente o resultado a partir

do gréfico de f;

(b) f(z) = ax + b, com a,b € R; explique como pode concluir imediatamente o resultado
a partir do gréafico de f;

(c) f(x) = x|xl; |

(d) f(z) = cosx (sabendo que }llli)r([) Slzh =1);
el —1

(e) f(x) = e® (sabendo que %13% h =1);

() f() =11,

(g) flz) == — 2%

(1) gw) = -

(i) f(z) =(x —a)™, com a € R.

*166. Mostre que, se f: X — R é derivdvel em a € X’ N X N X/, entdo

Sera a reciproca verdadeira?

167. Sejam f,g,h: X — R tais que f(z) < g(z) < h(z) paratodoo z € X e a € XN X'. Mostre
que, se f(a) = h(a), f e h s@o derivéveis em a e f'(a) = h/(a), entdo g é derivavel em a e
f'(a) = g'(a) = W(a).

168. Sejam f(x) = 2% e a = 3.

(a) Qual a fungao linear [(x) que melhor aproxima f(x) quando x estd préximo de a?

(b) Use I(z) para obter um valor aproximado de (3.12)% (cujo valor real é 9.7344).

169. Para cada uma das fungdes f seguintes, use a aproximacao linear em a para calcular um
valor aproximado de c. Compare estes valores com os valores obtidos numa calculadora.

2.04
() fo)=a* a=1 c=(106)" (0) J@)= i a=2e=
(c) f(a:):cosa:,a:%,c:cosl; (d) f(x):sina:,a:%,c:sino.f).
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170.

171.

172.

173.

*174.

175.

176.

177.

178.

Em cada um dos casos seguintes, escolha uma funcao e um ponto a adequados, e use a
aproximacao linear dessa fun¢éo em a para obter um valor aproximado de:

(a) (3.026)% (b) o (c) V15;
(d) tan3; (e) sin0.045; (f) tan0.092.
Determine a funcao derivada de cada uma das fungoes seguintes:
(a) f(z) =tanz —3secz; (b) f(z) =cotx + 2cscz; () f(x) =sinx cosz;
(d) f(@) = Va2 +1); (o) fl2) = Yok () f(&) = w3 cosz — a3 sinz.

Usando o Teorema da derivada da fungéo composta, determine a derivada das fungoes

definidas por:

(a) f(z) =sinyz  (b) f(z) = V4 —a? () f(z) = logz
(d) f(z) =4 (e) flx) =4Vt (f) f(z) = sin(log z)
(8) f(x) = log(sinz) (h) f(z) = log (sma) (i) f(z) = sinac>
() f@) = g@)"® (k) f(z) = log vz (1) f(z) = log \/log v/
A - , g(x) — f(x)g'(x) :
Dé uma demonstracao da férmula < > (z) (@) 2 , usando a férmula do

produto e o Teorema da derivada da funcao composta.

s

Mostre que, caso f seja derivavel em R e, para um dado o € R, satisfaga a condicao
Vit e RVz € R f(tx) = t“f(z), entdo xf'(x) = af(x) para todo o z € R.

Determine as fungoes derivadas das fungoes seguintes:

NI se x>0 3 sex <0
(a) fl(x)=< =5 sex =0 (b) f(z) =1 2 se0<z<1
tanz se — 5 <x <0 (r—12%+2 sex>1
[ r4log(2—2) sex<1 .
(c) f(x) —{ . x>l (d) 1+ |sinz|, x € [0, 27]

Cada uma das equagoes seguintes define uma ou mais fungoes y na variavel x. Usando o
regra da derivada da fungao implicita, determine 3/':

1 1

() 2+y?=3 b 1-lon @ g
z Yy

_1 x2

) o . ¢ 2_ 2T

(d) sin(x +y) =sinx + siny; (e) z= y+1 (f)y =*—y .2

Use o Método de Newton com o valor inicial x; dado, para encontrar a terceira aproximagao,
x3, da raiz da equacao dada:

(a) 23 +2+1=0,21=—1; b) 23 —22-1=0,2, =1;
(c) 2t—20=0,21=2; (d) 2" —100=0, z1 = 2.

Explique porque é que o Método de Newton nao funciona para encontrar as raizes da equagao
z2 — 3z + 6 = 0 se o valor inicial escolhido for z; = 1.
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179.

180.

181.

182.

183.

184.

185.

*186.

187.

188.

189.
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Determine o maximo e o minimo absolutos das seguintes fungoes nos intervalos indicados:
(a) f(x) =322 - 100+ 7, X =[-1,3]; (b) f(x)=5— 622223, X =[-3,1];
(c) flx) =23 +1, X =[-1,1]; (d) f(x) =sinzcosz, X = [0, 7].
Considere a funcao f : R — R definida por f(z) = |z|.
(a) Verifique que f’ toma valores positivos e negativos mas nunca se anula. Estard este
facto em contradicao com o Teorema de Darboux?
(b) Mostre que f(—1) = f(1) mas f’(¢) # 0 para todo o ¢ no intervalo | — 1, 1[. Estard este

facto em contradicado com o Teorema de Rolle?

Aplicando o Teorema de Rolle a fungao f(z) = (z — 1) tanx no intervalo [0, 1], mostre que
a equacao sin 2z = 2 — 2z tem pelo menos uma solugao entre 0 e 1.

(a) Explique porque é que a equacdo 2> + z — 1 = 0 ndo pode ter mais do que uma raiz
real.

(b) Use o Teorema de Rolle para provar que a equacio az® + 322 + vz + 6 = 0 nio pode
ter mais do que uma solucao real quando $? < 3ary.

Suponha que f : [a,b] — R é continua e que f'(z) existe e ndo se anula em |a,b[. Se f(a) e
f(b) tém sinais opostos, prove que a equagao f(z) = 0 tem uma e uma sé solucao em |a, b|.
Seja f : [a,b] — R uma funcao continua, derivavel em |a, b] tal que f(a) = f(b) = 0. Mostre
que existe ¢ €]a,b] tal que f'(c) = f(c). (Sugestao: Use a fungao g(z) = f(x)e™*.)

Seja f : [a,b] — R uma funcao continua em [a,b], duas vezes derivavel em |a,b[ e que se
anula em trés pontos distintos de [a, b]. Mostre que existe ¢ €]a, b tal que f”(c) = 0.

Mostre que a equacio kg + k1z + ... + kp—12" ' + kp2™ = 0 tem pelo menos uma solucio
knfl + kn _
n n+1

(real) sek:g+%+...+

Mostre que, ao aplicar o Teorema do Valor Médio de Lagrange & funcio f(z) = ax?+ Sz -+~
num intervalo [a, b] qualquer, o ponto x onde a tangente ao grafico é paralela a recta que
passa por (a, f(a)) e (b, f(b)) é o ponto médio do intervalo [a, b].

Seja f uma fungao continua em [0, 1] e derivavel em ]0, 1| tal que f(1) = 4. Prove que existe
c €0, 1] tal que f(c) + cf'(c) = 4.
Considere a fun¢ao f : R — R definida por f(z) = x? sin% sex#0e f(0)=0.

(a) Calcule f'(z) quando x # 0.

(b) Verifique que nao existem lirgl_ f(z)e 1i%1+ f ().

(c) Poder-se-a concluir da alinea anterior que nao existe f'(0)? Verifique, usando a definigao,
se f é derivavel em O.
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190. Seja f uma funcio definida em R tal que Vz,y € R |f(z) — f(y)| < (x — y)?. Mostre que f
¢é constante.

191. Seja f uma funcao derivavel em R.
(a) Mostre que, se f'(x) # 1 para todo o z € R, entdo existe no maximo um ponto fixo de

f (ou seja, existe no maximo um ¢ € R tal que f(c) = ¢).

*(b) Mostre que, se existir k < 1 tal que Vz € R |f’(z)| < k, entdo f possui um ponto fixo
¢, e qualquer sucessao definida por z,11 = f(x,) converge para c¢. (Sugestiao: rever o
problema 110(b)).

(c) Para f(z) =2+ verifique que |f’(z)| < 1 mas f ndo possui nenhum ponto fixo.

1
1+ e’

192. Indique, justificando, se as afirmagcoes seguintes sao verdadeiras ou falsas:

(a) Se I for um intervalo contendo 0 no seu interior, nao existe nenhuma fungao derivavel
f : I — R cuja derivada seja a funcao g : I — R, definida por

{ sin?z  sex #0,

9(w) = -5 se x = 0.

(b) Existe uma fungao f: R — R cuja derivada é a fungao h : R — R, com

r—4 sex <3,

h($):{3013 se x > 3.

(c) Se existirem as derivadas laterais de uma fungao f num ponto a do seu dominio, entao
f é continua em a.

(d) Existem uma funcao derivavel em [—1,1] e ¢ €] — 1, 1] tais que o declive da tangente
ao gréfico de f no ponto (c, f(c)) é igual a 3(f(1) — f(—1)).

(e) Se f: X — R for constante num subconjunto Y de X, entéo, em cada ponto de Y NY’,
a derivada de f existe e é zero.

(f) Se f: X — R for constante num aberto Y de X, entao, em cada ponto de Y, a derivada
de f existe e é zero.

(g) Uma fungao continua num ponto é derivivel nesse ponto.

(h) Sejam f e g duas fungdes derivaveis num ponto de acumulacao a do seu dominio. Se
f(a) = g(a), entdo f'(a) = g'(a).

(i) Se f,g: X — R forem duas funcoes derivdveis em todos os pontos do dominio e tais
que f'(z) = ¢'(x) para todo o z € X, entdo f = g.

(j) Se f,g: X — R forem duas fungoes derivaveis em todos os pontos do dominio e tais
que f'(z) = ¢'(x) para todo o z € X, entdao f — g : X — R é uma fungdo constante.

(k) Seja f: X — R uma funcao derivdvel em a € X N X’. Se f’(a) > 0, entao existe um
intervalo aberto I, contendo a, tal que f é crescente em X N 1.

(1) Seja f: X — R uma funcao derivével num ponto a € X N X’. Se f/(a) = 0, entdo nao
existe nenhum intervalo aberto I, contendo a, tal que f seja monétona em X N I.

(m) A equagao cosz = 2z tem uma tinica solucao em [0, 7.
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193. Considere as fungoes cujos griaficos estao esbocados em seguida. Com a excepcao da fungao
da alinea (1), todas as fungdes tém a sua derivada também representada. Identifique cada
uma das derivadas, justificando a sua resposta.

(a) <= (b) j ﬁ ()
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194.

195.

196.

197.

198.

199.

200.

*201.

202.

Diz-se que a fungdo F' : X — R é uma primitiva de f : X — R se, para todo o x € X,
Fl(z) = f(a).
Determine todas as primitivas das fungoes seguintes:
(a) fla)=1—a: (b) fla)=a®—4 (©)
(d)  f(z)=sinz; (e) f(x)=cosaz; (f)

Determine a equagao de uma curva que passe na origem cuja recta tangente no ponto (x,y)
tenha declive 2(z — 1).

f@) = —|;
f(x) = tanzx.

Confirme que a funcdo f : R — R, definida por f(z) = sin?

2sinx cosz. Da igualdade 2sin x cos z = sin 2z resulta que outra primitiva de g é dada por
h(z) =

h diferem por uma constante. Qual é essa constante?

x, é uma primitiva de g(x) =

1
——cos2z. Atendendo a um dos corolarios do Teorema de Lagrange, as fungoes f e

Calcule os limites das fungoes seguintes, nos pontos indicados:

2 .
x rsinx
li ; lim ———; li —;
(&) r—tooz + 10 (b) #2011 — cosa (c) z—too tan x’
x E\*
(d) lim(1+ 3z)2; (e) lim (cosz)z % (f) lim (1+°) ;
z—0 z—Z~ T——+00 X
1 1 1 1 sin’z
li EF h) 1 ; i) lim(— .
(g)  lim (h)  lim (= + o—); ) lm (g ——3)
Usando a Regra de Cauchy, prove que:
(0%
(a) lirJJrn I = +00, qualquer que seja o ntimero real positivo «;
z—+oo log
.%,TL
(b) xl{rfoo = 0, qualquer que seja o nimero natural n;
xO[
(¢) usando a alinea anterior, conclua que lim — =0, qualquer que seja o € R.

r—-+00 €

Verificando que nao se pode aplicar a Regra de Cauchy, calcule os seguintes limites:

202 +3x+4 X — CcoST 2% sin *
s L T T
. 2 . 1 _1
— T sin = @
G — () lim~ (f) lim
z—+o0o xr +sinx z—0 sInx z—0t X

1\»*
(a) Determine lim x,, onde (z,),en é a sucessao definida por x,, = (1 + —n) :
n—oo e

(b) Existe alguma fungao f : [1, +o0o[— R tal que exista lim f(n) nao existindo lirf fx)?
n—oo T—1T00

Mostre que, se f é derivavel em ]a, b[ e, para = €]a, b[, existir f’ (x) entao

o) = i LD 411 2210

, . .. . .. 7"
Poderd existir o limite anterior sem existir f (x)?

Seja f : R — R uma funcio trés vezes derivéavel tal que f”(x) +zf'(z) + 22 =1, f/(0) = 1,
f(0) = —1. Determine o polinémio de Taylor, de ordem trés, de f em 0.
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203.

204.

205.

206.

207.

208

209
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1
Determine o polinémio de Taylor de ordem 3 da fungao f(z) = x + — no ponto -1.
x

Seja f : R — R definida por f(z) = 2% — 1. Determine os seus polinémios de Taylor de
ordem 4 no ponto 0 e no ponto 1.

Determine o polinémio de Taylor de ordem n, no ponto zero, da funcao f, quando:
(a) flz)=a®—1 (b) flz)=e"; (¢) fl@)= 1z
(d)  f(x) = log(1 +); () flz)=525; ) f@) =7

Determine o polinémio de Taylor:

(a) de ordem 2n, quando f(z) = cosx, no ponto 0;

(b) de ordem 2n + 1, para f(x) = sinx, no ponto 0.

(a) Escreva a féormula de Taylor de ordem n no ponto 0, com resto de Lagrange, da fungao

log(1 + ).
2
(b) Mostre que = — % < log(1 + z) < z, para qualquer x €]0, +o0[.

. Considere a fungao f(z) = e” e o seu polinémio de Taylor p,(z) (ja calculado no Exercicio
205) e seja rp(z) = € — py(x).

(a) Mostre que

||
€ n+1
(@) < gl

(b) Use o polinémio de Taylor de ordem 4 para calcular um valor aproximado de e°-2.
(c) O valor de e pode ser calculado tomando z = 1 na férmula de Taylor da funcao f.
i. Usando o facto de e < 3, explique porque é que
3

lrn(1)] < CESE

ii. Qual o valor de n que garante que no valor estimado de e as trés primeiras casas
decimais estao correctas?

(d) Determine um valor aproximado de /e a menos de 1073,
. (a) No Exercicio 206 determinou-se o polinémio de Taylor de ordem n, no ponto 0, da

funcao sin. Escreva a férmula de Taylor de ordem n desta funcao, no ponto 0, e mostre
que

(b) Mostre que |sinz — z| < &|zf.
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*210. Seja f uma funcao duas vezes derivavel em I =]a,+oo[ tal que existem (e sdo reais)
Mo = sup /()] = sup{|f(z)]; = € I}, My = sup |f(x)| ¢ M = sup | f"(z).
xzel zel zel

Mostre que M? < 4MyMs. (Sugestdo: utilizar a férmula de Taylor com resto de Lagrange
tomando, se possivel, % = ,/%).

sin x

211. Serd que a funcao f :]5,m[— R definida por atinge um maximo ou um minimo local?

Justifique.

212. Determine, caso existam, os extremos locais das seguintes funcoes:

@ =% -5t Lrel23

@f@zé&wﬂmmb

— se x < 3,
(¢) flx)=¢ —2 se x = 3,
(r—2)2—-5 sex>3;

(d) f:R — R definida por f(a:):|$1| sex#0e f(0)=4.

213. Dé exemplos de funcoes polinomiais de grau 4 com dois pontos de inflexao ou sem pontos
de inflexao. Serd possivel encontrar alguma com exactamente um ponto de inflexao?

2 2
x
214. A equacao 2oz 1 representa uma hipérbole. Use derivagao implicita para provar que
a
b4
y" = —— e discuta a sua concavidade.
a’y

*215. O gréafico de x5+ y% = a3 (a > 0) é um hipocicléide com quatro cispides.

1 2
(a) Verifique que 3/ = — <g> Tey = as
3z

4
3

ol

)
(b) Esboce a curva.

216. Faca o estudo completo das seguintes funcgoes:

(a) f(x)=2°—-3z+2; (b)  f(z) = 2* — 822 + 16;
© f@) = @ fa =",
(e) flz)=+/lal; (f)  flz) = V4 —a%
229y e—% se —1<x<0,
@ =222 0 s@={0 " ser=o
Lz se x > 0;

—1 ogx se T xT
) S ={ ZAET T ) )=

sex < 1; T 219
217. Facga o estudo completo das seguintes fungoes trigonométricas:

(a) y=tanuz; (b) y=cotux; (¢) y=secu; (d) y=cscx.
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218.

219.

220.

221.

222.

223.

224

*225.

226

227
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CAPITULO IV: Célculo Diferencial

As funcoes f e g definidas por f(z) = sin(arcsinz) e g(x) = arcsin(sinz) sao diferentes.
Justifique esta afirmacao.

Considere a funcao arcsec, definida como a inversa da restricao da funcao sec ao conjunto

[0, 5[V, F.

I 1
(a) Mostre que (arcsec z)’ = v

(b) Faga o estudo completo da funcao.
Use derivagao para mostrar que:

3 X — .
(a) arcsin Tz = arctanz, para todo o z € R;
x

(b) arctan iz = arcsinz, para todooxz €] —1,1].

Use as definigoes de sinh e de cosh para provar as igualdades:

(a) sinh(u 4 v) = sinh u cosh v + cosh u sinh v;

(b) cosh(u + v) = coshu coshv + sinh usinh v.

Mostre que:
(a) (tanhz) = sech? a; (b) (cothz) = —csch? x;
(¢) (sech x) = —sech z tanh x; (d) (esch z)’ = —csch z coth z.

De Moivre provou que, para qualquer nimero natural n, se tem
(cost +isint)™ = cos(nt) + isin(nt).

(a) Use indugao matemadtica e as féormulas para sin(u + v) e cos(u + v) para provar esta
férmula.

(b) Prove que, para qualquer nimero natural n,

(cosht + sinht)™ = cosh(nt) + sinh(nt).

.’E3 :E2n—1
. Mostre que, paran € Ne x < 0, sinhx<x+§+...+

(2n — 1)

(a) Relacione a inversa da fungao tanh, habitualmente denotada por arg tanh, com a fungao
log.

(b) Calcule (argtanhz)’ e (argcothz)’.

. Gera-se um cilindro circular recto pela rotacao de um rectangulo de perimetro P em torno

de um dos seus lados. Quais as dimensoes do rectangulo que gerard um cilindro de volume
maximo?

. Encontre dois nimeros positivos cujo produto seja 100 e cuja soma seja minima.
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228.

229.

230.

231.

*232.

233.

234.

235

236.

. a+b . a-+zx
(a) Prove que, para a e b positivos, se tem —— > vV ab, estudando a funcao f(z) = .
2 vax
* , . L. ar+...+an
(b) Prove que, para nimeros reais aj, ag, . . . , a, positivos, se tem ————— > Vaq - - ay,
n
- a+...+ap—1+x -
estudando a fungao f(z) = ! n-l (sugestao: comegar com n = 3).
vaq - Gp_12
Mostre que, entre os rectangulos com base no eixo dos XX e dois vértices na curva de equagao

xT

a2 . L _ . . ~
y = e %, 0 que tem drea maxima tem esses vértices situados nos pontos de inflexdao da curva.

Uma lata cilindrica é feita para receber um litro de 6leo. Encontre as dimensoes que mini-
mizarao o custo do metal para produzir a lata.

Na producao de umas caixas, uma companhia de embalagens pinta a base, o topo e dois
lados de branco e os restantes dois lados de vermelho. Se a tinta vermelha custar 50%
mais do que a branca, quais as dimensoes da caixa com volume V' que tem menor custo de
pintura?

Qual a forma mais rapida para ir do ponto (0, 1) para o ponto (1, —1) se a velocidade acima
do eixo dos zx for 300 e abaixo do eixo dos xx for 2257

(Sugestao: para simplificar os célculos é conveniente, a partir de certa altura, considerar os
angulos que a trajectéria mais rapida faz com o eixo dos zx).

Numa sala de cinema com chao horizontal, a base do écran estd 2 metros mais alta que as

cabecas dos espectadores, sendo a altura do écran de 4 metros. Onde se deve sentar um

espectador que pretenda um angulo de visdo maximo?

(a) Mostre que, se y = ce’®, onde ¢ e k sdo constantes, entdo gy’ = ky, isto é, a funcio y
varia com uma razao proporcional a si prépria.

(b) Suponha agora que y = f(x) é uma funcao que varia proporcionalmente a si prépria,
isto é, ¥ = ky, onde k é constante.

—k

i. Verifique que, se g(z) = f(z)e™"*, entao ¢'(z) = 0.

ii. Conclua que f(x) = ce*® para alguma constante c.

O nimero de bactérias numa determinada cultura cresce de forma proporcional a populagao.
O ntmero inicial de bactérias é 20000, sendo 48000 ao fim de 3 horas.

) Encontre a fung@o que apresenta a populagao de bactérias como func¢ao do tempo.
) Qual é a populagao ao fim de 7 horas?
¢) Quanto tempo é necessario para a populagao atingir um milhao?
) Mostre que, se r é uma raiz real da equacdo ax? + bx + ¢ = 0, entdo a funcio y = €™
é solucao da equacao diferencial ay” + by’ + cy = 0.
(b) Use a alinea anterior para obter duas solucoes de cada uma das equagoes diferenciais:
iy’ —y=0; ii. vy — 3y +2y =0; iii. v —y' = 0.
(¢) Mostre que as fungoes y = e* e y = xe® sao ambas solugdes da equagao diferencial
y//_2y,+y20-
(d) Mostre que y = e*sinz e y = e®cosx sao ambas solugoes da equacao diferencial
y" — 2y +2y=0.

(e) Compare estes dois tltimos casos com os anteriores.
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