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CAPITULO IV: Diferenciabilidade
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Considere a fungao f : R — R definida por f(x) = |z|.

(a) Verifique que f’ toma valores positivos e negativos mas nunca se anula. Estard este
facto em contradicao com o Teorema de Darboux?

(b) Mostre que f(—1) = f(1) mas f’(c) # 0 para todo o ¢ no intervalo | — 1, 1[. Estara este
facto em contradicdo com o Teorema de Rolle?

Aplicando o Teorema de Rolle a fungao f(x) = (x — 1) tanz no intervalo [0, 1], mostre que
a equacao sin 2z = 2 — 2z tem pelo menos uma solucao entre 0 e 1.

a) bxplique porque € que a equacao x x — 1 = 0 nao pode ter mais do que uma ralz
Expli 5 a0 3 + 1 =0 na de t is d i
real.

(b) Use o Teorema de Rolle para provar que a equagio az® + 322 + vx + § = 0 ndo pode
ter mais do que uma solucéo real quando 3% < 3ary.

Suponha que f : [a,b] — R é continua e que f’(x) existe e nao se anula em |a,b[. Se f(a) e
f(b) tém sinais opostos, prove que a equacao f(x) = 0 tem uma e uma sé solugdo em |a, b|.

Seja f : [a,b] — R uma fungao continua, derivavel em |a, b[ tal que f(a) = f(b) = 0. Mostre
que existe ¢ €]a, b tal que f'(c) = f(c). (Sugestao: Use a fungao g(z) = f(z)e™?.)
Seja f : [a,b] — R uma func@o continua em [a,b], duas vezes derivavel em |a,b] e que se

anula em trés pontos distintos de [a, b]. Mostre que existe ¢ €]a, b] tal que f”(c) = 0.

Mostre que a equacao ko + k12 + ... + kp_12" ' + k,2™ = 0 tem pelo menos uma solucao
kn—l + kn _
n n+1

k
real Sek0+—1+...+ 0.
( 2

Mostre que, ao aplicar o Teorema do Valor Médio de Lagrange & funcdo f(z) = az?+ Bz -+~
num intervalo [a, b] qualquer, o ponto x onde a tangente ao grafico é paralela a recta que
passa por (a, f(a)) e (b, f(b)) é o ponto médio do intervalo [a, b].

Seja f uma fungao continua em [0, 1] e derivdvel em |0, 1] tal que f(1) = 4. Prove que existe
c €]0,1[ tal que f(c) + cf'(c) = 4.

Considere a funcdo f : R — R definida por f(z) = 22sini se z # 0 e f(0) = 0.

T
(a) Calcule f'(z) quando = # 0.
(b) Verifique que nao existem lim f/'(z) e lim f'(z).

z—0~ z—0+t
(c) Poder-se-4 concluir da alinea anterior que nao existe f’(0)? Verifique, usando a de-
finigdo, se f é derivavel em 0.

Seja f uma funcdo definida em R tal que Va,y € R |f(z) — f(y)| < (x — y)%. Mostre que f
é constante.
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158. Seja f uma funcao derivavel em R.

(a)

*(b)

()

Mostre que, se f'(z) # 1 para todo o x € R, entao existe no maximo um ponto fixo de
f (ou seja, existe no méximo um ¢ € R tal que f(c) = ¢).

Mostre que, se existir & < 1 tal que Vo € R |f/(z)| < k, entdo f possui um ponto fixo

¢, e qualquer sucessao definida por z,4+1 = f(x,) converge para c.

1
Para f(z) =z + T5 e verifique que |f’(x)| < 1 mas f ndo possui nenhum ponto fixo.
e

159. Indique, justificando, se as afirmagoes seguintes sdo verdadeiras ou falsas:

(a)

M
(m)

Se I for um intervalo contendo 0 no seu interior, ndo existe nenhuma funcao derivavel
f: I — R cuja derivada seja a funcao g : I — R, definida por

sinz  se x # 0,
g(w)—{ =5 se x = 0.

Existe uma funcao f : R — R cuja derivada é a funcao h: R — R, com

h(z) = L se x> 3.

{x—4 se x <3,
z—3

Se existirem as derivadas laterais de uma funcao f num ponto a do seu dominio, entao
f é continua em a.

Existem uma func@o derivavel em [—1,1] e ¢ €] — 1, 1] tais que o declive da tangente
ao gréfico de f no ponto (c, f(c)) é igual a (f(1) — f(—1)).

Se f : X — R for constante num subconjunto Y de X, entdo, em cada ponto de Y NY”,
a derivada de f existe e é zero.

Se f : X — R for constante num aberto Y de X, entao, em cada ponto de Y, a derivada
de f existe e é zero.

Uma funcao continua num ponto é derivavel nesse ponto.

Sejam f e g duas funcoes derivaveis num ponto de acumulacao a do seu dominio. Se
f(a) = g(a), entdo f'(a) = ¢'(a).

Se f,g: X — R forem duas fungoes derivaveis em todos os pontos do dominio e tais
que f'(x) = ¢'(z) para todo o € X, entao f = g.

Se f,g: X — R forem duas funcoes derivaveis em todos os pontos do dominio e tais
que f'(x) = ¢'(z) para todo o z € X, entao f — g : X — R é uma fungao constante.

Seja f: X — R uma fungao deriviavel em a € X N X'. Se f/(a) > 0, entdo existe um
intervalo aberto I, contendo a, tal que f é crescente em X N 1.

Seja f : X — R uma fun¢ao derivavel num ponto a € X N X'. Se f'(a) = 0, entdo nao
existe nenhum intervalo aberto I, contendo a, tal que f seja mondtona em X N I.

A equagao cosz = 2x tem uma tnica solucao em [0, F].
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