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CAPITULO IV: Diferenciabilidade
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175. (a) Mostre que, se y = ce™, onde ¢ e k sdo constantes, entao 3y’ = ky, isto é, a fungio y

varia com uma razao proporcional a si prépria.
(b) Suponha agora que y = f(z) é uma fungdo que varia proporcionalmente a si prépria,
isto é, y' = ky, onde k é constante.
i. Verifique que, se g(z) = f(x)e %, entdo ¢'(x) = 0.

ii. Conclua que f(z) = ce** para alguma constante c.

176. Dé exemplos de fungdes polinomiais de grau 4 com dois pontos de inflexdao ou sem pontos
de inflex@o. Sera possivel encontrar alguma com exactamente um ponto de inflexao?
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177. A equacéo 'Z—Z — —5 = 1 representa uma hipérbole. Use derivagao implicita para provar que
a
b4
y" = —— e discuta a sua concavidade.
avy

178. Faca o estudo completo das seguintes fungoes:

(a) f(x) =233z +2; (b)  f(z) = 2* — 822 + 16;
© @)= @ fa="0,
© @)= i O @)= VI-a*
2_ o 6*% se —1<ax<0,
@ =" M fw=40 " ser=o
Lz se x > 0;

_ 2—ilogx se x > 1, . 4x
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179. Determine o polinémio de Taylor de ordem 3 da fungao f(x) = 2 + — no ponto -1.
x

180. Seja f : R — R definida por f(x) = 2% — 1. Determine os seus polinémios de Taylor de
ordem 4 no ponto 0 e no ponto 1.

181. Determine o polinémio de Taylor de ordem n, no ponto zero, da fun¢ao f, quando:
(a) flo)=2°-1 (b) f(z)=e"; (© fl@)=11z
(d) f(z) =log(l+z); (e) flx)=o2%; () f(2) = 7=

182. Determine o polinémio de Taylor:

(a) de ordem 2n, quando f(z) = cosx, no ponto 0;

(b) de ordem 2n + 1, para f(x) = sinz, no ponto 0.

183. (a) Escreva a férmula de Taylor de ordem n no ponto 0, com resto de Lagrange, da fungao
log(1 + z).
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(b) Mostre que = — % < log(1l + x) < x, para qualquer z €]0, 4o00].

184. Considere a funcao f(z) = e* e o seu polinémio de Taylor p,(z) (ja calculado no Exercicio
7?) e seja rp(x) = e* — py(x).
(a) Mostre que
ell

(n — 1)! |$|n+1.
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(b) Use o polinémio de Taylor de ordem 4 para calcular um valor aproximado de €%2.
(¢) O valor de e pode ser calculado tomando z = 1 na férmula de Taylor da fungao f.
i. Usando o facto de e < 3, explique porque é que
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Irn(1)] < m

ii. Qual o valor de n que garante que no valor estimado de e as trés primeiras casas
decimais estdo correctas?

(d) Determine um valor aproximado de y/e a menos de 1073,
185. (a) No Exercicio ?? determinou-se o polinémio de Taylor de ordem n, no ponto 0, da

fungao sin. Escreva a férmula de Taylor de ordem n desta fungao, no ponto 0, e mostre

que

|x|n+1

< — .
(Ol < Gy

(b) Mostre que [sinz — z| < §|z[.
186. Faga o estudo completo das seguintes fungdes trigonométricas:

(a) y=tanuz; (b) y=cotua; (¢) y=secu; (d) y=cscuz.

187. As fungoes f e g definidas por f(z) = sin(arcsinz) e g(z) = arcsin(sinx) sdo diferentes.
Justifique esta afirmacao.

188. Use derivagao para mostrar que:

(a) arcsin ﬁ = arctan x, para todo o x € R;
(b) arctan ﬁ = arcsinz, para todo o z €| —1,1].

189. Use as defini¢des de sinh e de cosh para provar as igualdades:

(a) sinh(u + v) = sinh w cosh v 4 cosh u sinh v;

(b) cosh(u 4+ v) = cosh u cosh v 4 sinh usinh v.

190. Mostre que:

(a) (tanhz)’ = sech? z; (b) (cothz) = —csch? a;
(¢) (sech z)’ = —sech z tanh z; (d) (esch z)’ = —csch z coth .
.’1?3 x2n71
191. Mostre que, paran € Nex <0, sinhz <z + —+ ...+ ———.
3! (2n — 1)!
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