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Principio da inclusdo-exclusao

Recorde o exercicio 37.

> Quantos niimeros existem com quatro algarismos pertencentes ao
conjunto {1,2,...,9} e que contém o algarismo 5?7
Respondemos anteriormente a esta pergunta usando o
principio da soma o qual exige que decomponhamos o
conjunto dos objectos que queremos enumerar em
subconjuntos dois a dois disjuntos.

9°+897+8°9+8
Em alternativa podemos responder & seguinte pergunta

que € mais simples.

» Quantos nimeros existem com quatro algarismos pertencentes ao
conjunto {1,2,...,9} sem o algarismo 5 ?



Principio da inclusdo-exclusao

» Quantos ndmeros existem com quatro algarismos pertencentes ao
conjunto {1,2,...,9} sem o algarismo 5 7

X: conjunto de todos os nimeros com quatro algarismos
pertencentes ao conjunto {1,2,...,9}.

A: conjunto de todos os nlimeros com quatro algarismos
pertencentes ao conjunto {1,2,...,9} sem o algarismo 5= conjunto
de todos os niimeros com quatro algarismos pertencentes ao
conjunto {1,2,...,9}\ {5}.

X\ A: conjunto de todos os niimeros com quatro algarismos
pertencentes ao conjunto {1,2,...,9} e que contém o algarismo 5.

IX\ Al =|X|—|A=9"—8"=0%+89%+8%9+8



Principio da inclusdo-exclusao

» Sejam Aj, Az, ..., A, subconjuntos de um conjunto X. Entdo o
nimero de elementos no universo X que n3o estdo em nenhum dos
suconjuntos Az, Ao, ..., Ap, é

IX\UAI—IXI ZIAH > JANnAl-
1<i<j<n
= > JANADA [+ (=DE DT AN DA
1<i<j<i<n 1<i<--<ix<n

+H(=1)"A1 N NA,

» O ndmero de elementos em um ou mais dos conjuntos A,

Ao, A, é
UAI=D A Y A0ALE Y ADANAL-— -+
i=1 i=1 1<i<j<n 1<i<j<I<n

HEDE YT AN DA+ (CD) AN N A,

1<ih<--<ix<n



Contar fungdes sobrejectivas entre conjuntos finitos: uma férmula

» Quantas funcées sobrejectivas existem de um conjunto R com r
elementos para um conjunto N com n elementos?

Ja respondemos a esta pergunta usando os nimeros de
Stirling de segunda espécie:
# particGes ordenadas de R em n partes ndo vazias = n!5, ,.

Seja N ={1,...,n}. Queremos enumerar o conjunto
{f:R=>N;1,....,nef(R)}={f:R—=N; N=f(R)}.
» Quantas fungcées hd de R para N cuja imagem contém todos os
elementos de N7

» Quantas fungbes ha de R para N cuja imagem ndo contém todos os
elementos de N?

A={fR=N;i¢f(R)}={f:R—=>N\{i}} i=1,...,n
X={f:R—= N}, |X|=n"

X\OA,:{f:R—>N;1,...,nef(R)}:{f:R—>N; N = f(R)}



Contar fungdes sobrejectivas entre conjuntos finitos: uma férmula

XAl =X = JAl == 1A+
i=1 k=1

i=1

Al = {f : R = N\{i}}[ = (n = 1)

n

> Al =n(n—1)

k=1

A OVA]l = [{f - R = N\ {i,j}}[ = (n-2)

> 104l (3)0-2r

{i}Cln]

|A,-lﬂ--~ﬂA,-k|:|{f:R—)N\{il,...,ik}}|:(n—k)r

S AN NAl = (:)(n—k)’.

{il,...,ik}g[n]



Contar fungdes sobrejectivas entre conjuntos finitos: uma férmula
n n
X\ JAl =X - Al =
i=1 i=1

—n'—n(n—l)f+<g>(n_2)r_(g)(n_3),+_“
+(=1)* (k>( — k) +< >(n—n)f.
:<g>nr_<ll7> "_1)+<g> ()(n—3)’+...
+(- 1)()( k) 4 +<)(,,_n),

#funcdes sobrejectivas de R para N = |X\U Al = ZO(—I)" (Z) (n—k) =

transformacg3do de indices k — n — k

S (g



Uma férmula para os nimeros de Stirling de segunda espécie




Principio da inclusdo-exclusido

» Quantas palavras hd de 10 letras que contém todas as cinco vogais?

» Quantas palavras ha de 10 letras que n3o contém todas as cinco
vogais? (Use o alfabeto com 26 letras.)
> S, = {palavras de 10 letras sem a vogal a}
Se = {palavras de 10 letras sem a vogal e}
S; = {palavras de 10 letras sem a vogal i}
So = {palavras de 10 letras sem a vogal o}
Su = {palavras de 10 letras sem a vogal u}

> 152U Se USiUSo U Syl = (ISa] 4 [Sel + Si] + [Sol 4 [Sul)

- > Sr N 5

{fj}C{aeisou}

+ > 1S¢ N S; N Syl
{f.j,k}C{a,e,i,o,u}
- > 1S, NS NSNS

{f.j.k,1}C{a,e,i,o,u}
+S.NS.NS NS, NS,



Principio da inclusdo-exclusao

5
- Y sl (3) e

{f}C{a,e,i,o,u}

Z |SrN S| = (2) 2410

{fj}c{aeiou}

Y snSsns= @ 2310

{fi.k}C{ase,isou}

> 1SsNS; NSNS = (2).2210

{f.j.k,1}C{a,e,i,o,u}
5
1S2NS.NS NS, NS, = <5> 2110

Ndmero de palavras com dez letras, num alfabeto com 26 letras, que n3o

contém uma ou mais vogais: |Sa US.uUS;uS,u Su‘ =

5 5 5 5 5
= 2510 _ 2410 2310 _ 2010 2110 =

$(—1)k <i) (26 — K)™°.

5
k=1
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