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SOLUCOES Frequéncia 21/12/2012

1. (a) (3) + (4) = {0,3} + {0, 2,4} = {0,2,4,3,5,1} = Z.
(b) (3)y®d(4) ={0,3}®{0,2,4} = {0,3}x{0,2,4} = {(0,0), (0,2),(0,4), (3,0),(3,2),(3,4)}.
Resolugao alternativa: Como (3) N (4) = {0}, entao (3) & (4) ~ (3) + (4) = Z.

(c) Usando o algoritmo de Euclides, 3+i=2x1+4+(1+1i)e2=(14+1)(1—17)+0,

pelo que mdc(2,3 4 i) é o conjunto dos associados de 1 + 4, isto ¢,
mde(2,34+i){1+¢,—1—4,—1+4,1—1i}.

Resolucao alternativa: Basta observar que as factorizagoes em irredutiveis de 2
ed3+isao2=(14+)1—-i)e3+i=(14+10)(2—1).

(d) Basta olhar para a2 + 2%y + 2y? + y em K[y][z] e observar que y é um elemento
irredutivel de K[y| que estd nas condigoes do critério de Eisenstein (Prop. 3.9,

Cap. 1): y divide y e y?> mas y{1ey?fy.
(e) Temos
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Esta ultima é a decomposicao em factores ciclicos primarios. Os respectivos
divisores elementares sio entdo as poténcias primas 225,23 5,22, 3%, Conse-

quentemente, os factores invariantes sao

22 x 30 x 50 = 4
22 x 30 x 5 = 20
22 x 33 x 5 = 1080

e a decomposicao em factores ciclicos invariantes é Zy @ Zog & Z1030-

2. (a) A unicidade de f é evidente, uma vez que a comutatividade do diagrama obriga

a que, para cada v+ Ny € My /Ny,

fo+N1) = f(m(v)) = m(f(v) = f(v) + No. (%)

Bastard agora verificar que esta condicao define de facto um homomorfismo de

A-mdédulos, o que é simples:

e Uma vez que f é um homomorfismo e f(N;) C No, entdo v+N; = w+N; &
v—w€ N = f(v) — f(w) = flv—w) € N2 & f(v) +No= f(w) + N2 (0

que assegura que (x) define uma aplicagao em Mj/Ny).



(b)

3. (a)

(b)

o [((v+N)+(w+N1)) = flvtw+N) = f(o+w)+ Nz = f(v)+ f(w)+ Ny =
(f(v) + Na) + (f(w) + No) = f(v+ N1) + f(w + Ny).
o Tlo(w+ M) = Flav+ N1) = flav) + No = af(v) + Np = a(f (o) + Ny) =
af(v+ Ny).

=: Suponhamos que f é bijectiva. Entao:

e Sev € f71(Ny) entdo f(v) € Na, logo f(v) 4+ Nay = 0, isto é, f(v+ Ny) = 0.
Como f é injectiva, entdo v + Nj = 0, isto é, v € Nj.

e Seja w € My. Entdo w + No € My/Ns e, pela sobrejectividade de f, existe
v € M tal que f(v+ Ni) = w+ Na. Mas entao f(v) + No = w + Na, ou
seja, w — f(v) € Na. Portanto, w = f(v) + (w — f(v)) € Im(f) + No.

<=

e f ¢ injectiva: Se f(v+ N1) = f(w + Ni) entdo f(v) — f(w) € Na, isto &,
f(v —w) € Ny. Portanto, v — w € f~1(NN3) C N1. Logo v + N1 = w + Nj.

e f ésobrejectiva: consideremos um elemento w+ Ny de My /N;. Por hipétese,

existem v € My e w' € Ny tais que w = f(v) +w'. Mas entdao w + Ny =
f(v) 4+ Ny = f(v+ No).

Como vimos, qualquer anel comutativo com identidade A é um A-médulo (onde
as duas operagoes de moédulo sdo dadas pelas duas operagoes do anel). Os
submoédulos do A-mdédulo A sdo os ideais de A: S € A é um submoédulo de A
seesdseS #(eays; +agsy €S para quaisquer aj,as € A e S1,50 € S. Isto
significa que S é um subgrupo de (4, +) tal que as € S para quaisquer a € A
e s € 5, ou seja, que S é um ideal do anel A. Portanto, os submddulos do
A-mddulo A sao precisamente os ideais do anel A.

No caso A = Q, como se trata de um corpo, os Unicos ideais de Q sao os triviais:
{0} e Q (de facto, se ¢ # 0 € S entdo 1 = ¢~ 'q € S; daf decorre imediatamente

que S = Q). Logo, estes sdo os tnicos submdédulos.

E 6bvio que {1} é uma base de Q (como Q-médulo). Como Q é um corpo, possui

a propriedade da invariancia dimensional, pelo que dim Q = 1.

Suponhamos que
al ag ag

a, E, ey a
era um conjunto de geradores do Z-mdédulo Q (ou seja, do grupo abeliano (Q, +)).
Estes elementos s6 conseguem gerar racionais da forma

(nlvnQ,' c Mg € Z)a

ag
b1

b2 by,

ou seja,

niaibs ...bg + noasbibs ... by + -+ + nrapbi ... bp_1
biby - b '

Assim, qualquer racional que nao seja da forma

z

bibs ... by



nao seria gerado, como por exemplo o racional

_
2b1by .. by

(d) Seja I um ideal de D. Por hipétese (e pela alinea (a)), I é um D-mdédulo livre, ou
seja, tem uma base B. Mas qualquer base de I s6 pode conter um elemento pois
quaisquer dois elementos a,b € I sdo linearmente dependentes: (—b)a + ab = 0.

Assim, B é um conjunto singular, o que mostra que I é principal.

4. (a) E facil verificar que 8 ¢ um anel comutativo com identidade!... A sequéncia

(1,0,0,...) é a identidade.

(b) Seja (an)nen, € 8. Suponhamos que (a, )N, ¢ uma unidade de 8. Portanto, existe
uma sequéncia (b, ), tal que (ay)(by) = 1. Entao agby = 1 e, consequentemente,
ag ¢ uma unidade de A.

Reciprocamente, suponhamos que ag € A* e consideremos a sequéncia (by)n,

definida por
by = aal, b1 = —aal(alaal) s e, b= —aal(albk_l + -+ agby), k> 2.
E claro que

aobo = 1,

apb1 + a1bg = ao(—aal(alaal)) + alaal =0,

agbo + ag_1b1 + -+ + aoby, = arbo + ag_1b1 + - - + ag(—agy (arbg_1 + - - - + arbo)) =0,

pelo que (ay)(by) = 1.

(c) Suponhamos que A é um corpo. Seja I um ideal de 8. Se I = {0}, entao I é
principal. Suponhamos entao que I # {0} e definamos a ordem de uma sequéncia
(ayn) nao nula de 8§ como sendo o primeiro inteiro nao negativo n tal que a,, # 0
(portanto, a,, # 0 e a; = 0 para qualquer i < n). Claro que existe uma sequéncia
(an) em I cuja ordem, digamos k, é < que a ordem de qualquer (b,) em I. Seja
(cn) a sequéncia definida por ¢; = agy; para cada i > 0. Uma vez que A é um

corpo, podemos concluir pela alinea anterior que existe (c,)~! e
(Cn)_l(an) = (dn) € I.

Além disso, di = 1 e d; = 0 para i # k. Provemos que I = ((dy,)):
A inclusao ((dy)) C I é evidente. Consideremos (b,) € I, de ordem m. Entao

m > k. Seja (r,) o elemento de 8 definido por
Tm—k+i = Om+i parat >0 e b; =0parat<m—k.

E facil verificar que (by) = (1) (dn) € ((dy)).




