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1. (al) Como 1 é um inteiro livre de quadrados (ver Exercicios I.1.7 e 1.6), se 1 +1i =
(a+1ib)(c+1id) entao N(1+i) = N(a+ib)N(c+id), isto é, 2 = N(a+ib)N(c+id).
Como 2 é primo em Z, entao N(a + ib) = 1 (ou seja, a + ib é uma unidade) ou
N(c+id) =1 (ou seja, ¢ + id é uma unidade).

(a2) Claro que 2 é irredutivel em Z porque é primo. Mas em Z[i], 2 = (1+4)(1—1),

logo é redutivel em Z][i].

(b1) Do Exercicio 1 sabemos ja que 2 = (1 +)(1 — i) é a factorizac¢@o (tnica) de
2 em irredutiveis (primos). Como 3+ = (1+14)(2—1) é a factorizagdo de 3+ em
primos (de facto, 2 —i também é irredutivel pois N(2+4) = 5 é um inteiro primo),
entao 1 +1i € mde(2,3 +14). Logo, mde(2,3 +1i) ={1+4,—1—i,—1+4,1—3}.

(b2) Como em qualquer DIP (a) + (b) = (mdc(a,b)), entdao (2) + (3 + 1) =
(mde(2,3+41)) = (1+1i) = {(a+ib)(1+4) | a,b € Z} = {(a—b)+i(a+Db) | a,b € Z}.

(b3) Como em qualquer DIP (a) N (b) = (mmc(a,bd)), entdo (2) N (3 + i) =
(mme(2, 3+1)) = ((1+1)(1—14)(2—1)) = (4—2i) = {(4a+2b)+i(—2a+4b) | a,b € Z}.

2. Seja pips - - - pn a factorizacdo de a em primos. Para cada i = 1,2,...,n, p; | be
logo p; | b ou p; | c. Mas como a e b sdo primos entre si e p; | a (para qualquer i),
se p; dividisse b para algum ¢ terfamos p; | 1, isto é, p; € D*, um absurdo. Logo

nenhum p; divide b pelo que p; | ¢ parai =1,2,...,n e portanto a | c.

3. (a) p(z) é um polinémio primitivo se gr(p(x)) > 1 e os tnicos divisores de p(x) de

grau zero forem unidades.

(b1) Seja d € D um divisor de ¢(x) de grau zero. Como d | p(x) entao d é uma

unidade.

(b2) Seja p(z) um polinémio primitivo de D[z]. Faremos a demonstragao por
indugao sobre o grau n > 1 de p(z):
Se n = 1 entao p(x) ndo admite factoriza¢oes préprias e, sendo primitivo, é irre-

dutivel e estd provado.

Tomemos p(z) de grau n e suponhamos, como hipétese de indugao, que o resultado
é vélido para todos os polinémios de grau < n. Se p(x) admitir uma factorizacao
prépria entao p(z) = gq(x)r(x) com gr(q(z)),gr(r(z)) < n e, pela hipétese de
indugdo, ambos sao factorizaveis em polinémios irredutiveis, o que nos da uma
factorizac@o de p(x) em irredutiveis. No caso em que p(z) nao admite factorizagoes

préprias, como é primitivo, entao é irredutivel e estd provado.




