Capitulo 2

Anéis de polinémios a varias

indeterminadas

Todos os resultados, e respectivas demonstragoes, deste capitulo sdo transcritos do

livro

PoLiNOMIOS, Textos de Matemaética, Vol. 20, Universidade de Lisboa, 2010

da autoria de Pedro Jorge Freitas.

1. Polinomios a varias indeterminadas

Seja A um anel. Como sabemos, o anel A[z] dos polindmios a uma indetermi-

nada x € o conjunto das sucessoes

p:(vapl)"')pnaovov"‘)v pleA

ou, equivalentemente, das somas formais
n
P=po+pz+pea’ 4+ paa” =Y pia,
i=0

munido das operagoes de soma e produto de convolugao definidas por

(3
(P+q@i=pita e (p*Q)i:ijQifj-

§=0
Agora, o anel A[xy, ..., z,] dos polindmios an indeterminadas 1, . . . , x,, define-
se simplesmente por iteragao: A[z1,...,xn|: = Alx1, ..., Tp_1][Tn].
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Esta definigdo corresponde a ideia que uma soma de mondémios a n indetermi-
nadas se deve escrever como um polinémio na tdltima, pondo-a em evidéncia em
cada monémio. Por exemplo, o polinémio 2z2y3 + 23y + 2y3 + 5z + 2y € R[z, y]

pode escrever-se como um polinémio em y com coeficientes em R[z]:

(22% + 2)y* + (2% + 2)y + 5.

Proposicao 1.1. Seja p € Alxy,...,x,]. Entdo existem um natural m e coefi-
cientes a;y_4, (0 <i1,...,i, < m) tais que
m
P= Y @i, Ty
i150enyin=0

Além disso, os coeficientes a;, . ;, nesta representa¢do canonica sao Unicos.

n

Demonstracao. Demonstremos o resultado por indugao sobre n.

Se n = 1, o resultado é valido (como sabemos do estudo do anel Ax]). Su-
ponhamos ent@o o resultado vélido para n — 1 e consideremos p € Alx1,...,zy).
Como, por definicao, Alx1,...,x,] = Alx1,...,Tp-1][zs] entdo, usando o caso
n = 1, podemos assumir que existem polinémios p1,...,pp € A[z1,...,T,—1] tais

que
k
P= i),
=0

Agora, pela hipétese de inducao, para cada p; existem coeficientes a;;.. 4, ,,j, com
0 <i1,...,0p—1 < tais que
L
bj = Z iy .in—1,j xill v w;n—_ll
i1 yeesin—1=0
Seja m o maior dos inteiros I; (1 < j < n —1) e k. Introduzindo monémios com

coeficientes nulos se necessario, e chamando i,, ao indice j, obtemos

p= Z ( Z Qiy.oiip_yip T1 " x:zn—_ll>xzzn = Z iy iy T w;n’
in=0 1,..,in_1=0 150enyin=0
0 que prove a primeira parte do resultado.

Quanto a unicidade dos coeficientes, pode ser provada de modo similar, usando
inducao sobre n. Paran = 1, o resultado é consequéncia da definicao. Supondo que
o resultado vale para n — 1, consideremos duas possiveis representacoes candnicas
do mesmo polinémio p:

m

m
—_ . . il PR i —_— / il PO i
p= E : Qiy ..oy, LY mnn - E : Ay .. iy, L1 xnn'

i1 5eyin=0 i15eeyin=0
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Olhando cada membro como polinémio de A[z1, ..., xn_1][zn], temos

m m
. . . il - 7;n—l in
§ < § iy ..o —1in L1 xn—1>xn
in=0 %1,...,tp—1=0
m m
_ / i1 An-1),.n
= E < E Qi iy _vin, L1 ‘rnfl)xn .

in=0 ilr--vinfl:O

Entao, pelo caso n = 1, podemos concluir que

m m
L X 11 in—1 __ / i1 Gn—1
E iy .. ip_1n L1 Lp—1 = E Qi i —vin L1 Tp—1
ilv-nyin—l:D i1,...,in_1=0

para qualquer ¢, entre 1 e m. Finalmente, pela hipétese de inducao,

!
a‘ll-ulnflln - ai1...’in_1in

para quaisquer 1 <iy,...,%,—1 < m. -

Notacao. Em questoes tedricas é ttil simplificar a escrita usando expoentes e
indices maltiplos (permitindo recuperar a notagao usada nos polindmios a uma
indeterminada). Basta para cada n-iplo de inteiros nao negativos i = (i, ..., %)
abreviar z%' - - -z’ por T

Por exemplo, o polinémio 23wy — x179 + 411 € R[z1, 2] abrevia-se por

73D — g 4 4z(10),

Vamos também denotar A[xy,...,z,] simplesmente por A[Z] sempre que isso
nao cause confusao.

Note que se i e j forem dois expoentes miiltiplos, entdo 7'/ = 't/ (onde a
soma i + j é feita coordenada a coordenada), pela comutatividade do anel A[Z].
Isto permite recuperar o formalismo da soma e do produto de polinémios a uma

indeterminada:

Proposigao 1.2. Sejam p = Ziewg a; T eq= Zz‘elNg b; T em A[Z]. Entdo

pt+q= Z(az’-l-bz')fi e pg= Z ( Z aibj)fk.

iEND kENg itj=k

Demonstracdo. A primeira identidade é simples de verificar. Quanto & da

multiplicacao, é consequéncia da distributividade:

pq = (Z azf’)(z bjfj> = Y abTT = ) abT.

iEND JENG i,jEND i,jEN
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Agrupando as parcelas comuns onde ocorre Z*, obtemos
=k
pq = E (E aibj)m. .
kEND itj=k
Os polinémios da forma axi' -- -zl sdo chamados mondmios e os da forma

n

xp -+ xln mondmio primitivos. Diz-se que um monémio primitivo ocorre num

polinémio p se o seu coeficiente em p for diferente de zero.

Proposicao 1.3. Sejam A e B anéis, AC B, eby,...,b, € B. Existe um (unico)

homomorfismo de anéis @y, . p,: Alz1,...,25] = B que
e deiza fizos os elementos de A C Alxy,...,x,] €

e aplica x; em b;, para cada 1 < i <n.

Demonstragdo. A existéncia pode ser provada por inducdo sobre n. O caso
n = 1 é conhecido do ano passado. Supondo valido o resultado para n — 1,
existe um homomorfismo de anéis o: A[z1,...,2,—1] — B que fixa os elementos
de A e tal que o(x;) = b; parai = 1,2,...,n — 1. Mas (como vimos no ano
passado), para cada homomorfismo de anéis f: A — B, a aplicacdo f: A[z] —
Blz] definida por f(> " ga;z') = %, f(a;) 2’ é também um homomorfismo
de anéis. Aplicando este resultado a nossa situacao obtemos um homomorfismo

o: Alzy,...,xp—1][zy] = Blzy] dado pela correspondéncia
Po+p1n + - pmay’ > 0(po) + o (pr)an + - + o (pm)y

Por outro lado, pelo resultado a uma variavel, existe um homomorfismo 7: B[z,] —
B tal que 7(b) = b para qualquer b € B e 7(x,) = b,. Compondo 7 com & obte-
mos um homomorfismo nas condi¢oes do enunciado. De facto, para cada a € A,
7o(a) = 7(a) = a, 70(x;) = 7(0(x3)) = 7(b;j) = by parai = 1,...,n —1 e

70 (2n) = T(2n) = bp.

Quanto a unicidade, suponhamos que ¥ era outro homomorfismo nessas condicoes.

Entao

m m

dj( Z aih~~-vin$lll"'xizn>: Z iy, i P(TT )

i1,0rin=0 i1,0rin=0
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o que termina a demonstragao. ]

O homomorfismo ¢y, . p, ¢ o designado homomorfismo de substitui¢ao. Deno-
taremos a imagem ¢y, 1, (p) por p(b1,...,by).

A imagem de A[z1,...,x,] por @y, 3, € exactamente o subanel de B gerado
por AU {b1,...,b,}, que denotamos por Afby,...,b,]. Sendo A um dominio de
integridade, denotamos por A(by, ..., b,) o corpo das fracgoes de Alby, ..., by,] (que
podemos considerar contido em B, a menos de isomorfismo, se B for um corpo;

neste caso, A(by,...,by) é o menor subcorpo de B que contém AU {by,...,b,}).

Como os coeficientes dos polinémios a varias indeterminadas sao eles proprios
polinémios, entdo uma raiz de um elemento de Alx1,...,z,] = A[z1,.. ., 2h—1][x4]
¢ um polinémio nas indeterminadas x1,...,z,—1. Temos assim que usar outro

nome (“zero”) para os n-iplos que anulam o polinémio:

ZEROS de um polinémio

(b1,...,bp) € B™ é um zero de p € A[z] se ¢y, . p,(p) = 0, ou seja,
p(bl, .. .,bn) =0.

Dado p € A[Z], a fungao A™ — A definida por a — p(a) = pu(p) é chamada a

funcao polinomial associada a p.

Por exemplo, o polinémio = € R[z,y] tem infinitos zeros (todos os pares (0,b)
com b € R) mas como elemento de R[y][z] tem grau 1 logo ndo pode ter mais do
que uma raiz em R[y| (e como polinémio de grau zero em R[z][y] ndo pode ter

raizes em R[z]).

Proposicao 1.4. Seja D um dominio de integridade infinito, e sejam By, ..., B, C
D conguntos infinitos. Se p € Dl]xy,...,xy] € tal que p(by,...,b,) =0 para qual-
quer (by,...,by) € By X -+- X By, entdo p = 0.

Demonstragcao. Mais uma vez demonstramos o resultado por inducgao sobre n. O
caso n = 1 foi provado no ano passado (“um polindmio p(z) € D[z] de graun > 0
ndo pode ter mais do que n raizes em D”). Suponhamos entao o resultado valido

para n — 1, e seja
p= Z pi(x1,... oy 1) 2l € Dlxy, ..., 2]
1€Ng

Para cada 1 < i < n — 1 sejam b; € B; quaisquer e consideremos h(x,) =

p(b1,. .. bp_1,2n) € Dlxy,]. E claro que h se anula em B, C A, um conjunto
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infinito. Como num dominio infinito D dois polinémios em D[z]| diferentes de-
finem funcoes polinomiais diferentes, entdo h(z,) = 0 em Dlz,], o que quer
dizer que os seus coeficientes sao nulos, isto é, p;(b1,...,b,—1) = 0 para qual-
quer ¢ € Ng. Como os elementos b1, ...,b,_1 sdo arbitrarios, concluimos que os
polinémios p; € D[x1,...,x,—1] se anulam sempre que by € By,...,b,—1 € B,_1.
Por hipétese de indugdo, isso significa que sao nulos. Assim, p = 0 como pre-

tendiamos. -

Portanto, se p,q € Dlzy,...,z,] definem a mesma fungdo polinomial, entao
p = q. De facto, basta ver que p — ¢ se anula em D", com D infinito; dai decorre,

pelo resultado, que p — ¢ = 0, isto é, p = q.
2. Factorizacao de polinémios a varias indeterminadas

Proposigao 2.1. Se D é um dominio de integridade (resp. DFU) entdo D|x1, ..., xy]
é também um dominio de integridade (resp. DFU).

Demonstragao. Capitulo 1. ]

Assim, se D for um dominio de integridade, podemos formar o corpo das

fraccoes de A[zy,...,z,], que denotaremos por A(xy,...,Ty).

GRAU de um polinémio

(1) Seja z{! - - - zl» um mondémio de A[zq, ..., z,]. Chama-se grau deste monémio

a soma dos expoentes dos x;’s:
gr(zl' - ay) =11+ +in.

(2) Seja p € Alzi,...,z,] um polindmio nao nulo. Chama-se grau de p ao
maximo dos graus dos mondémios que ocorrem em p. Por convencao, diz-se que
o grau do polinémio nulo é —oco.

(3) Um polinémio diz-se homogéneo se todos os seus monémios tiverem o mesmo

grau.

Tal como nos polinémios a uma indeterminada, é verdade que

gr(pg) = gr(p) + gr(q)

quando os coeficientes pertencem a um dominio de integridade. No entanto, nao
podemos usar inducao para provar isso. Necessitaremos entdao do seguinte resul-

tado envolvendo polinémios homogéneos:
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Proposicao 2.2. Seja A um anel comutativo. FEntdo qualquer polindmio p €

Alzy,...,zy] se escreve, de modo inico, como soma de parcelas homogéneas.

Demonstragao. Para provar a existéncia, basta partir da representacao canénica
de p como soma de mondémios, e agrupar os mondémios do mesmo grau numa

mesma parcela: se p = ., a; T', entao
0

P = a,..0) T Z a; T + Z T+
Quanto & unicidade, consideremos p = po+p1 - - - +pm = py+py+- - - +p}, onde
pj e p;- sao homogéneos de grau j para cada j. Reagrupando as parcelas podemos

escrever
po—po =@+ +pk)— P+ +pm),

em que, sendo nao nulos, o polinémio da esquerda tem grau 0 e o da direita
tem grau > 1, um absurdo. Assim, tém de ser nulos, pelo que py = pj e p1 +
-4+ pm = py + - + p). Iterando o argumento para as parcelas de grau 1,
concluimos que também sao iguais e podemos corta-las. E assim sucessivamente,
chegaremos & conclusao que para j < min{m,k}, p; = p;». Suponhamos, sem
perda de generalidade, que k < m. Se k < m terfamos pgy1+ -+ pm =0, 0 que

¢ impossivel por p; ser homogéneo de grau j. Logo m = k. [

Teorema 2.3. Seja D um dominio de integridade. Entdo gr(pq) = gr(p) + gr(q)

para quaisquer polindmios p,q € D[z, ..., xy).

Demonstragdo. Se p =0 ou g =0 o resultado é 6bvio. Suponhamos entao p # 0,
qg # 0, gr(p) = n e gr(q) = m. Provaremos primeiro o caso em que p e g sao
homogéneos. E simples de verificar que o grau de qualquer monémio que ocorra
em pq ¢é igual a n + m, por causa da homogeneidade. Temos pois de garantir
apenas que, depois das simplificacoes, o produto pg nao é zero. Isso é garantido
pelo facto de D[z1,...,x,] ser um dominio de integridade.

No caso geral, decompomos p e ¢ em parcelas homogéneas (usando a proposicao
anterior) p = po+- - -+pn € ¢ = qo+- - ~+qm onde gr(p;) = i, gr(q;) = j € P, gm # 0.
Entao

m—1 n—1 n—1m-—1
pq:pnqm+pn( Qj> - (Zpi)qurZ > pigj,
i—0 i—0 i=0 j—=0

onde todos os polinémios que aparecem nos somatérios a direita tém grau menor
que pngm, pelo caso ji demonstrado. Logo gr(pg) = gr(pngm) = n + m, pelo

mesmo motivo. -
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A Proposicao 2.1, no caso dos DFU, diz-nos que faz sentido falar da decom-

posicao de um polinémio em factores irredutiveis.

[RECORDE que esses irredutiveis estao descritos no Teorema 3.3 do Capitulo 1.]

Exemplos. (1) E f4cil de ver, usando o Teorema 3.3 do Capitulo 1, que polinémios
como xy+ 1 ou x4 1 sdo irredutiveis em Z[z,y]. Por exemplo, o polinémio zy + 1,
considerado como elemento de Z[x][y], é primitivo pois os seus coeficientes, x e
1, sdo co-primos e nao tem factorizagbes préprias (por ter grau 1). Assim, pelo
Teorema 3.3, o polinémio é irredutivel em Z[z,y]. Quanto a z + 1 € Z[x][y], é
um elemento do anel de coeficientes Z[z], e é irredutivel por ser primitivo e néao
admitir factorizagoes préprias. Assim, sendo irredutivel em Z[z], é irredutivel em

Z[z]ly] = Z[z,y], pelo mesmo teorema.

(2) O polinémio xy? — z € Z[r,y] = Z[x][y] admite a factorizacio =(y> — 1).
No entanto, néo é prépria pois € Z[z] (que é o anel dos coeficientes). Uma
factorizagao prépria seria por exemplo (xy — x)(y + 1). A factorizagdo completa

em irredutiveis é x(y — 1)(y + 1).

(3) Vimos que se um polindmio a uma indeterminada tivesse uma raiz a entao
era divisivel por (x — a). Apliquemos este resultado ao polinémio y" — z" €
Zlz,y] = Z[z][y] (n > 1). Como polindmio em y tem apenas termo de grau n e
termo independente. Além disso, se substituirmos a indeterminada y por x (um
elemento do anel dos coeficientes), verificamos que x é raiz do polinémio. Assim,
o polinémio é divisivel por y — xz em Z[z,y|. Usando a regra de Ruffini para fazer

a divisao obtemos

(n) (n=1) (n=2) -~ (1) (0)

1 0 0 0 —x"
T T x2 n—1 Pk
‘ 1 T x2 n—1 0

Portanto
yn — "= (y _ m)(yn—l + myn—2 + m2yn—3 4t xn—2y + xn—l).

Logo, y™ — 2™ nunca é irredutivel para n > 1.

Proposicao 2.4. Sejam A um anel, o € S,, e k < n um inteiro. Entdo Alz1,...,xy]
€ isomorfo a AlTg(1), .-, T € igual a Alzy, ... zp)[Try1, ... T0]. Portanto,
A[(IZl, v ,Hﬁn] = A[ch(l), v ,l‘o.(k)”ajg(kJrl), ey xa(n)].
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Demonstragao. Consideremos o homomorfismo de substituigao
o Alry, . mn] = ATy, - Tom))

que aplica x; em z; (ndo se trata da aplicacao identidade pois cada indeterminada
x; desempenha um papel diferente no primeiro anel e no segundo). Este ho-
momorfismo tem como inverso o homomorfismo de substituicao 1 com a mesma
correspondéncia x; — x;, desta vez de A[T,(1), ..., Ty(m)] Para Alx1,... z0]. A
conclusao de que sao inversos um do outro segue do facto de que ¥y vai de
Alxy,...,zy,] para si préprio, aplica z; em z; e fixa A: como a identidade é
outro homomorfismo de substituicdo verificando as mesmas condigoes, tem de
ser o mesmo, pela unicidade. Assim, 1 = id. Analogamente, @) = id.

A segunda parte do resultado segue por indugdo: o caso n = 2 é evidente e

supondo o resultado valido para n — 1 temos

Alzy, .y xp][Xgs1, - xn) = (Alzr, - k) [Tk, - - - Tne1]) [20]

hip. ind.
P2 Alry, . we] [z = Alx, .. xy).

Este resultado diz-nos que podemos, a menos de isomorfismo, considerar quais-
quer indeterminadas como coeficientes, e quaisquer outras como indeterminadas

propriamente ditas.

Seja p € Alz1,...,2,]. Chama-se grau de p em z; ao grau de p considerado

como elemento de A[z1,...,%i—1,Tit1,. .., Tn)[Ti].

Apresentamos agora véarios exemplos que ilustram como se podem aplicar
os critérios de irredutibilidade estudados para provar que certos polinémios de
Alzy,...,xy,] sdo irredutiveis, ou para os factorizar. Note que as defini¢oes de
elemento irredutivel e elemento primo dependem apenas dos conceitos de factori-
zacdo e de unidade num anel, pelo que sdo conservadas por isomorfismo. Assim,
por exemplo, quando estamos a discutir a irredutibilidade ou primalidade de um
polinémio em Clz,y, z] podemos considera-lo como pertencendo a C[z, z|[y] ou a
C[z][z,y], por exemplo, conforme der mais jeito.

E preciso, porém, algum cuidado com o conceito de factorizacao prépria pois

esta depende do anel de coeficientes que estejamos a considerar.

Exemplo. O polinémio ™ +y+ 1 considerado em Z[y][z] verifica as condigoes do
critério de Eisenstein, com p = y + 1 (irredutivel em Z[y]). Portanto o polinémio
nao admite factorizacao prépria em Z[y|[x]. Como 1 é mdc dos seus coeficientes,

1 e y+ 1, o polinémio é irredutivel em Z[y|[x] = Z[z, y|.
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Proposigao 2.5. Sejam A e B dominios de integridade, f: A — B um homomor-
fismo e f: Alx] — Blz] a estensdo definida na demonstracdo da Proposi¢do 1.3.
Seja p(x) € Alz], p(x) # 0, tal que gr(f(p(x))) = gr(p(z)). Entdo, se f(p(x)) ndo
admitir uma factorizagdo propria em Blx], também p(x) nao admite factorizagoes

proprias em Alx].

Demonstragdo. Suponhamos, por absurdo, que p(x) tem uma factorizagao prépia
em Alz]:
p(z) = q(z)r(z), gr(q(z)), er(r(x)) < gr(p(x)).

Entdo f(p(x)) = f(a(@))f(r(z)), er(f(a(2))) < gr(a(@)), gr(f(r(x))) < gr(r(z)),
gr

mas como gr(f(p(x))) = gr(p(x)), temos de ter também igualdade nos graus dos
factores e portanto gr(f(q(x))),gr(f(r(z))) < gr(f(p(z))), o que contraria o facto

de f(p(x)) ndo admitir factorizacoes préprias em Blz]. "

Aplicando este resultado ao homomorfismo de substitui¢ao, obtemos imediata-

mente o seguinte corolario:

Corolério 2.6. [Critério de substituicao] Seja D um DFU e
p € D[z1,...,2n,y] = D[z1,...,2.][y].

Suponhamos que, para certos elementos ay,...,a, € D, o polindmio p(ay,...,an,Yy)
ten o mesmo grau em y que p, e nao tem factorizagoes proprias em Dly]. Entdo

p ndo tem factorizagoes proprias em Dz, ..., zy][y].
Exemplos. (1) O polinémio

2y — P v —1¢eZz,y,
escrito como elemento de Z[x][y] fica (22 —1)y?+z—1. Um mdc dos seus coeficientes

é x — 1, que pode ser posto em evidéncia, obtendo
(z—1D)((x+1)y* +1) = (v — 1)(zy? + 3> + 1).

O primeiro dos factores é claramente irredutivel por ser primitivo em Z[x] e sem
factorizagoes préprias (por ter grau 1). Assim, é irredutivel em Z[x] e, portanto,
irredutivel em Z[x|[y] = Z[z,y]. Quanto ao segundo factor, é primitivo em Z[z][y].
Fazendo a substituicdo = 2, obtemos o polinémio 3y? + 1, que nao admite
factorizagoes préprias em Z[y|: tem grau 2 e nao tem raizes em Q (logo é irredutivel
em Q[y]). Assim, o outro factor também é irredutivel em Z[z][y], e termindmos a

factorizagao.
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(2) Aplicamos agora o critério das raizes fracciondrias a um polinémio a duas

4 _ 2%, Se o encararmos como elemento

indeterminadas. Seja p = z%y* +y* — =z
de Z[y][x], isto é, —a* + y*2? — %z + y*, vemos que se existirem raizes de p em
Z[y] tém de dividir y* em Z[y]. Experimentando as diversas poténcias de y (e as
suas simétricas), vemos que y? é raiz e portanto o polinémio ¢ divisivel por z —y?.

Usando a regra de Ruffini encontramos

4

2yt +yt — a2t -y = (2 — ) (2% — P — ).

Sejam A C B anéis e b = (by,...,b,) uma familia de elementos de B. A
familia b diz-se algebricamente dependente sobre A se existir um polinémio
p € Alxy,...,x,] com p # 0 tal que p(by,...,b,) = 0; caso contrério, diz-se que

é algebricamente independente.

Exemplos. (1) E claro que as indeterminadas (z1,...,2,) sao independentes

sobre A (pela Proposicao 1.1).

(2) O facto de 7 ser transcendente sobre Q significa nesta nova linguagem que
7 ¢é algebricamente independente sobre Q. No entanto, (7, 72) é algebricamente

dependente, pois o par é zero do polinémio z? — .

Proposicao 2.7. Sejam A C B anéis e by,...,b, € B. Entdo (by,...,b,) €
uma familia algebricamente independente se e $6 se o homomorfismo de substi-

tuicao @y, .. p, for injectivo. Nesse caso, este homomorfismo é um isomorfismo de
Alzy,...,x,) em Afby, ... byl

Demonstragao. Se a familia é algebricamente independente e p € A[Z] for nao
nulo, isto quer dizer que ¢u(p) = p(b) # 0, o que é equivalente a afirmar que

N(pp) = {0}. A reciproca ¢é imediata também. "



48 CAPITULO 2. ANEIS DE POLINOMIOS A VARIAS INDETERMINADAS
Exercicios
2.1. Prove que, sendo A C B anéis e by,...,b, € B, entao Alby,...,b,| é o menor
subanel de B que contém A e os elementos by, ..., b, (isto é, é o subanel de
B gerado por AU {b1,...,by}).
2.2. Quais dos seguintes polinémios tém factorizagoes préprias em Z[z][y]? e em
Z[y[=]?
(@) 22 +ay+x+y. (b)) oy’ +22y+22+9y°+ 20y +a+y.
2.3. Sabendo que Z[z,y] é um DFU, determine o
mde (2%y? —zy?+222y—2y° —2wy+ 2 —dy—x—2, i’ + 2’ y+y> +F2ry+ai+y+x).
2.4. Determine a multiplicidade de a como raiz de p € A[x] nos seguintes casos:
(a) p=2a° —yz® —yPr +y°, a=y, A=Z[y.
(b) p=a?y® + 22> +y? + 22 +22+1,a=—1, A=Z[y|.
2.5. Seja D um dominio de integridade. Mostre que D[z, ..., z,]* = D*.
2.6. Seja D um DFU. Prove que se p € D é primo em D, entao p é primo em
Dizy,...,xy).
2.7. Factorize os seguintes polinémios num produto de irredutiveis em Z[z, y], R[x, y]
e Clz,yl.
(a) 22+ 9% (b) 3 — 233
2.8. Factorize ou prove que sao irredutiveis em Z[z, y]:
(a) zy® + 2z — 4y + 2.
(b) 2°y? + 2%y + 22y +y + 2.
(c) vy’ +2*y+ay+z+y+ 1.
2.9. Mostre que os seguintes polinémios sao irredutiveis em Clz,y, z|:
(a) 2?2 +y?>—1. (b) 22 — >+ 22
2.10. Seja C' um corpo e p(x,y) € C|x,y]. Prove que p tem um factor de grau 1

em C[x,y] se e s6 se

e existir ¢ € C[z] com gr(q) <1 e p(z,q(x)) =0 ou
e existir r € Cly| com gr(r) <1 e p(r(y),y) = 0.



