Capitulo 3

Mobdulos

Todos os resultados, e respectivas demonstracoes, deste capitulo sao transcritos dos

capitulos 6 e 8 do livro

INTRODUGAO A ALGEBRA, IST Press, Lisboa, 2004

da autoria de Rui Loja Fernandes e Manuel Ricou.
1. Mobdulos sobre anéis

O estudo de modulos sobre um anel chama-se ALGEBRA LINEAR, pois este é o

cenério natural para estudar os conceitos de independéncia linear, dimensao, etc.

Exemplos motivadores. (1) Seja (V,+,-) um espago vectorial sobre um corpo
K. Dados k € K e v € V, a multiplicagao escalar (k,v) — k- v é uma operagao

do corpo K no grupo abeliano (V,+) que satisfaz as seguintes propriedades:
(1) k(v 4+ v2) = kvy + kvg, k€ K, v1,v9 € V.
2) (k+lv=kv+liv, kilec K,veV.
(3) k(lv) = (kl)v, k,le K,veV.

(4) lv=v,veV.

(2) Seja (G, +) um grupo abeliano. Dados n € Z e g € G, a correspondéncia

g+g---+g sen >0
—_—
n Vezes
(n,g) = ng =
(—9)+(=9)--+(-g) sen<0

—n VEZES
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define uma operagao do anel Z no grupo abeliano (G, +) que satisfaz as seguintes

propriedades:
(1) n(g1 +g2) =ng1 +ng2, n € Z, g1,92 € G.
(2) (n+m)g=ng+mg,n,me”Z, geaqG.
(3) n(mg) = (nm)g,n,meZ, geG.
4) lg=g,9€G.

(3) Seja T: R?® — R?® a transformacdo linear cuja matriz relativamente a base

canonica e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0, 1) é a matriz

oS O N
S w O
w = O

Sejam ainda

T°=71, TF=ToTo---oT.
—_—
k vezes

Dados p(z) = apx™ + --- + a1z + ag € R[z] e v € R3, a correspondéncia
(p(x),v) = p(x) - v:i=a,T"(v) + -+ a1 T(v) + ap

define uma operacao do anel R[x] no grupo abeliano (R, +) que satisfaz as seguintes

propriedades:
(1) p(z) - (v1 +v2) = p(x) - v1 + p(z) - va, p(x) € R[z], v1,v9 € R3.
(2) (p(@) +q(2)) v =p(z) - v+q(z) v, p(x) € R[z], p(z), q(x) € R[z], v € R>.
(3) p(x) - (a(@) -v) = (p(x)gq(z)) - v, p(x), q() € Rlz], v € R’
(4) v =v, v € R3.

E claro que este exemplo pode ser estendido a uma transformacao linear T

arbitraria.

Em todos estes trés exemplos existe uma estrutura comum, a chamada estru-

tura de mddulo:
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MODULO SOBRE UM ANEL UNITARIO

Um mddulo M sobre um anel unitdrio A (abreviadamente, um A-mddulo) é um

grupo abeliano (M, +) em conjunto com uma operagao
Ax M — M, (a,v)— av
de um anel unitario A em M que satisfaz as seguintes propriedades:
(1) a(vy +v2) = avy + avy, a € A, v1,v9 € M.
(2) (a+bv=av+bv,abe A, ve M.
(3) a(bv) = (ab)v, a,be A, v e M.

(4) lv=wv,v e M.

Em rigor, os modulos acabados de definir sdo os chamados “A-modulos & es-
querda”’; de modo andlogo, podemos definir os “A-moédulos a direita”. Todos os
resultados deste capitulo sao verdadeiros mutatis mutandis para os modulos a
direita. Claro que se o anel A for comutativo, ndo faz sentido distinguir entre

moédulos & esquerda e & direita.

Notagao. Denotamos por 04 e 0ps os neutros de (A,+) e (M,+). Quanto ao
neutro multiplicativo de (A, -) usaremos a notagao 14. Como (M, +) é um grupo
abeliano, a notac¢do nv (n € Z, v € M) continua a fazer sentido; do mesmo modo,

podemos também falar no elemento na (n € Z, a € A).

Proposigao 1.1. Seja M um A-mddulo. Para quaisquer a € A, v € M en € Z

temos:
(1) CLOM = OM.
(2) 04v = 0py.

3) (—a)v = —(av) = a(-v).
(4) n(av) = a(nv) = (na)v.
Demonstracao. Exercicio. [

Um submddulo N de um A-moédulo (M, +) é um subconjunto de M no qual
as restricoes da operacao + em M e da operacao do anel A em M satisfazem a

defini¢do de A-modulo. Claramente,
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trata-se de um subgrupo de (M,+) que € fechado para a multiplica¢do

por elementos de A (isto €, sea € A ev € N, entdo av € N).

Exemplos. (1) Como vimos nos exemplos motivadores, um grupo abeliano G é um
Z-modulo (e inversamente, qualquer Z-modulo é um grupo abeliano), um espago
vectorial V' sobre um corpo K ¢ um K-médulo e R? ¢ um R[z]-médulo (mais
geralmente, qualquer espago vectorial V' sobre um corpo K é um K|[x]-mo6dulo).
No primeiro exemplo, os submédulos de G sao os subgrupos de GG, enquanto no
segundo, os submodulos coincidem com os subespacos lineares. E habitual chamar
espago vectorial a qualquer modulo sobre um anel de divisao D (um anel diz-se
de divisdo se for um anel unitario onde todo o elemento nao nulo é uma unidade;
portanto, um corpo é um anel de divisdo comutativo). No terceiro exemplo, os

submoédulos sdo os subespagos de V' invariantes pela transformagao T'.

(2) Todo o ideal (a esquerda) I de um anel A é um A-moédulo para a operagao
A x I — I dada pela multiplicacdo em A: se a € A e b € I entdao ab € I. De igual
forma, A/I é um A-modulo, poissea € Aeb+1¢€ A/l entdo a(b+ 1) =ab+ 1.

(3) Para todo o subanel B de um anel A, A é um B-moédulo. Em particular, os

anéis A[x1,...,x,] sAo A-modulos.

(4) Seja G um grupo abeliano, e End(G) o anel dos endomorfismos de G. Entao
G é um End(G)-modulo com a multiplicagao ¢g := ¢(g) (¢ € End(G), g € G).

(5) Seja ¢: A — B um homomorfismo de anéis. Se M é um B-modulo entao
também é um A-moédulo: a adicdo é a mesma e a multiplicagdo é definida por
av := ¢(a)v (a € A, v € M). Chama-se a este A-modulo o levantamento de M
por ¢, que se denota por ¢*M.

HOMOMORFISMO DE A-MODULOS

Um homomorfismo de A-mddulos ¢: My — My é uma aplicagdo entre A-

modulos que satisfaz:

(1) ¢(vr +v2) = o(v1) + ¢(v2), v1,v2 € M.

(2) ¢(av) =ap(v),a € A, ve M.

Os homomorfismos de A-moédulos também sdo por vezes designados de aplica-
coes A-lineares ou simplesmente transformacaoes lineares.

Note que os homomorfismos de Z-modulos sdo os homomorfismos de grupos
abelianos enquanto os homomorfismos ¢: V4 — V5 entre espagos vectoriais (K-

modulos) sdo precisamente as transformagoes lineares usuais.
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Se ¢: My — Ms é um homomorfismo, o seu nticleo N(¢) e a sua imagem I'm(¢)

sao submodulos de My e Mo, respectivamente.

2. Algumas construcoes importantes

Apresentamos de seguida, resumidamente, alguns exemplos importantes de cons-
trugoes canodnicas de moédulos e homomorfismos de A-modulos. Em todas elas seréd
necessario verificar que os modulos e homomorfismos introduzidos satisfazem de

facto a definicao de médulo e de homomorfismo.

’ Intersecgoes e geragao

Se {N;}; € I ¢ uma familia de submodulos de um A-moédulo M, entao (;c; N; é
um submoédulo de M.

Logo, para qualquer S C M nao vazio, a intersec¢ao de todos os submoédulos
de M que contém S é um submodulo (S), a que se chama mddulo gerado por S.

E facil verificar que
(SYy ={a1v1 + - av, | a; € A,v; € S}

(Cuidado: isto s6 vale para A-mo6dulos unitarios, para os nao unitarios, os elemen-
tos de (S) sdo da forma _, a;v; + >, n;v;, onde a; € A, nj € Z e v;, v € S.)

Somas

Se {N;}; € I é uma familia de submo6dulos de um A-mo6dulo M, ao A-moédulo

(Uier Ni) chama-se soma dos submoédulos N;, que se denota por

S,

el
Se I ={1,2,...,m} ¢ finito, escreve-se ) ;" | N; ou ainda N1+ Na+---+ N,,. Em
geral,

Y Ni={awi+ -+ amvm | a; € Ajv € | JNi} = {vi, + -+ vy, | v, € Ny}
icl el

Quocientes

Se M é um A-médulo e N é um seu submoédulo, entdo a inclusdo canénica
t: N — M é uma aplicagao A-linear. O grupo quociente M/N possui uma es-

trutura natural de A-modulo:

alv+ N):=av+ N. (a€ AveM).
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De facto, esta operagao estd bem definida (se v + N = v/ + N entdao v —v' € N,
logo a(v —v') € N, isto é, av + N = av’ 4+ N) e satisfaz claramente as condicoes
(1)-(4) na defini¢ao de A-modulo.

Este modulo chama-se o mddulo quociente de M por N.

De modo anélogo aos grupos e anéis, temos:

e A projeccao canodnica m: M — M/N é uma aplicagao A-linear.

e Teoremas do Isomorfismo

(12) Se ¢: My — My é um homomorfismo de A-mddulos, entao
Im(¢) ~ M1/N(¢).

(2°) Se N e Ny sao submddulos de um A-mddulo M, entao

Ni+N Ny
Ny _NlmNQ'

(32) Se N e P sao submddulos de um A-mddulo M e P C N C M, entao P €

um submddulo de N e

M/P

N/P ~ M/N.

’ Produtos directos ‘

Seja {M;}icr uma familia de A-mo6dulos. O A-modulo ], ; M;, chamado produto

directo da familia de modulos {M; };cr, € definido do seguinte modo:
e conjunto suporte: produto cartesiano {(v;)ier | vi € M;} dos M;.
e operagao de grupo: (vi)ier + (wi)ier = (vi + wi)ier-
e multiplicacao: a(v;)ier = (av;)ier.

Para cada k € I, a projecgio candnica m: [[;c; M; — My é o homomorfismo
de A-modulos que a cada (v;)ier € [[;c; Mi associa o elemento vy € My.
Note que para cada A-modulo M e homomorfismos {¢;: M — M, }icr, existe

um tnico homomorfismo ¢: M — []..; M; tal que, para cada k € I, o diagrama

i€l

Tk

Hiel M;
A

o

My,

: Pk
M



2. ALGUMAS CONSTRUGOES IMPORTANTES 99

comuta (Exercicio 3.3). Além disso, esta propriedade determina [ [,.; M; a menos

de um isomorfismo.

|Somas directas |

A soma directa de uma familia {M; };c; de A-mo6dulos, que denotamos por @, M;,
é o submoddulo de Hie ; M; formado pelos elementos (v;);er nos quais apenas um
numero finito de v;’s é nao nulo.

Para cada k € I, a injec¢do candnica ty: My, — @,c; M; é o homomorfismo
de A-modulos que a cada vy € M}, associa o elemento (v;)icr € @,;c; M; em que
v; = 0 para ¢ # k..

De modo dual aos produtos directos, para cada A-médulo M e homomorfismos

{¢i: M; — M };cr, existe um tnico homomorfismo ¢: €. ; M; — M tal que, para

i€l
cada k € I, o diagrama

My, Lk @z‘erl M;
Ok ¢
Y
M

comuta (Exercicio 3.4). Esta propriedade determina €, ; M; a menos de um
isomorfismo.
No caso em que I = {1,2,...,k} é finito, a soma directa e o produto directo

coincidem. Nesse caso, é costume representar ambos por @le M; ou ainda
M@ - ® M.
Proposigao 2.1. Sejam M, My, ..., My mddulos sobre um anel A. Entao
M~M®- & Mk

se e 50 se existem homomorfismos de A-mddulos 7j: M — M; et;: M; — M tais

que:
(1) mjoz; =idpny, paraj=1,... k.
(2) Tiot; =0, para i #j.

(3) 10Ty + -+ + kT = idps-

Demonstra¢do. =: Seja ¢: M — M1 @ --- ® My, um isomorfismo de A-modulos.

i T o— s .=d Loy,
Basta considerar 7; = mjo ¢ e7; = ¢~ 0.
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<: Sejam ¢p: M - M1 @D - Mge: M1 ®---® M — M os homomorfismos

definidos respectivamente por

o) = (T;(v)j=1,.k €  V((vj)j=1,.k) = r(v1) + - + Tt (vg)-

As propriedades (1), (2) e (3) asseguram ¢ o ¢ = idpy, @...gM,, € ¥ o ¢ =idyr, 0 que

mostra que ¢ é um isomorfismo com inversa ). [

Proposicao 2.2. Sejam M um A-mddulo e {M;}icr uma familia de submddulos

de M. Entio M = @,;.; M; se e sé se se as sequintes condigoes se verificam:
(1) M = Zie[ M;.

(2) M]ﬂ(Mll—i——l—Mlk):{O} sejgé{il,...,ik}.

Demonstragio. Seja ¢: @,c; M; — M o homomorfismo de A-modulos definido
por (vi)r — > vi.
=: Por hipotese, ¢ ¢ um isomorfismo. E evidente que a sobrejectividade de ¢

garante que M = ), M;. Quanto & assergao (2), seja
'UEMjﬂ(Mil +"'+Mik) (]%Zl,,lk)

Entdao v = vy + -+ vy (v; € M;;,j = 1,...,k). Consideremos (u;); e (w;); em
D, M; definidos por

(uz)I:{O Sei#j o (wZ)I:{O Se’i#il,...ﬂik

v set=1] Vi S€T=11,...,%%.

Como ¢((u;)r) = v = ¢((w;)1) e ¢ & injectivo, entao (u;)r = (w;)r, ou seja,
v=0=v == .

«<: E evidente que a condigdo (1) garante que ¢ é sobrejectivo. Quanto & in-
jectividade, suponhamos que ¢((v;)r) = ¢((w;)r), isto &, > ;v; = >, w;. Entao
>oj(vi —w;) = 0. Sejam iy,...,i; os indices de I tais que v; — w; # 0. E
claro que para j ¢ {i1,...,i}, v; = w;. Quanto ao caso j € {i1,...,i} temos
—(vj = wj) = Yiegir, ixp{j3 (Ui — wi). Como o elemento da esquerda esta em

M; e o da direita pertence a ) ix}~45} Mi, podemos concluir por (2) que

’iE{il,...,
vj —wj = 0, isto ¢, v; = w;. Em conclusao, (v;)r = (w;)r. "

Corolario 2.3. Sejam M um A-mddulo e {M;}icr uma familia de submddulos de
M. Se M = @,.; M;, entao cada v € M escreve-se de modo tinico na forma
Vi, + o g, (i € vy, € M),
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Demonstragao. Pela proposigao, M = > ., M;, logo cada v € M pode escrever-se

el
na forma v;, + --- +v;. para alguns v;, € M;,. Quanto & unicidade, sejam

vi1+'.'+vir+vj1+".+vjs:wi1+"'+wir+wk1+“'+wkt

duas maneiras de escrever v € M como elemento de ) ..; M; (onde o indice em
cada elemento indica o submédulo a que o elemento pertence; os indices i, j e k
sao todos distintos dois a dois). Denotemos os conjuntos 1,...,7, 1,...,se1,... ¢t

por 7,5 e t respectivamente. Entao, para cada n € 7, o elemento
Vi = Wi = > (Wi =0+ > Wk — D05,
MET, m#n met mes

esté na interseccao

My, 0 (Y M, + > My, + Y M)

mET,m#n met mes
logo é zero. Portanto, v;, = w;, paran =1,...,r. Além disso, para cadan € 5, o
elemento
Vjn = Z(wim — Vi) + Zwkm - Z Vjpm
mer mct mes,m#n

estd na interseccao

M, 0 (> M, + > M, + > M)
mer met mes,m#n

logo também ¢é igual a zero. Portanto, vj, = 0 para qualquer n € 5. De modo

analogo, pode provar-se que wy, = 0 para qualquer n € ¢. [

Observagao. A Proposigao 2.2 também pode ser demonstrada, alternativamente,
usando a propriedade universal das somas directas (Exercicio 3.4). Para tornar a
notagao menos pesada provaremos isso aqui somente para o caso I = {1,2}.

=: Por hipotese, M e as inclusoes t1: M7 — M e 1o: My — M satisfazem a
propriedade universal da soma directa M; & M>. Em particular, para os homo-
morfismos ¢1: My — My x My (v1 — (v1,0)) e ¢o: My — My x My (v — (0, v2)),

existe um tnico homomorfismo ¢ que torna o diagrama

M1 L1 M L2 Mg
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comutativo. Seja v € My N Ms. Entao ¢(v) = ¢(11(v)) = ¢1(v) = (v,0) mas, por
outro lado, ¢(v) = ¢(12(v)) = ¢2(v) = (0,v). Logo v = 0.

<: Pelo Exercicio 3.4, basta verificar que M = M; + M5 e os homomorfismos
t1: My — My + Ms e 19: My — My + Mo definidos ambos por v — v satisfazem a
propriedade universal da soma directa My ® Ms, o que é simples. De facto, para
qualquer A-moédulo N e homomorfismos ¢1: My — N e ¢o: Mo — N, existe um
tinico homomorfismo ¢: My + My — N, pois, necessariamente, para cada v; € M;
(i =1,2), ¢(v;) = ¢(1i(v5)) = ¢i(v;), pelo que, para cada v = vy + vy € My + My
(note que, pelo corolario, v1 e vy sdo tnicos), ¢(v) = ¢1(v1) + P2(ve). E simples
verificar que a aplicacao ¢ definida deste modo é de facto um homomorfismo de

A-modulos.

3. Independéncia linear

Seja M um A-modulo e ) £ S C M.

INDEPENDENCIA LINEAR

Os elementos de S dizem-se linearmente independentes se, para toda a familia

finita {v1,...,v,} de elementos de S e ay,...,a, € A, se tem
a1+ -+ apvy, =0 = ap=---=a, =0.

Caso contrario, diz-se que os elementos de S sdo linearmente dependentes.

CONJUNTO GERADOR

S diz-se gerador de M se M = (S). Neste caso, qualquer elemento v € M pode
ser escrito como uma combinagao linear (em geral, nao tnica) de elementos de

S
k

v:Zaivi, aiEA,UiGS.
=1

M diz-se um A-moédulo de tipo finito se possui um conjunto gerador finito.

BASE

S é uma base de M se é um conjunto gerador cujos elementos sao linearmente
independentes. Neste caso, qualquer elemento v € M pode ser escrito de forma

dnica como uma combinagao linear de elementos de S

k
v = Zaivi, a; € A,v; € S.
i=1

M diz-se um A-modulo livre se possui uma base.
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Exemplos. (1) Qualquer espago vectorial ¢ um modulo livre.

(2) O grupo abeliano Z,,, visto como um Z-modulo, nao é livre, pois em Z,, nao
existem conjuntos linearmente independentes. De facto, dado g € Z,,, existe sem-

pre um inteiro nao nulo m tal que mg = 0.

(3) Qualquer anel A é um A-moédulo livre com base {1}. Os submo6dulos coincidem
com os ideais de A. Em particular, um submoédulo pode néao ser livre, e mesmo

sendo livre pode ter uma base de cardinalidade > 1.

(4) O grupo abeliano
7"=7%---8Z
—_——
k vezes

é livre. Uma base é dada por S = {g1,...,gx} onde g; = (0,...,0,1,0,...,0).

Um A-modulo M diz-se ciclico se é gerado por um elemento, isto é, M = (v)
para algum v € M. Nesse caso, a aplicaggo A — M, dada por a — av, é um

homomorfismo sobrejectivo de A-mddulos. Pelo primeiro Teorema do Isomorfismo,

A

annv

M ~

onde o ideal annv = N(¢) = {a € A | av = 0} é o chamado aniquilador de v.
Se annv = {0}, diz-se que v & um elemento livre, pois neste caso M = (v) ~ A ¢é
livre. O conjunto dos elementos de M que nao sao livres designa-se por Tor (M)
(tor¢ao de M).

MODULO LIVRE GERADO POR X

Sejam X um conjunto arbitrario e A um anel. Se a cada z € X associarmos
uma copia de A podemos formar o A-médulo livie M = @, x A. A este
moédulo chama-se mddulo livre gerado pelo conjunto X. Os elementos de M
sao as sequéncias (ag)zex onde a, = a1 € A,...,a;, = a, € Aea, =0

para x # x; (i = 1,...,r). E costume representar estes elementos como somas

formais a1x1 + - - - + arxy.

Note que este moédulo é um modulo livre pois tem uma base evidente (a base

canonica): {e, | v € X} onde cada e, = (ay)yex ¢ definido por

1 sey==zx
ay =
0 sey#uw.
(Portanto, cada e, tem coordenada 1 na posigdo z e 0 nas outras; na notagao das
somas formais, e, = x.)

O moédulo livre gerado por X e a funcdo v: X — @,y A definida por =+ e,

satisfazem a seguinte propriedade universal:
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Lema 3.1. Para todo o A-mddulo N e toda a funcao ¢: X — N, existe um inico
homomorfismo de A-médulos ¢: D,cx A — N que torna o seguinte diagrama

comutativo.

X - @xEX A

3

N

Demonstra¢ao. Seja N um A-moédulo arbitrario e ¢: X — N uma fungdo ar-
bitraria. A unicidade de ¢ é evidente: se quisermos que o diagrama seja comu-
tativo, necessariamente ¢ tera que aplicar cada e, em ¢(z). Como (ez)rex é
uma base de @,y A, bastara entao definir ¢ num v arbitrario em P,cx A por
o(v) = o>, azes) = Y., ax9(ex) = >, azd(z). Trata-se, como é 6bvio, de um

homomorfismo de A-moddulos. n

Surpreendentemente (ou talvez nao!) os modulos livres gerados por um con-

junto descrevem, a menos de isomorfismo, todos os modulos livres:

Proposigao 3.2. Seja A um anel. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes para

qualquer A-mddulo M :
(i) M é livre.

(ii) Eziste uma familia de submddulos ciclicos {N;}icr de M, com N; ~ A, tais
que M ~ @, Ni.

(iii) M ~ P, cx A para algum conjunto X # (.
(iv) Existe um conjunto X # () e uma fungao v: X — M com a sequinte proprie-
dade universal:

Para todo o A-mddulo N e qualquer fungio ¢: X — N existe um inico homo-

morfismo de A-mddulos ¢: M — N tal que o sequinte diagrama é comutativo.

L

X M
¢ A

v

N
Demonstragao.  (i)=-(ii): Suponhamos que M é livre com uma base {e;}icr.
Entao, para cada i € I, N; := (e;) é um submodulo ciclico de M isomorfo a A. A
aplicagao

¢: PN —» M

i€l
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que aplica cada (v;)ie; em ) ;;v; € um isomorfismo de A-modulos.

(ii)=>(iii): Trivial.

(iii)=(iv): Sejav: P,cx A — M um isomorfismo de A-médulos Como (e;)zex €
uma base de @, x A, entdo (¢ (e;))rex ¢ uma base de M. Basta agora considerar
a aplicagao t: X — M definida por ¢(x) = (e, ) e prosseguir a demonstragao como
no Lema.

(iv)=-(i): Basta verificar que {¢(x)},ex é uma base de M.

Verifiquemos primeiro que {¢(z)},cx € linearmente independente. Para isso
tomemos para N o modulo livre gerado por X, @,y A, e para ¢ a funcao que a
cada x € X faz corresponder o elemento e, da base candénica. Por hipotese, existe
um homomorfismo de A-médulos ¢: M — N tal que ¢p ot = ¢ (observe que, como
o mobdulo livre gerado por X satisfaz a propriedade universal de M referida no

enunciado (pelo Lema), entdo ¢ ¢ um isomorfismo). Suponhamos agora que
art(xy) + age(ze) + - -+ + ant(zy,) = 0.
Aplicando ¢ a ambos os membros e usando a igualdade ¢ o ¢ = ¢ obtemos
al¢($1) + a2¢(x2) +oo angb(lin) =0,
isto é,
a1€g, + a2egy + -+ aneg, = 0.
Como {e; }rcx € uma base, necessariamente

ar=as=---=a,=0.

Por fim, verifiquemos que {¢(z)}zex € um conjunto gerador de M. Seja v € M.
Entao ¢(v) € @, x 4 pelo que

5(1)) = Qg,€z, + '+ 0g,6g, = am1¢($1) + a:tnd)(xn) =
= amab(xl) + o+ aznab(l}» - a(amb(xl) + o+ aznb(mn»

para alguns z1,...,2, € X € ag,...,a;, € A. Como ¢ é injectiva, entdo v =
g (1) + -+ ag, (). "
Portanto, todo o A-moédulo livre M que admite uma base finita {ej,...,e,}

satisfaz M ~ @ ;| A = A™. Sera que qualquer outra base de M tem a mesma
cardinalidade? Por outras palavras, serd que A™ ~ A™ implica n = m? Nao!
(Exercicio 3.9).

Mas no caso infinito temos:
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Proposigao 3.3. Se um A-mddulo livre M possui uma base infinita, entao todas

as bases de M tém a mesma cardinalidade.

Demonstragao. Sejam {e;}icr e {fj}jes duas bases de M com [ infinito. Entao:

(a)

J também € infinito: Suponhamos, por absurdo, que J = {1,2,...,m}.
Entao para cada j € J existem elementos aj, € A (kK = 1,2,...,n;) e

1k € I tais que
m;
fi= ajk e,
k=1
Mas isto significa que

E = {61'171, ce 7ei1,n1 y Cig 90 7ei2,n2 geeey €im’nm}

¢ um conjunto (finito) que gera M. Em particular, cada e¢; ¢ E é uma
combinagao linear de elementos de E, o que contraria o facto de {e;};es ser

linearmente independente.

Eziste p: I — Ppin(J) x N injectival: (Trata-de de um resultado geral de
teoria dos conjuntos.) Seja ¢: I — Pr;n(J) a aplicagdo que a cada i € I faz
corresponder o conjunto {ji,...,Jm}, onde j1,..., jm sdo os (tnicos) indices

de J tais que

ei = aj, fj, + -+ aj, fin (a5 a5, #0).

Esta aplicagao néo ¢é injectiva, mas se P C Pp;,(J), entdo ¢~ (P) é finito
(porqué?). Logo podemos ordenar os elementos de 1)~ !(P). Definamos agora
¢ do seguinte modo: como I é uma unido disjunta dos ¢ ~!(P), basta definir
¢ em cada 1 ~1(P); para cada i € ¢~ (P) fazemos ¢(i) := (P, ) onde a é o

ntmero ordinal de i na ordenacgao de 1~ 1(P).
|J| = |I|: Como J & infinito, temos, por (b),
| < |Pgin(J) X N[ = [Ppin(J)] = |J].

Trocando os papéis de I e J podemos concluir também que |J| < |I]. Logo,

pelo Teorema de Schréder-Bernstein (da teoria dos conjuntos), |I| = |J|.

'Designamos por Pji,(J) o conjunto das partes finitas de J. Se J ¢ infinito, este conjunto

tem o mesmo cardinal que J.
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DIMENSAO

Um anel A possui a propriedade de invaridncia dimensional se, para qualquer
A-modulo livre M, todas as bases de M possuem a mesma cardinalidade. Nesse
caso, ao cardinal comum das bases de M chama-se dimensao de M, e escreve-se
dim4 M.

Os anéis comutativos sao um exemplo de anéis de invaridncia dimensional:

Proposicao 3.4. Os anéis comutativos possuem a propriedade de invaridncia di-

mensional.
Demonstra¢iao.  Sejam {ey,...,en} e {f1,..., fm} bases de um A-modulo livre
M. Entao existem bj;,c;j € A,i=1,...,n, j=1,...,m tais que

n m
fi =Y buei, ei=> ciifs.
i=1 j=1

Por substituicao, obtemos

n

Fi=Y b cinfi =Y bjicirf
k=1

i—=1 k=11=1

e
m n n m
€; — Z Cij Z bjke;c = Z Z cijbjkek.
j=1 k=1 k=1 j=1
Entao, como {ei,...,en} e {f1,..., fmm} sdo bases de M, concluimos que

n . m .
1 sej=k 1 sei=k
Z bjicik, = . e Z Cijbjr = ,
P 0 sej#k = 0 sei#k.

m,n

3 ] 3 — .o — .. n’m
Portanto, introduzindo as matrizes B = (bji); 21 ,_1 € C = (cij);y j_q, temos

BC: mxm € CB: nxn-

Como A é comutativo entao, pelo Exercicio 3.11, m = n. [

Exemplos. Z & Z = Z x Z & livre (o par de elementos (1,0) e (0,1) consti-
tui uma base). Como Z é um anel comutativo, tem a propriedade da invari-
ancia dimensional, pelo que dim(Z @ Z) = 2. Analogamente, dim(Z") = n e
dim(P;cp Z) = [N| = w.

Os anéis de divisao sao outro exemplo de anéis de invariancia dimensional (por

isso faz sentido falar em dimensdo de um moédulo sobre um anel de divisdo?):

2Neste caso, tal como quando o anel é um corpo, é habitual chamar ao médulo um espaco

vectorial.
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Proposigao 3.5. Seja A um anel de divisao e M um A-mddulo. Entao:

(1) Todo o subconjunto X C M linearmente independente mazximal é uma base de
M.

(2) M possui uma base.

(3) A possui a propriedade de invaridncia dimensional.

Demonstragao. (1) Seja W o subespago de M gerado por X. Como X é linearmente
independente, X é uma base de W. Se W = M, nada resta a provar. Caso
contrario, existe v € M ~\ W, nao nulo. Consideremos o conjunto X U{v}. Se av+

a1v1+---+anvy (a,a; € D,v; € X)ea # 0, entdiov = a (av) = —a tajvy —- - —

La,v, € W, o que contradiz a escolha de v. Portanto a = 0, o que implica a; = 0

a
para qualquer i (pois X é linearmente independente). Consequentemente, X U{v}
é um subconjunto linearmente independente de M, contradizendo a maximalidade
de X. Logo W = M e X é uma base de M.

(2) Uma vez que @ é um conjunto linearmente independente de M, bastara provar

o seguinte:

Todo o subconjunto linearmente independente de M estd contido numa
base de M.

Para isso, seja X um subconjunto linearmente independente de M e seja 8 o
conjunto de todos os subconjuntos linearmente independentes de M que contém
X. Como X € 8, 8§ # @. Podemos ordenar 8§ por inclusao. Se {C; | i € I} é

uma cadeia em 8 entdo o conjunto C' = |J,.; C; ¢ linearmente independente (ve-

iel
rifique...) e portanto um elemento de 8. Claramente, C' ¢ um majorante para a
cadeia {C; | i € I}. Entao, pelo Lema de Zorn, 8§ contém um elemento maximal
B que contém X e é necessariamente um subconjunto linearmente independente
maximal de M. Por (a), B é uma base de M.

(3) Sejam E e F bases de M. Se E ou F sao infinitas, a Proposi¢ao 3.3 garante
que |E| = |F|. Assumimos assim que F e F sdo finitas, digamos E = {e1,...,e,}
e F={f1,..., fm}. Entdo 0 # f,, = aie1 + --- + ape, para alguns a; € D. Se ay,

é o primeiro a; nao nulo, entao
—1 —1 -1
€k = Qg fm —Qp Ok 41€k41 — = — Ay An€n.

Portanto, o conjunto E' = {f;,,e1,...,€k_1,€ks1,...,€n}t gera M (porque E o

faz). Em particular,

frm—1=Smfm +tie1 + - +tp_16p—1 + tpt1€k41 + - +tnen  (Sm,ti € D).
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Nem todos os t; podem ser nulos (senao, fm—1 — $Smfm = 0, contradizendo a
independéncia linear de F'). Se t; é o primeiro ¢; nao nulo, entao e; é uma com-
binacao linear de f,,_1, fm € dos e; para i # j, k. Consequentemente, o conjunto
{fm=1, fm}U{e; | i # j,k} gera M (porque E’ o faz). Em particular, f,,,—2 é uma
combinagao linear de f,,,—1, fin € dos e; com @ # j, k. O processo de juntarmos

um f e retirarmos um e pode assim ser repetido. No final do passo k teremos

um conjunto formado por fu,, frm—1,---, fm—k+1 € n — k dos e;, que gera M. Se
n < m, entao ao cabo de n passos concluiremos que { fim, fm—1,- -+, fm—n+1} gera
M. Como m—n+1 > 2, fi seria uma combinagao linear de f,, ..., fm—n+1, uma

contradi¢do. Portanto, m < n necessariamente. Um argumento similar com os

papéis de E e F' trocados mostra que n < m. Logo n = m. [

Observagao. A assercao (2) desta proposicao garante que todo o A-médulo sobre
um anel de divisao A é livre. O reciproco também ¢é valido (ou seja, se todo o
A-moédulo é livre entdo A é um anel de divisdo) mas a demonstragao sai fora do

ambito deste curso.

4. Moédulos sobre dominios de integridade

Nesta seccéo os anéis A sdo dominios de integridade. Este caso é muito importante

em Algebra Linear por causa da seguinte propriedade.

Proposigao 4.1. Seja M um mddulo sobre um dominio de integridade D. Entdo
Tor (M) é um D-submddulo de M.

Demonstrag¢ao. Recordemos (p. 57) que
Tor (M) ={ve M|Jaec D~ {0}: av=0}.

Entao, para quaisquer vi,vy € Tor (M) existem aj,a2 € D nao nulos tais que

a1v1 = 0 = ague. Logo, para quaisquer dy,ds € D,
araz(divr + davo) = agdiaivi + ardaasva = 0,

o que mostra que djvy + dave € Tor (M) pois ajaz # 0 (porque D é um dominio).

A Tor (M) chama-se submddulo de tor¢ao de M. Se M = Tor (M) diz-se que
M & um mddulo de tor¢ao; se Tor (M) = {0} diz-se que M é um mddulo livre de

torgao.
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Exemplos. (1) Se M ¢ um D-modulo livre, entdo Tor (M) = {0}. De facto, se
{ei}r ¢ uma base de M e v € Tor(M) entdo, por um lado, existem ay,...,a, € D
tais que v = aje;; + - -+ + ane;, e, por outro lado, existe a € D nao nulo tal que
av = 0. Mas entao aaie;, + --- + aape;, = 0, logo aa; = --- = aa, = 0. Como
a # 0 e estamos num dominio de integridade, necessariamente a1 = --- = a,, = 0,
isto é, v = 0.
Portanto, todo o D-médulo livre é livre de torgao.

(2) No entanto, o reciproco desta tltima afirmagao é falso: o Z-modulo Q é livre
de torcao (poissenGZe%EQ\{O}, entéon% =0<np=0=n=0), mas
nao ¢ um Z-moédulo livre (quaisquer dois racionais sao linearmente dependentes:

p1 D2
(p2g1)— — (p1g2)— = 0;
q1 q2

por outro lado, nenhum racional gera todos os racionais — alids, nenhum conjunto
finito de racionais consegue gerar todos os racionais!).

(3) Os Z-modulos Z,, sao modulos de torgao.

(4) Se V' & um espago vectorial de dimenséo finita sobre um corpo K e T: V. — V

¢ uma transformacao linear, entdo V' é um K|z|-moédulo de torgao.

Os modulos de tor¢ao satisfazem as seguintes propriedades béasicas (as respec-

tivas demonstragoes sao deixadas como exercicio):
(1) Se ¢: My — My é um homomorfismo de D-mddulos, entao
¢(Tor (My)) C Tor (My).
Se ¢ é injectivo, entao
¢(Tor (My)) = Tor (M2) NIm(¢p).
Se ¢ & sobrejectivo com N(¢) C Tor (M;), entéo

¢(Tor (My)) = Tor (My).

(2) Se M é um D-modulo, entao M /Tor (M) é um D-moddulo livre de torgao.

(3) Se {M;}ier € uma familia de D-modulos, entao
Tor (P M;) = P Tor (M;).
iel iel

Proposigao 4.2. Seja D um dominio de integridade tal que para todo o D-mddulo
livre M os submodulos N de M sao livres. Entao D é um dominio de ideais

PTINCIPALS.
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Demonstracado.  No caso particular em que M é o préprio D, trata-se de um
D-modulo livre. Entao, por hipdtese, todos os ideais I de D sao D-moédulos livres.
Mas uma base de I s6 pode conter um elemento pois quaisquer dois elementos

a,b € I sao linearmente dependentes:
(=b)a + ab = 0.
Finalmente, se {d} é uma base de I, em particular I = (d), logo I é principal. m

O reciproco de 4.2 também é vélido:

Teorema 4.3. Se D é um DIP e M € um D-mddulo livre, entao qualquer submd-
dulo N C M ¢ livre e dim N < dim M.

Demonstracao. A demonstracao é longa e muito técnica pelo que ndo a apresen-
taremos na aula. Veja-a em |[Rui Loja Fernandes e Manuel Ricou, INTRODUGAO
A ALGEBRA, IST Press, Lisboa, 2004], pp. 305-307. n

5. Modulos de tipo finito sobre um DIP

Nesta seccao estudaremos modulos de tipo finito sobre um DIP e veremos que é
possivel fazer uma classificagao completa de todos eles. Ja sabemos que para qual-
quer dominio D, “livre” implica “livre de tor¢ao”. Agora veremos que o reciproco é

valido para modulos de tipo finito sobre DIP’s.

Proposicao 5.1. Seja M um mdédulo de tipo finito sobre um DIP D. Se Tor (M) =

0, entao M ¢€ livre.

Demonstracao. Seja S um conjunto gerador finito de M. Em S escolhemos um
conjunto B = {vy,...,v,} maximal linearmente independente. Provemos que B ¢é
uma base de M. Para isso, basta mostrar que (B) = S.

Seja entdo v € S. E claro que existem Ay, A1ps- -5 0new € D (ay # 0) tais que

Ay = a1,V + -+ + Ay (0 caso v € B é trivial; o caso em que v € S\ B

é consequéncia do facto do conjunto {vi,...,v,,v} ser linearmente dependente).
Como M é livre de torgao e
a:= H a, # 0,
veS

a aplicacao w +— aw define um homomorfismo injectivo ¢: M — M. Por outro
lado, (M) C @}, Dv;: de facto, para cada v € S,

d(v) =av = ( H as)ayv = ( H as)(apv1 + -+ anpvp) € @Dvi;
i=1

v#sES v#sES
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consequentemente, para cada w € M, como w = a1s1 + -+ + a,S, para alguns
s; €5, entdo ¢(w) = a19(s1) + - - an@(sy) € B, Dv;.
Em conclusdo, M é isomorfo a ¢(M), que é um submodulo do moédulo livre

;.| Dv;. Logo, pelo Teorema 4.3, M & livre. n

Teorema 5.2. Seja M um mddulo de tipo finito sobre um DIP D. Entio M =
Tor (M) @& L, onde L é um mddulo livre.

Demonstra¢ao. O moédulo M/Tor (M) é livre de torgao e de tipo finito logo é
livre (pela proposi¢ao anterior). Assim, existem elementos ey, ..., ey, linearmente
independentes, tais que

n

M/Tor (M) = €D D(e; + Tor (M)).

i=1
Seja L = ;" De;. Entao:
(1) Tor (M) N L = {0}: Se v € Tor (M) N L entao existem escalares d,dy,...,d, €
D (d # 0) tais que

n
dv=0, v= Zdiei.
i=1

Portanto, 0 = dv = (ddy)e; + -+ - + (ddy)e, donde ddy = --- = dd,, = 0. Pela lei
do corte, dy = --- = d, = 0, o que implica v = 0.

(2) M =Tor(M)+ L: Seja w: M — M/Tor (M) a projecgdo canoénica. Para
cada v € M, w(v) = v + Tor (M), e existem escalares d,...,d, € D tais que

m(v) =>." , dim(e;). Entao
v = (U — Zdzez) + (Zdlez) € TOI“(M) + L
i=1 i=1
pois v — Y1 | die; € N(m) = Tor (M). "

Observagao. O factor livre L na decomposi¢ao em 5.2 ndo é inico pois depende da
escolha de uma base em M /Tor (M). Mas, como vimos na demonstra¢ao acima,
tem uma base com o mesmo ntumero de elementos n que a base escolhida em
M /Tor (M). Como D é de invariancia dimensional, todas estas bases tém o mesmo
nimero de elementos n, pelo que dim L = n e, portanto, a dimensao de L é um
invariante da decomposicao.

Chama-se caracteristica de M a esta dimensao (dimensao da parte livre de M).
Portanto, a caracteristica de M classifica, a menos de isomorfismo, a parte livre
de M.
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Para classificar os modulos de tipo finito sobre um DIP falta pois classificar os
modulos de torcdo, em que o factor livre L é nulo. E o que faremos em seguida.
Esta classificacao tem vérias aplica¢oes importantes no estudo das transformacoes

lineares de um espago vectorial e na classificagdo dos grupos abelianos finitos.

Denotamos por M, (D) o anel das matrizes n X n com entradas num DIP
D. Necessitaremos dos seguintes resultados sobre diagonalizacao de matrizes em

M, (D), que nao demonstraremos em pormenor.

Lema 5.3. Seja A € M, (D) uma matriz de caracteristica r. Se A é equivalente a

uma matriz diagonal

na qual dy | da | -+ | dy, entao

A
d;i=0, parai>r, edi=-——, parai<r
AV

(onde Ay = 1 e A; € um maior divisor comum dos menores de dimensao i da

matriz A).

Proposicao 5.4. Seja A € M, (D). Existem matrizes invertiveis P,Q € M, (D)

tais que

dy 0
QAP =
0 dn
ondedy | da |-+ |dy. Os elementos dy,...,d, sao inicos a menos de associados.

(As matrizes A e Q7' AP dizem-se equivalentes. A matriz diagonal Q' AP chama-
se forma normal, ou candnica, de A. Os elementos di,...,d, chamam-se factores

invariantes de A.)

Demonstra¢do. A unicidade dos d;’s segue imediatamente do Lema. Relativa-
mente & primeira parte, limitamo-nos a indicar um algoritmo (de “eliminagao”) que
permite obter a diagonalizagao através de operacoes elementares nas linhas e co-
lunas da matriz A = (a;;) (o registo destas operagoes permite no final determinar
as matrizes P e @) requeridas).

Denotemos por E;; a matriz cujas entradas sao todas zero, com excepgao da
entrada (i,7) que é igual a 1. A multiplicagdo a esquerda (resp. direita) das
seguintes matrizes (invertiveis) por uma matriz A permite efectuar as seguintes

operagoes elementares usuais em A:
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e Troca das linhas 4, j (resp. colunas i, j):

i J
1
1
[0]
1
Py =I1-E;—Ejj+E;ij+Ej =
1
0]
1

e Multiplicac¢@o de linhas (resp. colunas) por unidades u € D*:

7

e Soma de um miltiplo @ € D de uma linha (resp. coluna) a outra linha (resp.

coluna):

Tij(a) =1+ CLEZ']' =

Seja entdo A uma matriz arbitraria n x n. Chamamos comprimento 6(d) de
um elemento d € D nao nulo ao nimero de factores primos que ocorrem na sua

factorizacao.
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DIAGONALIZAGAO DE MATRIZES COM ENTRADAS NUM DIP

(1) Se A = 0 nao ha nada a fazer. Caso contrario, alguma entrada é nao nula
de comprimento minimo e podemos, com operagoes elementares, transporta-la
para a posicao (1,1).

(2) Seja ajr uma entrada tal que a1 t ajx. Trocando as colunas 2 e k podemos
supor que esta entrada ¢ ajs. Se d = mdc(ai,al2), existem p,q € D tais que

pail + gaia = d. Para r = a1ad™ ' e s = a;1d™ !, as matrizes

sdo inversas uma da outra. Entdo, multiplicando A & direita pela matriz P,

obtemos uma matriz equivalente a A cuja primeira linha é igual a

(d 0 aig --- a1n>

onde 6(d) < d(ay1). De igual modo, se na nova matriz ai; { a1, podemos por
um processo semelhante calcular um novo elemento d cujo comprimento é menor
que d(a11) e determinar uma matriz equivalente na qual o valor minimo de § foi
reduzido.

Como a fungao d toma valores em N, repetindo este processo conseguiremos, ao
cabo de um namero finito de passos, chegar a uma matriz na qual a1 | ay e

a1 | ag1 para qualquer k.

(3) Efectuando operagoes elementares nas linhas e colunas dessa matriz é entao

possivel obter uma matriz equivalente & matriz original A que é da forma

d 0 - 0
0 a» -+ a2
0 a77,2 e aTm

(4) Continuando este processo para a segunda linha e a segunda coluna, etc.,

obteremos finalmente uma matriz

dq 0

equivalente & matriz original A.
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DIAGONALIZAGAO DE MATRIZES COM ENTRADAS NUM DIP

(5) Por fim, se dy { da, adicionamos a segunda linha a primeira linha e repetimos
todo o processo novamente. Obteremos no final uma matriz diagonal na qual
dy | do (pois o comprimento 6(d;) diminui sempre).

Procedendo desta forma repetidamente, chegaremos a uma matriz diagonal na

qual dy | da | - -+ | dy, como pretendido.

Cuidado: As matrizes P e () ndo sao, em geral, inversas uma da outra; portanto,
este resultado nao diz que uma matriz pode ser diagonalizada com uma simples

mudanga de base.

Além de permitir garantir a unicidade dos factores invariantes (a menos de
associados), o Lema 5.3 fornece um método de calculo destes factores (mais eficiente

que o método da “eliminagao”):

ALGORITMO DE CALCULO DOS FACTORES INVARIANTES

Seja r = car(A). Entao:

e di =A; (A; =mdc dos menores de A de dimensao 1)

A
o dy = A—Q (Ag =mdc dos menores de A de dimensao 2)
1
o d. = A " (A, =mdc dos menores de A de dimensdo 1)
r—1

e d; =0 parai>r.

As formulas do Lema 5.3 também garantem imediatamente o seguinte:

Corolario 5.5. Os factores invariantes sao unicos a menos de associados. Duas

matrizes sGo equivalentes se e s6 se possuem os mesmos factores invariantes. m

Exemplo. Seja D = C[z] e consideremos a matriz

r—2 0 0
A= -1 z -1
-2 4 z—-4
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Calculando os menores, obtemos
Al = 1,A2 :1}—2,A3 = ($—2)3.
Logodi =1,dy=2—2eds=(x—2)%e¢

1 0
A~ 0 -2 0
0 0 (x—2)?

Usando o método de eliminagao podemos obter as matrizes P e @) explicitamente:

0 -1 0 r—2 0 0 1 -1 0 1 0
-1 —2+2 0 -1z -1 0 0 1 |=]0 2-2 0
1 z—4 1 -2 4 z—4 0 1 =z 0 0 (x—2)?

Recordemos o aniquilador de v € M da pagina 59:
annv = {a € D | av = 0}.

Como se trata de um ideal entdao annv = (d) para algum d € D. Ao elemento d
(definido a menos de associados) chama-se ordem® de v e a (d) chama-se o ideal de
ordem de v. E claro que o submodulo ciclico (v) é isomorfo a D/annv = D/{d).

A primeira classificacdo que podemos obter é a seguinte:

Teorema 5.6 (Decomposigao em factores ciclicos invariantes). Seja M um
modulo de tipo finito sobre um DIP D. Entdo

M = (v1) @ --- @ (vg),

onde annv; D annwvy 2O - -+ D annvg. Escrevendo annv; = (d;), temos um isomor-

fismo
DD
(d1) (d)
onde dy | da | -+ | di. Os ideais (dy),...,(dr) sao determinados unicamente por
M.

(Os ideais (d;) desta decomposicao e os seus geradores chamam-se factores invari-
antes do modulo M)

30bserve que nos Z-mo6dulos, isto &, nos grupos abelianos, este conceito coincide precisamente
com a ordem usual de um elemento do grupo, a menos do sinal (pois neste caso as unidades sao
+1).
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Demonstracao. Ja sabemos que se M tem caracteristica r entao
M =Tor(M) @ (v1) @ - & (v,)
onde cada v; é linearmente independente. Portanto, annv; = {0} e
M~Tor(M)®D®---®D.
r parcelas

Basta entao demonstrar o resultado para modulos de tor¢ao M = Tor(M).
Seja M = (wi,...,wy) e L = @), D (o modulo livre gerado pelos w;’s).
Designemos por {ei,...,e,} a base canénica de L e seja m: L — M a projecgao

canodnica

(di)i=1,..n —> i d;w;.
=1

Claro que m(e;) = w; e M ~ L/N(m). Pelo Teorema 4.3, N = N(7) é um sub-
modulo livre de L e dim N < dim L. Por outro lado, como Tor(M) = M, entao
para cada w € L existe a # 0 tal que a(w + N) = 0, ou seja, aw € N. Logo

existem ai,...,a, € D nao nulos tais que aieq,...,ane, € N 0 que garante que
dim N > dim L. Portanto, dim N = dim L = n.
Seja {fi,..., fn} uma base de N. Existem escalares a;; € D tais que

n
fi: E a;i€j, izl,...,n.
J=1

Se mudarmos de bases em L e N (para novas bases {¢|,...,el.} e {f],..., f.},

com matrizes de mudanca de base @) e P, respectivamente), entao

n n

! !

e = E qji€j, fi = E pjif;,
Jj=1 Jj=1

e obteremos novas relacoes

n
!/ § / .
fi: bﬂe], Z:1,...7n,
Jj=1

onde as matrizes A = (a;j), B = (bij), P = (pij) e Q@ = (gi;) satisfazem
B=Q 'AP.

Como vimos na Proposicao 5.4, podemos escolher as matrizes invertiveis P e @)
(isto é, as bases de L e N) tais que B = diag(dy,...,d,) com dy | --- | d,,. Mas
isto significa que

/ / .
fi:diei, 'L:].,...,TL.
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Seja w} = m(e}) € M. Entao annw, = (d;):

dw} =0 & w(de}) = 0 < de}, € N(r)
&de,=arfi+--anf, (pois {f],...,f,} ¢ uma base de N)

= de; = a1d16’/1 + - andne% Sd=ad; & de <d1>

Bastara agora mostrar que M = (w}) @ -+ @ (w),) :

o M =3""  (w)): é&evidente, pois os e} geram L e w: L — M & sobrejectiva.

o (wp) N>z (wi) = {0}: Seja w um elemento desta intersecgdo. Entdo exis-

tem a; € D tais que w = apw), = z#k a;w;. Isto implica que, em L,
axey, — >z aie; € N. Como os vectores f; formam uma base de N e
[l = d;€}, entdo existem b; € D tais que a; = bid;, i = 1,...,n. Mas entdo

w = apwy, = w(age},) = (brdie},) = (b f},) = 0.

A unicidade dos factores invariantes é consequéncia imediata de um facto provado

mais adiante (Observagao 5.11). "

Em conclusao, os factores invariantes dos médulos de tipo finito sobre um DIP

formam um conjunto de invariantes completos para este tipo de modulos:

Corolario 5.7. Dois mddulos de tipo finito sobre um DIP sdo isomorfos se e s

se possuem 0s mesmos factores invariantes. (]

Podemos ainda obter uma classificacao alternativa, baseada no facto de em D

todo o elemento a € D ~\ {0} ter uma factorizagao (unica) em factores primos
a=u-pi-pn (u e D*).
Lema 5.8. Seja M um mddulo sobre um DIP D e sejam a,b € D, a,b # 0.

(1) Se M = (v) com annv = (ab) e mdc (a,b) =1, entao

(2) Se M = (v1) + (v2) com annwvy = (a), annvy = (b) e mdc (a,b) =1, entao

D D D
M=t~ @y
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Demonstragao. (1) Seja M = (v) com annv = (ab). Claro que, como annuv ¢
o nucleo do homomorfismo sobrejectivo D — M (d +— dv), entao M ~ D/(ab).
Sejam v1 = av € M e vg = bv € M. Entao annv; = (a) e annwvy = (b). Sejam
r,s € D tais que 1 = ra + sb. Entdo v = (ra + sb)v = rvy + svy € (v1) + (v2).
Logo M = (v1) + (v2). Por outro lado, se w € (v1) N (v2) entao aw = 0 = bw pelo
que w = (ra + sb)w = 0. Portanto, por 2.2,

M = (v1) @ (v2) ~

(2) Sejam r, s € D tais que 1 = ra+sb. Sew € (v1)N(va) entao w = (ra+sb)w = 0,
pelo que M = (v1) @ (v2). Seja v = vy + v € M. E evidente que annv = (ab),

pelo que D/{ab) ~ (v). Mas (v) = M, pois v = (ra + sb)v; = sbv; = sbv e

vy = (ra + sb)vy = ravy = rav. Logo M =~ D/(ab). -
Exemplo. Por exemplo, se d € D tem a factorizagao prima d = pi'ph?*---pp*,
entao

D D oD gD

(@~ o) 5 (")

Teorema 5.9 (Decomposi¢ao em factores ciclicos primarios). Seja M um
mddulo de tipo finito sobre wm DIP D. Entao
D D
M:L@<w1>®---@<wt>ELEB*EB'--EBi,
(Pi") (Pi")
onde L ¢ um submodulo livre de dimensao igual o caracteristica de M, annw; =
(pi'"), e os elementos p1,...,pt € D sao primos. Os ideais (p;*) sao determinados

unicamente (a menos da ordem) por M.

(Os geradores dos ideais (p;") desta decomposigao chamam-se divisores elementares
do moédulo M.)

Demonstracao. Seja
M= (v)® - & (vg)

a decomposi¢do de M em factores ciclicos invariantes. Se annwv; = d;, entdo
dy | dy | -+ | di—y € dg—py1 = --- = dr, = 0, onde r é a caracteristica de M.
Portanto,

M= ()& ® (Ug—r) ® (Vh—rs1) & D (vg)

Tor(M) r pa;::elas
= e Ve De---aD
(V1) B+ ® (Vk—r) DD D+ D
Tor(M) r parcelas
>~ 3 > 7] D@ ® D
— (dy) (dy_p) ~—~——~——"

r parcelas
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Basta entao tomar para L o modulo livre (de dimensao )

(Vperg) B - ® (o) =D& --- & D.

Por outro lado, se pi*,...,py"" s@o as poténcias primas que entram nas decompo-
si¢oes primas dos dy, ..., dr_,, 0 Lema 5.8 assegura que
D D D D
Portanto,
M~L® D D P .
(Pi") (pi")
Quanto a unicidade, sejam
ML s ® py X L0 T 06 Ty o1

duas decomposigoes de M em factores ciclicos primarios. Para cada primo p € D,

a chamada componente p-primdria de qualquer médulo M é o submodulo
{ve M | pFv =0 para algum k € N}.

E claro que Tor(M) = @D, primo M (p). Neste caso, como M é de tipo finito,

apenas um numero finito de parcelas nao é zero. Além disso, de (5.9.1) segue que

D D
Mp) ~ D ok D oy

l

{i: pi~p} {i: pi~p}
D D
- {i:Equ} <an2> - {Z'Z?Vp} )

Portanto, a lista de primos nas duas decomposigoes é a mesma, e basta demonstrar

a unicidade das decomposigoes para o caso M = M(p). Sejam entao

(p™) (pmt) — (p™) (p™s)

duas decomposi¢oes de M (p). Ordenemos as parcelas das decomposigoes, de forma

M(p) ~

quen; <ng <---<mpemp <mg < -+ <ms. Sevy € M étal que annv, = (p™t),
entao a segunda decomposi¢ao mostra que p™svy = 0, logo ms > ng. De igual
forma, vemos que ny > mg, logo ny = ms. O modulo quociente M (p)/(vs) admite
as decomposicoes
D D D D
M(p)/(vs) = 7~ @ & = G D
() (pre=1) — (pm) (pms-1)

Prosseguindo este raciocinio de forma indutiva, concluimos que n; = m; e t = s,

como pretendiamos. n

Temos assim um conjunto alternativo de invariantes completos que classificam

os modulo de tipo finito sobre um DIP:
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Corolario 5.10. Dois mddulos de tipo finito sobre um DIP sao isomorfos se e so

se possuem a mesma lista de divisores elementares e a mesma caracteristica. ]

Observagao 5.11. Vimos na demonstragao do Teorema 5.9 que a decomposigao
em factores ciclicos invariantes determina univocamente uma decomposicao de M

em factores ciclicos primarios. Reciprocamente, seja

D D

M~L& Jonr\ S D T
(p1") (Pi")
a decomposicao de M em factores ciclicos primarios. Sejam pi,...,p, 08 primos
distintos (isto ¢, nao associados entre si) que aparecem nesta lista. Listemos as

respectivas poténcias que aparecem na decomposicao, na seguinte tabela:

711 012 7
P1 Po et
na1 n22 n
P1 Py jzi
Ts1 T2 T
P17 py° y2n

(onde s é o ntimero de ocorréncias do primo que aparece mais vezes e nj; < ngj <
-+ <ngj, j =1,...,r; eventualmente, alguns dos n;; terao que ser nulos). Seja d;
o produto das poténcias primas na linha ¢:
S S R ¥ ni
di =Pl - ph e p.
E evidente que dy | d2 | -+ | ds. Entao, como as poténcias primas que aparecem

em cada d; sao primas entre si, pelo Lema 5.8 podemos concluir que

D D---P D NL@A@...@ D
(1) (pa®) — 7 {da) (ds)

Se a dimensao da parte livre L é m, entao acrescentamos & lista dos d;’s os ele-

M=L®Tor(M)~L&®

mentos ds41 = -+ = ds+m = 0 e temos a decomposicao de M em factores ciclicos
invariantes.

Em conclusdo, dada a lista dos {p;"}, os d; ficam determinados (a menos de
associados), como acabamos de ver. Reciprocamente, dada a lista dos {d;}, os
{p;”j } sdo as poténcias primas na decomposicao dos d;’s. Logo, a unicidade dos

factores invariantes decorre da unicidade dos divisores elementares acima provada.

Exemplos. (1) Seja

p. b _D_ D D _D_ D D _ D _D
(pr) 03 () 03 (w3 (pa) D) 03 T 3 ()
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a decomposi¢ao de um moédulo M em factores ciclicos primarios. Os seus divisores

elementares sao

D1, D5, D1, D, D3, Pas 1> P3s 3, P
e dispoem-se de acordo com a seguinte tabela:

pop3 P3Py

b1 P% p3 P4

pt 3 p3 Py

Portanto, os seus factores invariantes sao
2 2 4,5 2 5
dy = pipy, d2 = pipapsps, d3 = P1pPap3py;

pelo que a sua decomposicao em factores ciclicos invariantes é

p . D D
(p1p3)  (pipapspa)  (pip3p3p])

(2) Se n € N admite a factorizagao prima n = pj* -+ - p}'*, entao
anzpin D DLy

é a decomposigao do grupo abeliano Z,, (como Z-mo6dulo) em factores ciclicos pri-
marios. Os seus divisores elementares sao os p;" e existe apenas o factor invariante
n.

(3) O grupo abeliano

z z z

G =220 ® Z40 D Z108 = <22><5>@(23><5)@<22><33>

decompoe-se em factores ciclicos primarios da seguinte maneira:

Gwi@z@i@z@i@i
(2 B (2 (B (2 ()

~1y DL DL D Ls DLy D Lor.

Os respectivos divisores elementares sdo entdo as poténcias primas 22, 5,23, 5,22, 33

Consequentemente, os factores invariantes sao

22 x 30 x 50 = 4
22 x 30 x 5 = 20
22 x 33 x 5 = 1080

e a decomposicao em factores ciclicos invariantes é

L4 ® Lo D Z1080-
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6. Mobdulos e anéis noetherianos. Teorema da Base de
Hilbert

A Algebra Comutativa (isto é, o estudo dos anéis e médulos comutativos) é um
ramo da Algebra que, durante a primeira metade do séc. XX, devido ao traba-
lho pioneiro de Emmy Noether (1822-1935) e do seu aluno Emil Artin, aduiriu
um papel central ndo s6 na Algebra mas noutras areas da Matematica (como,
por exemplo, a Geometria Algébrica). Nesta secgao final estudaremos brevemente
os modulos e anéis noetherianos, fechando um ciclo iniciado no primeiro capitulo
(Teorema 2.1) com a caracterizagao dos dominios de factoriza¢do tnica em ter-
mos de cadeias ascendentes de ideais principais: os mddulos e anéis noetherianos

satisfazem uma condigao anéloga.

Ao longo da secgao, A designa um anel comutativo.

MODULOS E ANEIS NOETHERIANOS

Um A-modulo M diz-se noetheriano se toda a cadeia ascende de submoédulos
de M,

My CMyC--- CMC---

estabiliza, isto é, existe k € N tal que
Mg = Mg =---.

Em particular, um anel A diz-se noetheriano se, como A-modulo, é noetheriano.
(Como neste caso os submodulos de A sao precisamente os ideais de A, isto
significa que toda a cadeia ascendente de ideais de A estabiliza; portanto, todo

o dominio de factoriza¢do tnica é noetheriano.)

Proposigao 6.1. Seja M um A-mdédulo. As sequintes afirmacdes sao equivalentes:
(1) M € noetheriano.
(2) Todo o submddulo de M é de tipo finito.

(3) Qualquer conjunto nao vazio { M;}icr de submddulos de M possui um elemento

mazximal.

Demonstra¢ao. (1)=(2): Seja N um submoédulo de um modulo noetheriano M,

gerado por um conjunto S. Se v; € S e N = (v1), ndo ha nada a provar. Caso
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contrario, existe vy € S\ (v1) tal que (v1) C (v1,v2). Prosseguindo indutivamente

obtemos vy, ...,v, € S tais que

(v1) C (v1,v2) C-+- C (v1,...,0n).
Claro que, como M é noetheriano, existe um natural k tal que N = (vq,...,vg).
(2)=(1): Se

MiCMyC---CM,C---

¢ uma cadeia ascendente de submodulos de M, o modulo |J,~; My é de tipo

finito (pois é um submodulo de M). Seja S = {v1,...,v,} um seu conjunto
gerador. Claro que, para cada ¢ € {1,...,r} existe k; € N tal que v; € My,. Seja
ko = max{ki,...,kr}. Entao S C Ulzozl = My,, logo My, = Mpyy1 =--- e M é
noetheriano.

(1)=(3): Seja P = {M,};c; um conjunto nao vazio de submodulos de M. Fixemos
um M7 em P. Se M; é maximal, nao h& nada a provar. Senao, existe um My € P

tal que My C Ms. Procedendo indutivamente, obtemos uma cadeia ascendente
M, CMy,C---CM,.

Como M ¢ noetheriano, existe um natural k tal que My = My 1 = ---. E evidente
que My, é um elemento maximal de P.
(3)=(1): Seja

My CMyC---C M C---

uma cadeia ascendente de submodulos de M. A familia { M}, }ren possui um ele-

mento maximal My, por hipotese. Mas entao My, = My, 41 = --- e M ¢ noethe-

riano. [

Exemplos. (1) Como todo o ideal de um DIP é principal, todo o DIP & noethe-

riano. Em particular, Z e K|x] sdo anéis noetherianos.

(2) Veremos ja a seguir (Teorema de Hilbert) que se A é um anel noetheriano, o
anel dos polinémios A[z1,...,x,| também é noetheriano. No entanto, o A-médulo

Alzy,...,x,] ndo é noetheriano pois nao possui um conjunto gerador finito.

(3) Em qualquer sequéncia exacta de A-modulos
0— My — My — M3 — 0,

M> é noetheriano se e s6 se M; e M3 sao noetherianos.

(4) Se My, ..., My sao submodulos noetherianos de um A-moédulo M e M =
Zle M;, entao M ¢é noetheriano.
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(5) Pela proposigao anterior, se M é um A-moddulo noetheriano, entdo M é de tipo
finito. O reciproco também é valido desde que A seja noetheriano: se A é um anel
noetheriano e M um A-mo6dulo de tipo finito, entao M é noetheriano.

As demonstragoes destes factos encontram-se na bibliografia.

Podemos agora demonstrar o primeiro dos dois teoremas famosos de Hilbert na

area, fundamental para a teoria das variedades algébricas na Geometria Algébrica.

Teorema 6.2 (Teorema da Base de Hilbert). Seja A um anel noetheriano.

Entao o anel de polindmios Alxy,...,x,] € noetheriano.

Demonstragao. Basta demonstrar que A[z] é noetheriano sempre que A é noethe-
riano. Para isso mostraremos que todo o ideal I C A[z] é de tipo finito.

Comecemos por definir ideais I; de A (j =0,1,2,...) da seguinte forma:
e 0c Ij;
e a # 0 pertence a I; se e s6 se existe um polinémio p(z) € I de grau j com
coeficiente de maior grau a; = a (isto &, p(z) = az’/+a;_129 "+ - -+ayz+ay).
Assim,
Ip ={0}U{a | 3p(z) € I: p(z) = a}
L = {0} U{a| 3p(x) € I: plz) = az + b}
Iy ={0}U{a|3p(x) € I: p(z) = ax® + bx + c}, etc.
Estes ideais formam uma cadeia ascendente
Ihch C---ClC---
De facto, se a € I, entdo existe p(x) € I da forma
p(x) = az® + ap_12" ' + -+ a1z + ag;

logo, zp(z) = ax®*t! + ap_12F + - - + a12® + apz € I e, portanto, a € Iy, ;.

Como A é noetheriano, existe kg € N tal que Iy, = Ix,41 = ---; além disso,
os ideais I, ..., Iy, s@o de tipo finito (pela proposigao anterior). Para cada j €
{0,...,ko} seja

I = ({aj1,a42. .. ,ajnj}>.

Por definicao de I; existem polindémios p;j(x) em I da forma
pij(z) = ajix! + - (i=1,...,nj).
Para terminar a demonstragao provaremos que
I=({pji(z) | j=0,1,...,ko, i =1,2,...,n5}).

Seja entdo p(x) = ax® + --- € I um polinémio em I de grau k. Provemos por

inducéo sobre k que p(z) € ({pji(x) | j=0,1,..., ko, i =1,2,...,n;}):
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° Obvio.

. ‘Hipétese de inducao: | o resultado vale para polinémios de grau < k — 1.

° Ha a considerar dois casos:

(1) Se k < ko, entao a € I. Existem, pois, coeficientes b; € A tais que

a = > bjag;. Mas entao p(x) — > %, bipki(x) ¢ um polinémio em
I de grau < k — 1 e, pela hipotese de indugao, pertence a ({pji(x)}).
Logo, p(z) € ({pji(2)})-

(2) Se k > ko, entao a € Iy,. Existem, pois, coeficientes b; € A tais que
a= E?:k(i biak,;. Mas entao p(x) — Z?Zk({ biPkoi(z)2F~*0 & um polinémio
em I de grau < k — 1. Logo, p(x) € ({pji(z)}). "

Deste teorema e da proposicao anterior podemos concluir imediatamente o

seguinte:
Corolario 6.3. Seja A um anel noetheriano. Entao todo o ideal de Alzy,. .., %]
€ de tipo finito. ]
Isto significa que em qualquer ideal I de Alzq,...,z,] existem polindémios

Piy-..,Pm € I tais que todo o polinémio p(x1,...,z,) € I pode ser escrito na
forma

m

p(x1,...,xn) = Zai(xl, e X)) PiT1, ., T)

i=1

(onde os coeficientes a;(z1,...,x,) pertencem a Alxy,...,z,]). Isto justifica o

termo “base” no nome do teorema (mas, em geral, os coeficientes a; nao sao Gnicos).

Para terminar vejamos como estes factos sdo importantes para o estudo das
chamadas wvariedades algébricas, isto é, conjuntos dos zeros de uma familia de
polinémios.

Seja K um corpo e A = K|z, ..., x,] 0 anel dos polinémios a n indeterminadas
com coeficientes em K. Neste caso, podemos interpretar os polinémios p € A como

fungoes p: K™ — K. O conjunto dos zeros de p é o conjunto
Z(p) ={a € K" | p(a) = 0}.

Mais geralmente, dada uma familia de polinomios F' C A, o conjunto dos zeros

desta familia é o conjunto

Z(F)={a€ K" |pla)=0,YVa € K}.
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CONJUNTOS ALGEBRICOS E VARIEDADES ALGEBRICAS

Um subconjunto Y C K™ é um conjunto algébrico se existe FF C A tal que
Y = Z(F). Desta forma, obtemos uma correspondéncia que a subconjuntos
F C A associa conjuntos algébricos de K™.

Chama-se variedade algébrica a todo o subconjunto algébrico Y C K" irredu-

tivel (isto é, que nao pode ser expresso como uma uniao ¥ = Y; U Y3 de dois

subconjuntos algébricos proprios).

Se FC Ael = (F) ¢ o ideal gerado por F, ¢ 6bvio que Z(F) = Z(I). O
Teorema da Base de Hilbert mostra que qualquer conjunto algébrico Y é de facto
o conjunto dos zeros de uma familia finita de polinomios: Y = Z(p1,...,pm)-

Por outro lado, a um subconjunto Y C K™ arbitrario podemos associar o ideal

de A formado pelos polindmios que se anulam em Y:
JY)={pe Alpla)=0,YaeY}.
As correspondéncias F'— Z(F) e Y — J(Y) satisfazem o seguinte:
o Fy CFy= Z(Fy) C2(F).
e V1 CYy=7(Ys) CI(V1).

Quais sao os conjuntos fechados para estas correspondéncias, isto €, os conjun-
tos Y e F tais que Z(J(Y)) =Y e J(Z(F)) = F?
Dado um conjunto O C K™, diz-se que O é aberto se K™ ~. O é um conjunto

algébrico. E um exercicio simples verificar que:

(Z1) 0 e K™ sao abertos.

(22) Se {O;}jes sao abertos, entao (J;c; O; € aberto.

(Z3) Se {O1,...,0n} sao abertos, entao (), O; & aberto.

Portanto, a familia dos abertos de K™ é uma topologia (a chamada topologia de
Zariski). Os fechados desta topologia sdo, por defini¢ao, os conjuntos algébricos.
A condicao sobre cadeias de ideais ascendentes quando traduzida em termos desta

topologia significa o seguinte*: toda a cadeia ascendente de abertos
01C0C---CO,C---

estabiliza, isto é, existe kK € N tal que Oy = Ogy1 =--- ..

4A uma topologia que satisfaz esta condicio chama-se topologia noetheriana.
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Se Y C K™ é um conjunto arbitrario, entdo Z(J(Y)) é o fecho Y de Y na
topologia de Zariski (Exercicios 3.26, 3.27).
O segundo teorema de Hilbert nesta area (o famoso Teorema dos Zeros de

Hilbert®) afirma que

I(2(1)) = VI,

onde /T é o chamado radical de I:
VIi={peA|3ImeN:p"el}.

Em conclusao, os conjuntos fechados para as correspondéncias F' — Z(F) e
Y +— J(Y) sao precisamente os fechados na topologia de Zariski em K™ (ou seja, os
conjuntos algébricos de K") e os ideais radicais de K|x1,...,x,], isto é, os ideais
I C Klzy,...,2,] tais que VI = I. Portanto:

Eziste uma correspondéncia bijectiva entre conjuntos algébricos Y C

K™ e ideais radicais I C Klx1,...,xy).

Nesta correspondéncia, as variedades algébricas correspondem os ideais
6

PTiMmos.
De facto, se Y é uma variedade algébrica e p(z1, ..., 2,)q(z1,...,2,) € I(Y), entao
Y C Z(pq) = 2(p) UZ(q), logo Y = (Y NZ(p)) U(Y NZ(q)); como Y é irredutivel,
vemos que ou Y =Y NZ(p) ouY =Y NZ(q), isto é, ouY C Z(p) ouY C Z(gq), o
que significa que p € I(Y') ou ¢ € IJ(Y); portanto, J(Y') é um ideal primo.

Isto mostra como o estudo de zeros de polinémios esta intimamente relacionado
com o estudo dos anéis comutativos e dos seus ideais e como proposi¢oes sobre
variedades algébricas correspondem a certas proposigdes de Algebra Comutativa

sobre ideais primos e ideais radicais.

5 Nullstellensatz von Hilbert, na designacio alema.
5Note que todo o ideal primo é um ideal radical.
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Exercicios
3.1. Mostre que:
(a) Se ¢: My — My ¢ um homomorfismo de A-modulos, o seu nucleo N(¢)

e a sua imagem Im(¢) sdo submodulos de M e My respectivamente.

(b) Um homomorfismo de Z-médulos é um homomorfismo de grupos abe-

lianos.

(c) Se Vi e V4 sdo espagos vectoriais sobre um corpo K, os K-homomorfismos

¢: V1 — V5 sdo as transformacoes lineares usuais.

3.2. Seja V um espago vectorial sobre um corpo K e T': V' — V uma transforma-

¢ao linear.

(a) Mostre que V' ¢ um K[z]-mddulo quando se define multiplicagao de um
elemento p(x) = apa™ + -+ - + a1z + ag € K[z] por um elemento v € V

por

p(x)v = a,T"(v) + -+ a1T(v) + agv.

(b) Quais s@o os submo6dulos do K [z]-mo6dulo V' 7

(c) Seja V=R"eT:R" — R" definida por
T(v1,..y0n) = (Un, U1, ooy Up—1).
Determine os elementos v € R” tais que (22 — 1)v = 0.
3.3. Seja {M;};c; uma familia de A-modulos. Mostre que:

(a) Dado um A-mo6dulo M e homomorfismos {¢;: M — M;};cr, existe um

tnico homomorfismo ¢: M — [[,.; M; tal que, para cada k € I, o

diagrama
[Lier Mi — My,
A
¢ b
M
comuta.

(b) Tl;cr M; é determinado a menos de um isomorfismo pela propriedade

expressa em (a).
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3.4. Seja {M,;};c; uma familia de A-modulos. Mostre que:

(a) Dado um A-moédulo M e homomorfismos {¢;: M; — M };cr, existe um

tnico homomorfismo ¢: . .; M; — M tal que, para cada k € I, o

el
diagrama

@ie[ M; & My,

¢
\

Pk

comuta.

(b) @,c; M; & determinado a menos de um isomorfismo pela propriedade

expressa em (a).
3.5. Sejam My e My dois submoédulos de um A-modulo M. Prove que:

(a) Se

(1) M = M + Ma,

(2) Myn My = {0},

entao cada v € M escreve-se de modo tinico na forma v +vy € My + Ms.
(b) M = M; & M, se e s6 se as condigoes (1) e (2) se verificam.

(Portanto, My + My = My & My se e s6 se My N My = {0}.)

3.6. Uma sucessao de homomorfismos de A-modulos

®1 @2 Pn

My M,y My

M,
diz-se ezacta se Im(¢;) = N(¢it1), i =1,2,...,n — 1. Mostre que:
(a) Se N C M é um submodulo, entdo a sucessao

0 N—>M—">M/N —=0

¢é exacta.

(b) Se Mj e M sao A-moddulos, entao a sucessao
0—= M —> M ® Mo —> My —>0

é exacta.
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3.7. (Lema pequeno dos Cinco) Considere o seguinte diagrama comutativo de

A-mo6dulos e homomorfismos

0 Mo M3 My 0
2 ?3 ®4
0 No N3 Ny 0

onde as linhas horizontais sao exactas. Mostre que:

(a) Se ¢2 e ¢4 s@o injectivos entdo ¢3 ¢ injectivo.
(b) Se ¢2 e ¢4 sao sobrejectivos entao ¢3 é sobrejectivo.
(c) Se ¢2 e ¢4 sao isomorfismos entao ¢z ¢ um isomorfismo.

3.8. (Lema dos Cinco) Considere o seguinte diagrama comutativo de

A-modulos e homomorfismos

Ml M2 M3 M4 M5
b1 o2 3 P4 5
N Ny N3 Ny Ns

onde as linhas horizontais sao exactas. Mostre que:

(a) Se ¢2 e ¢4 sdo injectivos e ¢1 é sobrejectivo entdo ¢3 é injectivo.
(b) Se ¢2 e ¢4 sao sobrejectivos e ¢5 € injectivo entao ¢ é sobrejectivo.

(c) Se @1, ¢2, ¢4 € ¢5 s@o isomorfismos entao ¢3 é um isomorfismo.
3.9. Considere o R-modulo R e a soma directa R = ., R. Mostre que:

(a) O conjunto A = End(R*>°) das transformagoes R-lineares de R* é um

anel unitario para as operacoes seguintes:

(f +9)((an)nen) = f((an)nen) + g((an)nen)
(f9)((an)nen) = (f © g)((an)nen)-

(b) O anel A da alinea anterior, visto como A-moédulo, satisfaz A ~ A @ A,
isto é, A, além da base singular {1}, também possui uma base com 2

elementos.
3.10. Seja A um anel comutativo. Mostre que:

(a) Se B,C € My (A), entao BC = I,x, implica CB = I, xy.
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(b) Se B é uma matriz m X n, C' é uma matriz n x m, BC = IL,xm, €
CB = I,,«y, entao m = n.

3.11. Seja A um anel comutativo, e M um A-modulo.
(a) Mostre que, se v € Tor(M), entao (v) C Tor(M).
(b) E Tor(M) um submédulo de M ?

3.12. Seja D um dominio de integridade e M um D-moédulo. Mostre que:
(a) Se M é livre entao é livre de torgao.
(b) M/Tor(M) é um D-modulo livre de torgao.

3.13. Mostre que se V é um espago vectorial de dimensao finita sobre um corpo
K e T:V — V uma transformagao linear, entdo V ¢ um KJ[z|-modulo de
torgao.

3.14. Mostre que:

(a) Se ¢: My — M é um homomorfismo de D-modulos, entao ¢(Tor (My)) C
Tor (Mz). Se ¢ ¢é injectivo, entao ¢(Tor (M;)) = Tor (Mz) NIm(¢p). Se
¢ é sobrejectivo com N(¢) C Tor (M), entdao ¢(Tor (M;)) = Tor (Ma).

(b) Se M é um D-modulo, entdao M /Tor (M) é um D-modulo livre de torgao.

(c) Se {M;}ier € uma familia de D-mddulos, entao

Tor (@ M;) = @ Tor (M;).
i€l i€l

3.15. Seja A um anel comutativo. Mostre que End 4(A™) é isomorfo ao anel M,,(A)
das matrizes n x n com entradas em A.

3.16. Determine matrizes diagonais equivalentes as matrizes

36 19 r—1 -2 -1
(a) sobre Z.  (b) 0 x 1 sobre R[z].
16 18
0 -2 -3
3.17. Mostre que se p é um primo, as seguintes duas matrizes de M, (Z,) sao

equivalentes:
0 0 0 0 10 0 0
0 0
000 00 0 01 00
0 00 0 1 0 00 11
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3.18.

3.19.

3.20.

3.21.

3.22.

3.23.

3.24.

3.25.

Seja D um dominio de ideais principais e p1, p2, p3, p4 elementos primos de
D. Determine as decomposi¢oes do D-mddulo

D D . D
(p1p3ps)  (pipspips)  (P3p3DY)

em factores ciclicos invariantes e em factores ciclicos primérios.

Sejam M; e My dois D-moédulos ciclicos de ordens a e b, respectivamente.
Mostre que se mdc(a,b) # 1, entao os factores invariantes de M; & Mz sao

mdc(a, b) e mmc(a,b).
Determine todos os grupos abelianos de ordem 120.

SejaT: V — V uma transformacao linear de um espaco vectorial de dimensao
finita sobre um corpo K e suponha que V' ~ (v) (como K[z]-médulo), onde

ann(v) = ((z — A)™). Mostre que os elementos
{(z =N, (z = Nv,v}
formam uma base de V sobre K.

Mostre que:

(a) Todo o DIP é noetheriano.

(b) Se 0 = M; — My — M3 — 0 é uma sequéncia exacta de A-modulos,

entao My é noetheriano se e s6 se My e M3 sdo noetherianos.

(c) Se My, ..., My sao submodulos noetherianos de um A-moédulo M e M =
Zle M;, entao M é noetheriano.
(d) Se A é um anel noetheriano e M é um A-modulo de tipo finito, entao

M é noetheriano.

Mostre que um anel A é noetheriano se e s6 se todo o ideal I C A é finitamente

gerado.

Seja A um anel comutativo e seja N um submoédulo de um A-médulo M.

Prove que se M ¢ noetheriano, entdo N e M /N também sao noetherianos.

Seja M um moédulo noetheriano e f: M — M um homomorfismo sobrejectivo.

Mostre que:

(a) Para cada n € N, f" é um homomorfismo sobrejectivo e N(f™) C
N(fnJrl)_

(b) Existe um natural k tal que N(f¥) = N(fF+1).
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(¢) f é um isomorfismo.

3.26. Seja K um corpoe A = K[z1,...,x,]. Se F C A é uma familia de polinomios,

designamos por Z(F') o conjunto dos zeros comuns aos polinémios de F':
Z(F)={a€ K" | p(a) =0,Yp € F}.

Um conjunto algébricoY C K™ é um conjunto para o qual existe uma familia
F C A tal que Y = Z(F'). Dado um conjunto O C K", diz-se que O ¢ aberto

se K™~ O é um conjunto algébrico. Mostre que:

(a) 0 e K™ sao abertos.

(b) Se {O;}jes sao abertos, entao | J..; O; é aberto.

jeJ
(c) Se {O1,...,0mn} sao abertos, entao (-, O; ¢ aberto.
3.27. Pelo exercicio anterior, a familia dos abertos de K™ é uma topologia (a cha-

mada topologia de Zariski). Os fechados desta topologia sd@o os conjuntos

algébricos. Mostre que:

(a) A topologia de Zariski em K nao ¢ Hausdorff (ou separdvel, isto &, exis-
tem a,b € K, com a # b, para os quais nao é possivel encontrar abertos
disjuntos O, e Oy tais que a € O, e b € Oy).

(b) SeY CK"eJ(Y)={pe A|pla) =0, Va € Y}, entao Z(IJ(Y)) ¢ o
fecho Y de Y na topologia de Zariski.

Tie

3.28. Mostre que em Z, sendo p'' - - p;'* a factorizagdo prima de a, entao

(a) = (p1---pt)-

3.29. Seja A um anel comutativo e I, I, ..., I, ideais de A. Mostre que:

(a) VVI=VI.
(b) VI I = n;:1lj:ﬂ;:1\/fj'
(c) VIT =1
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Solucgoes de exercicios seleccionados

3.2.

3.3.

(b) W CV é um submodulo de V se e s0 se

(1) W & um subgrupo de (V, +).
(2) p(z) € K[z],v e W = p(x)ve W.

Entao:

Proposigao. W € um submddulo de V' se € sé se € um subespago vectorial de

V' invariante pela transformagao T (isto é, T'(v) € W para qualquer v € W).

Demonstragao.  =-: Aplicando (2) a polinémios p(z) de grau zero obte-
mos av € W para qualquer a € K. Portanto, conjuntamente com (1), isto

assegura que W é um subespago vectorial.

Aplicando agora (2) ao polinémio p(z) = x podemos concluir que zwv, isto &,
T'(v) pertence a W. Assim, W é necessariamente invariante por 7.

A implicacdo reciproca é 6bvia pois é evidente que, usando a hipotese,
p(z)v = a,T"(v) + -+ a1T(v) + apv € W para qualquer polindémio p(x) =
anx™ + -+ a1z + ag € K[z] e qualquer v € W. "

(c) Seja v = (v1,v9,...,v,) € R™. Entao

(22 = 1w =T%*W) —v = (Vp_1,0p, V1, -, Vp_2) — (V1,V2,03,...,0,).
Logo (22 — 1)v = 0 se e s6 se v = V3, Uy = V4, U3 = Vs, ..., Up_1 = V] €
vp = vo. Portanto, se n é par, (z2 —1)v = 0 se e 56 se v = (v1, V2, V1, . ..,V2)
(v1,v2 € R); se n é fmpar, (22 — 1)v = 0 se e 86 se v = (v, v1,01,...,01)
(’Ul S [R).

(a) Seja v € M. A condigao 7 0 ¢ = ¢y (k € I) significa que mp(p(v)) =
¢r(v) para cada v € M, o que implica necessariamente que ¢(v) tenha que
ser igual a (¢x(v))ker. Isto garante a unicidade de ¢. Basta agora verificar
que a aplicacdo ¢ definida deste modo é de facto um homomorfismo de A-
modulos, o que é facil, pois é uma consequéncia imediata da definicao das

operagoes de A-modulo no produto directo [ [, M;:

(v) +d(w) = (Pr(v))rer + (P (w))ker = (P (v) + Pp(w))rer = (Pr(v+

U’) kel = ¢(v +w).

)
e ag(v) = a(pr(v))ker = (apr(v))ker = (Pr(av))ker = ¢(av).
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3.4.

3.7.

(b) Seja N um outro A-modulo e pi: N — My (k € I) homomorfismos de
A-modulos que satisfazem a propriedade expressa em (a). Entao existem
homomorfismos (tinicos) ¢: N — [[.c; M; e : [[;c; Mi — N tais que
TEOo® = pi € pyoy = Ty, para cada k € I. Entao py = provo¢ e mp = mpop)
donde segue, pela propriedade (a), que ¢ = idy e p1p = idl_hez M, Portanto,
N & isomorfo a [[,.; M;.

(a) Para cada v € Mg, tx(v) é o elemento (ef’k)iel de @,c; M; definido por

ok v set=k
e.’ =
! 0 sei#k.

Assim, para cada (vp)rer € @,;c; Mi, se denotarmos por F' o conjunto
finito de indices em I tais que vy # 0, temos (vk)ker = D pep th(Vk).
Logo, ¢((vk)rer) terd que ser necessariamente igual a ) ;- - ¢(¢(vx)). Como

o = ¢ (k € I), entdo necessariamente
S((viker) = D dk(v)-
keF

Isto garante a unicidade de ¢. Como cada um dos ¢ é um homomorfismo
de A-moédulos, é evidente que a aplicacdo ¢ definida deste modo é também

um homomorfismo de A-modulos.

(b) Pode resolver-se de modo analogo a 3.3(b).

(a) Consideremos o diagrama

0—>= My —25 My Lo My — 0
¢2l ¢3k ¢4l
0 Ny 7 N3 7 Ny 0

onde ¢9 e ¢4 sao injectivos e suponhamos que ¢3(mg) = 0. Entao ¢4 f3(ms) =
g3p3(ms) = 0 e, como ¢4 & injectiva, f3(mg) = 0, isto é, m3 € N(f3) =
Im(f2). Assim, existe mg € My tal que fa(mz) = ms. Mas entdo ¢2(mse) €
N(g2) pois gada(ma) = ¢3fa(me) = P3(ms) = 0. Além disso, pela exactidao
da sucessao, N(g2) = {0} (isto &, g2 ¢ injectiva). Portanto, ¢2(mz) = 0.

Finalmente, como ¢ é injectiva, entao mg = 0 e, consequentemente, ms = 0.

(b) Suponhamos desta vez que ¢2 e ¢4 sdo sobrejectivos. Seja ng € Nj.
Pela sobrejectividade de ¢4 existe my € My tal que ¢4(myg) = gs(ns). Mas

pela exactidao da sucessao, Im(f3) = My (isto é, f3 é sobrejectiva), logo



SOLUGOES DE EXERCICIOS SELECCIONADOS 95

3.8.

my4 = f3(m3) para algum m3 € M3. Agora gz¢3(m3) = ¢af3(m3) = g3(ns3),
pelo que g3(¢3(ms3) —n3) = 0, ou seja, ¢3(m3) —n3 € N(g3) = Im(g2). Logo,
¢3(ms) — n3 = ga(n2) para algum ngy € Na, e como ¢ também é sobre-
jectiva, ga(n2) = gaga(me) para algum mo € Ms. Finalmente, ¢3fo(mg) =
g2¢2(m2) = g2(n2) = ¢3(ms) — n3, pelo que ng = ¢3(m3) — ¢3(fa2(m2)) =
¢3(ms — f2(ma)).

(c) Consequéncia imediata de (a) e (b).
(a) Consideremos o diagrama

fi P f3 fa

My Mo M3 M, M;
¢1l ¢2k ¢3l ¢4l ¢5k
Nt =5 No == Ny —5> Ny — > Ns

onde ¢; é sobrejectivo e ¢ € ¢4 sdo injectivos e suponhamos que ¢3(ms3) = 0.

Entao gs¢s(ms) = 0, ou seja, ¢4 f3(ms3) = 0. Logo, pela injectividade de ¢y4:

fs(ms) = 0 < m3 € N(f3) = Im(f2)
= dmg € My: fa(me) = ms3
= dmg € Ma: 0 = ¢3(m3) = ¢3fa(m2) = gap2(m2)
= dmg € My: ¢2(ma) € N(g2) = Im(g1)
= 3dny € Ni: g1(n1) = ¢a(ma).

Como ¢y é sobrejectivo, entdo existe my € My tal que ¢1(mq) = n1 ou

seja ¢2f1(m1) = gio1(m1) = ¢2(ms). Finalmente, pela injectividade de ¢q

decorre que f1(m1) = ma, isto é, my € Im(f1) = N(f2). Logo, 0 = fa(ma) =

ms, € m3 = 0 como desejdvamos demonstrar.

(b) Suponhamos desta vez que ¢1 é injectivo e ¢ e ¢4 sdo sobrejecti-
vos. Seja ng € Ns. Pela sobrejectividade de ¢4 existe my € My tal que

da(ma) = g3(n3). Mas ¢5fs(ma) = gada(ma) = gagz(ng) = 0 logo, pela
injectividade de ¢5, ma € N(f4) = Im(f3). Entao

dms € Mz: my = f3(ms3)
=3mg € M3: g3(n3) = ¢a(m4) = ¢af3(ms) = g3p3(ms)
<dmg € Ms: g3(¢3(msz) —ng) =0
<3dmg € Ms: ¢3(ms3) — n3 € N(g3) = Im(g2)

=dng € Na: ga(ng) = ¢3(m3) — na.
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3.9.

3.10.

Como ¢9 é sobrejectivo, entao existe mg € Ma tal que ¢o(mg) = na e entao

¢3fa(ma2) = gada(mz) = ¢3(m3) — n3, ou seja,

ng = ¢3(m3) — ¢3fa(ma) = ¢p3(m3 — fa(ma)).

(c) Consequéncia imediata de (a) e (b).

(b) R* é o R-modulo livre gerado por N. Seja {e, | n € N} a sua base
canonica (e, = (0,0,...,0,1,0,...)), e consideremos as fungoes fi, fo € A

definidas respectivamente por

en sen épar ent1 se n é impar
fl(en) - 2 L. € f2(€n) = 2 3
0 sen éimpar 0 se n é par.

Quanto & independéncia linear, consideremos uma combinacao linear nula

de f1 e fo, ¢1 0 fi + ¢2 0 fo = 0. Isto significa que, para cada n € N,
¢1(fi(en)) + d2(f2(en)) = 0, ou seja,

o1(e

)=0 sen par

w3

p2(en+1) =0 se n fmpar.
2

E claro que, como {% | n é par} = N = {® | n ¢ impar}, isto significa
ainda que ¢1(e,) = 0 = ¢a(e,) para qualquer natural n. Logo, ¢1 = ¢2 = 0.
Trata-se também de um conjunto gerador de A: cada f € A pode escrever-se

na forma ¢ o f1 + ¢2 o fo onde ¢1(6n) = 9(€2n) € ¢2(€n) = g(€2n—1) para
cada n € N.

Podemos imediatamente estender este raciocinio e obter uma base

{f1>f27"'>fm}

de A com um qualquer ntimero m de elementos:

fl(en):{eg sem\n7 fg(en):{enntl sem | (n+1) L

0 senao 0 senao

Cnim-1y sem|(n+(m-—1
. fm(en)Z{ (=) | (n+( )

0 Senao.

(a) BC = I,x, implica det(B)det(C) = 1, pelo que det(B) € A*. Entao B é
uma matriz invertivel, isto é, existe B~ € M,,(A) tal que BB~! = B™'B =
Ixn. Logo C =I,x,B~' =B ¢ OB = I,,xp.
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3.11.

3.12.

(b) Suponhamos sem perda de generalidade que m > n. Se, por absurdo,

m > n, terifamos:

By BC7 B0y
: (Bg>( L o) (BQQ BQCQ>
onde By,C; € M,(A), By é uma matriz (m —n) x n e Cy é uma matriz

n x (m—mn). Imediatamente terfamos B1C1 = Iixn € BaC2 = I(1—n)x (m—n)-

Entao, por (a), C1B1 = I,xn. Mas, por outro lado,

Inxn:CB:<Cl @)(?

) = (C1B1 + C2Bs.
2

Logo CyBy = 0. A contradigdo desejada é agora 6bvia: By = Bo(CyBy = 0,
Cy = C9B2Cy = 0 e portanto BoCs = 0 seria um bloco diagonal da matriz
BC == Ime.

(b) Pode nao ser, como vimos na demonstracao da Proposi¢ao 4.1: s6 con-

seguimos garantir isso caso A seja um dominio de integridade.

(a) Suponhamos que M é livre, isto é, possui uma base {e;}ic;. Sejam
ve M~ {0} ede D~ {0}. Podemos escrever v na forma

m
V= E 7 eij
Jj=1

para alguns a; € D nao nulos. Multiplicando por d obtemos

m
dv = g daje;, .
=1

Se dv = 0 entao, como os e; sao linearmente independentes, da; = 0 para
j=1,...,m. Como D ¢ um dominio de integridade e d # 0 entao a; = 0
para j = 1,...,m, isto é, v = 0 (um absurdo!). Portanto, dv # 0 para
quaisquer v € M ~ {0} e d € D ~ {0}. Logo Tor(M) = {0}.

(b) Seja v 4+ Tor(M) um elemento nao nulo de M/Tor(M) (portanto v ¢
Tor(M)). Seja d € D~ {0}. Entao d(v + Tor(M)) = dv + Tor(M). Mas
v ¢ Tor(M) implica obviamente dv ¢ Tor(M) pelo que d(v + Tor(M)) # 0,
donde

Tor(M/Tor(M)) = {0}

como desejavamos provar.
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3.16. (a) Usando o Lema 5.3,
Ao=1, A;=mde(12,16,18,36) =2, Ay =36 x 18 — 16 x 12 = 456,

logo di =2/1 =1 e dy = 456/2 = 228. Portanto,

36 12 2 0\
16 18 0 228/

Nota: Se precisarmos de calcular explicitamente as matrizes P e () tais que
Q 'AP =, aplicamos o algoritmo de diagonalizacdo da pag. 71 e procedemos

do seguinte modo:

e 36112~ d=mdc(36,12) =12 = 1 x36+ (—2) x12.

~—~—
p q

Entao r =12/12=1e s = 36/12 = 3. Fazendo

obtemos

12 1 1 12
AP, — 36 _ 0 '
16 18 -2 =3 -20 —-38

0 12/ -20 ~ d=mdc(12,-20) =4 =_2 x12+_1 x(—20).
P q
Entao r = —20/4 = —5 e s = 12/4 = 3. Fazendo

2 1
P{lz p g _ :
r —s -5 =3
obtemos
4 -38
Py tAP = — ,
—38 0 114

o 4488~ d=mde(d, ~38) = 2 = (-9) x4+ (~1) x(~38)
—~—

q
Entdor =—-38/2=—-19es=4/2= 2. Fazendo

-9 -19
P3 = p /r. = ,
q —s -1 -2
obtemos
4 -38 -9 -19 2 0
Py AP Py = = .
0 114 -1 -2 —114 —-228
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Nesta matriz ja 2 | 0 e 2 | 114 pelo que bastara agora usar operagoes

elementares:

2 0 57/;1__4;1;2 2 0 ﬁ 2 0 .
—114 —-228 0 —228 0 228

Ambas as operacOes sdo nas linhas, a primeira corresponde a multi-
plicar a esquerda pela matriz Q1 = T51(57) = I + 57Es;, enquanto
a segunda corresponde a multiplicar, também & esquerda, pela matriz
Q2 = Da(—1) =1 — 2Es9:

1 0 1 0 2 0 2 0
P;YAP Py = - '
Q2 Py APy Py (0 _1> (57 1) (—114 —228) (0 228)
e Concluindo,
—9 —19\ [-10 -21
1 —2) \21 44

P=PPFP=
e

1 0
-1 -1
= P =
Q Q?Ql 2 (0 _1>
pelo que
—-54 -1
©= (109 2 ) '
Portanto,

2 1 12\ (—10 —21 2
B=Q 'AP= 50 0 = 0.
—109 —54) \16 18/ \ 21 44 0 228

Nota: O facto de na matriz diagonal, obtida apds as operagoes elementares,
dy (= 2) dividir logo da (= 228) foi um acaso! Podiamos ter obtido uma
matriz na qual d; 1 d2. O que fazer nesse caso? Por exemplo, suponhamos

que tinha dado d; = 2 e do = 7. Neste caso, continudvamos com a aplicagao

A,:20L1—+[;227
07 0 7))’

o que equivale a multiplicar a matriz & esquerda por

11
Q3=<0 1)-

do algoritmo:
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© 2{7~»d=mdc(2,7)=1=(-2)x2+_1 xT.

p q
Entdo r =7 e s = 2. Fazendo

ne(r )00
q —s 1 -2
s (2 7\ (-3 T\ (1 o0
Q3AP4_<0 7) (1 —2>_<7 —14>'
1 0 77L$L2 1 0
7 —14 0 —14)

o que corresponde a multiplicar & esquerda pela matriz

1 0
- (4 1)
Assim,

carn-(L )0 E ()62

(b) Apg =1, Ay =mdc(xz—1,-2,—1,...) =1;

Ay = mdc (z(z—1),2—1,2—2, —2(z—1),...) = 1 (pois mdc (z—1,2—-2) = 1);
Az = (z—1)(z(z—3)+2) = (z—1)(2® - 32+ 2).

Logod; =1,dy =1eds3 = (z—1)(2% — 3z + 2). Portanto,

obtemos

e Finalmente,

0
A~10 1 0
2

0 0 (z—1)(a?—3z+2)

3.18. Como p1, p2, p3, p4 sa0 primos entre si, usando o Lema 5.8 obtemos

D D D

@ ®
(p1p3ps)  (pip3pips)  (PIP3DY)
D D D D D D D D D D

B I I o e o e R T A o Al e Ay Py o1

Esta tltima é a decomposi¢ao em factores ciclicos primarios. Os respectivos

divisores elementares sao entao as poténcias primas

p17p%ap37p17p§>p§7p4ap?ap%7pi'
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Consequentemente, os factores invariantes sao
2 0 0
p1 X py X p3 X Py

2

pr X p3 X p3 X p4
3 3 2 5
pi X py X p3 X Py
e a decomposicao em factores ciclicos invariantes é

D D . D
(p1p2) ~ (p1pipsps)  (Pipdpipd)

3.20. Seja G um grupo abeliano de ordem 120. Trata-se de um moédulo de tipo
finito sobre um DIP (Z) pelo que podemos aplicar os teoremas da decomposi-
cdo em factores invariantes ou divisores elementares. E claro que Tor(G) = G
pelo que a caracteristica de G é zero e G nao possui componente livre. Logo,

pelo teorema da decomposicao em factores primarios,
A R z
(Pi") (Pi")

onde os p;'* sao os divisores elementares de G. Como

G~

Ezpiu@"‘@zp?t

120:’G|:‘Zp?1@"‘@zp?t|:p?l X o X ppt

entdo pyt X .- X pit = 23 x 3 x 5. Portanto, existem trés possibilidades para
os divisores elementares de G:
o t=3,p" =23 pl? = 3,pi® =5, que corresponde ao grupo ZgBZ3B7s.
o t =4,pit =2,pl? =22 pi® = 3,p)* = 5, que corresponde ao grupo
Iy B2y B 723 Zs.
o t =05,pi" = 2,py% =2,p5® = 2,py* = 3,pt® =5, que corresponde ao
grupo Zo Lo ® 2o ® 735D 5.
Em conclusao, existem trés grupos distintos com 120 elementos.
Nota: Os factores invariantes correspondentes a cada uma destas decompo-
sicoes primarias sao:

o 23x3 x5 = 120, que corresponde ao grupo Z 2 (que é de facto isomorfo

a Zs® 23 P s, pelo Lema 5.8).

2 x 3% x 50 = 2 q 7,07
. , que corresponde ao grupo .
2 % 3 x 5 — 60 q p grupo £2 60
[ 30 x50
e | 2 x 3% x 59 = 2 | quecorresponde ao grupo Zo® Zo® Z3.
i 3 x &5 = 30
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3.24. Pela Proposigao 6.1, basta provar que todos os submédulos de N e M/N sao

3.25.

3.26.

de tipo finito:

e Seja S um submoédulo de N. Entao é um submoédulo de M, logo é de

tipo finito.

e Por outro lado, todo o submoédulo de M/N é da forma S/N onde S
¢ um submodulo de M e N € § € M. Como M é noetheriano, S
possui um conjunto gerador finito {v1,...,v,}. E evidente que entdo
{vi+ N,...,v, + N} é um conjunto gerador de S/N.

(a) f™ é a composigao

e a composicao de homomorfismos ¢ um homomorfismo donde f™ é um ho-
momorfismo. Claro que sendo f sobrejectivo por hipétese, também cada f™
o ¢ (de facto, para cada y € M existe 1 € M tal que f(z1) =y e, por sua
vez, existe xo € M tal que f(z2) = x1, ou seja, f2(z2) = f(x1) = y; conti-
nuando este raciocinio obteremos x,, € M tal que f"(z,) = y). Finalmente,
se ¢ € N(f"), isto &, f*(z) = 0 entdo f"Ti(x) = f(f*(x)) = f(0) =0e
x € N(f*1) também.
(b) A cadeia

N(f) S N(f) S N(f*) C -
é uma cadeia ascendente de submodulos de M. Como M é noetheriano, tera
que existir um natural k tal que N(f*) = N(fF+1).
(c) Basta provar que f é injectivo, isto é, N(f) = {0}. Seja entao z € N(f).

Como f* & sobrejectiva, existe um y € M tal que f*(y) = x. Mas entdo
0= f(z) = f**'(y), ou seja, y € N(f**) = N(f*). Logo = = f*(y) = 0.

(a) Basta observar que K™~ () = K" = Z({0}) e K" ~ K" = () = Z(A) (ou
Z({1}) ou Z({z1,z1 — 1})).

(b) Por hipétese, K"~\O; = Z(F;). Entao K"\J;c; 05 = ;e ,(K"\0;) =
Njes Z2(F}). Mas esta interseccao ¢ claramente igual a Z(U;c; F}), logo esta
provado.

(c) Por hipotese, K" \ O; = Z(Fj) (j = 1,...,m). Entao K" \ /L, 0; =
UjLi (K™ \ 05) = UL, Z(Fj). Basta agora observar que |JiL; Z2(Fj) =
Z(j=1 (F5)):

“C” Se a € Z(F;) entao p(a) = 0 para qualquer p € F;. Consequentemente,
p(a) = 0 para qualquer p € (F;). Portanto, a € Z((jZ, (F})).
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3.27.

3.28.

3.29.

“2” Suponhamos que a € K™ é tal que p(a) = 0 para qualquer p € ﬂT:1<Fj>
Por absurdo, se a ¢ JiL; Z(F;) entdo existem p; € Fj (j = 1,...,m) tais
que pj(a) # 0. Mas entao, como cada p; € (F;), p=pip2...pm € ﬂ;”zl(F]>

e, no entanto, p(a) # 0, uma contradigao.
(b) Z(I(Y)) é o fecho de Y C K™ na topologia de Zariski:
e E um fechado porque é claramente um conjunto algébrico.

e Y C Z(I(Y)) como ¢ evidente.

e Falta s6 mostrar que Z(J(Y')) é o menor fechado (isto é, conjunto algé-
brico) que contém Y. Seja entdo W um conjunto algébrico que contém
Y. Entao Y C W = Z(Fw) para algum Fyy C K™ e

IY) 2IW) = I(Z(Fw)). (%)

Provemos que Z(J(Y)) C W:
Sejaa € Z(I(Y)), isto &, tal que p(a) = 0 para qualquer p € J(Y'). Como
cada ¢ € Fiy C J(Z(Fw)) esta em I(Y) (por (x)), entdao g(a) = 0.

Por definicao,
Viey={bez|IneN: bV e(a)}={beZ|IneN:al|d"}.
Mas
alb"ept-pit | e p | bVi=1,...,t) = pr--pe | b
Portanto \/{a) = (p1---pt)-

(a)
VVI={ac A|a" € VI para algum n € N}
—{acA|IneNImeN: a" eI} =VI.

(b) Primeira identidade: Se a € /I ---I,, entdo existe n € N tal que
a* € I1---I, C L1 Nn---N1I.logo a € VI N---N1I,. Inversamente, se
a € vI1N---N1I., entao existe n € N tal que a™ € Iy N---N I,.. Portanto,
a”=a"-a" --a" € [11Iy--- I, pelo que a € \/T; - - - I,.

Segunda identidade: Sea € v/I; N---N I, entdao a™ € I1N---NI, para algum
n € N, pelo que a € /I; N ---N+/I,. Inversamente, se a € \/I1 N --- N1,

entao para cada j = 1,...,r existe n; € N tal que "™ € I;. Mas entao

amttne — gmoog ¢ 1.1, C I1N---N 1., o que mostra que a €

vhn---nNl,.



104 CariTuLo 3. MODULOS

(c) Como I" C I, entao VI C V. Inversamente, se a € VI entdao a® €
para algum n € N, pelo que a™ =a"---a" € I". Logo a € VI".
r factores

Solugao alternativa: trata-se de um caso particular de (b):




