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SOLUCOES Teste 1 18/10/2013

1. 1, 3, 7 e 9 sao as unidades de Zjg pois em Z,, um elemento a € invertivel se e sé se

mdc(a,n) = 1.

A factorizagao 2 = 2 -6 mostra que 2 é redutivel (pois nem 2 nem 6 sao unidades).
Suponhamos agora que 2|ab em Zjg. Entao ab = 2k para algum k € Zjy. Isto
implica ab — 2k = 10r, isto é, ab = 2(k + 5r), para algum inteiro r. Entao 2|ab em
Z. Como 2 é primo em Z, isto implica 2|a ou 2|b em Z. Imediatamente 2|a ou 2|b

em ZlO-

2. (a-i) Suponhamos que p = 22 + y%, x,y € Z, e  + yi = (a + bi)(c + di) em Z[i].
Entdao p = 2% + y? = (a? + b?)(c® + d?). Logo a? + b é uma unidade de Z (o
que significa que a + bi é uma unidade de Z[i]) ou ¢? + d? é uma unidade de Z
(o que significa que ¢ + di é uma unidade de Z[i]). Uma vez que z,y # 0, entao
2+ yi ndo é nulo nem uma unidade, logo é um primo gaussiano. Além disso, como

p = (z +yi)(x — yi), p ndo é um primo gaussiano.

(a-ii) Se p nado fosse um primo gaussiano, existiriam inteiros de Gauss nao in-
vertiveis a + bi e ¢+ di tais que p = (a + bi)(c+ di), donde p? = (a®+b2)(c? + d?).
Como a? + b e ¢® + d? sdo inteiros # 0,1, —1, s6 podemos ter p = a® + b? ou

p = ¢ + d?, uma contradicdo.

(a-iii) Suponhamos que p = 22 + %2, 2,y € Z. Como p é impar, entdo = é impar e
y € par ou x é par e y é impar. Sem perda de generalidade, admitamos o primeiro

caso: * = 2a + 1 e y = 2b. Entao

p=22+9%=(2a+1) + (20)? = 4a® + 4da + 1 + 40> = 1 (mod 4).!

(b) Pelas alineas anteriores, qualquer primo euclidiano p = 3 (mod 4) (como, por
exemplo, 3, 7, 11, 19) é também um primo gaussiano. Como 2 = (1 +4)(1 —i) e

5=(2+4+14)(2—1), 2 e 5 sao primos euclidianos que nao sdo primos gaussianos.

3. (a) Como é de grau > 1, se f(x) nao fosse primitivo, existiria um inteiro d # 1, —1
que dividiria todos os coeficientes de f(z), ou seja, terfamos uma factorizagao

f(z) =d- g(z) onde d ndo é uma unidade e g(z) também (pois tem grau > 1).

LA implicacdo reciproca também é verdadeira, mas muito mais dificil de provar. Juntando esta
equivaléncia as alineas anteriores podemos concluir que um primo euclidiano p # 2 é um primo gaussiano
se e 86 se p Z 1 (mod4), isto é, p = 3 (mod 4).

Mostrando que existem infinitos primos euclidianos da forma p = 4n+1 e da forma p = 4n+ 3 é possivel
entao concluir que, sendo P o conjunto dos primos euclidianos e G o conjunto dos primos gaussianos,

P\ G e G\ P s@o ambos conjuntos infinitos.



(b-i) Suponhamos I = (f(x)) para algum f(x) € Z[z]. Como d € I = (f(x)),
entao d ¢ multiplo de f(z). Logo gr(f(z)) =0, ou seja, f(x) = a € Z. Por outro
lado, x € I, pelo que também x é multiplo de f(x), isto é, x = ag(z) para algum
g(x) € Z[z]. Em particular, gr(g(z)) = 1. Seja g(x) = bix +bgy (b1,by € Z, by # 0).
Como x = a(byx + by) = abix + aby, entdo 1 = ab; e a é invertivel. Mas a € [
logo I = Z[z]. Isto é um absurdo, uma vez que 1 ¢ I (observe que é impossivel

escrever 1 como soma de um miltiplo de  com um multiplo de d pois d # 1, —1).

Solugao alternativa: Comece por observar que

I ={apz"+ -+ a1z +ag € Z|z] : dlap}-

(b-ii) Claro que existe, pois Z[z] ¢ um DFU, e é claramente igual a {1, —1}.

(c) Como Z é um DFU entao Z[z] ¢ um DFU. Pela alinea anterior ndo é um DIP.




