Solugoes de exercicios seleccionados (capitulos 3 e 4)

3.6. (d) Determine o inverso de 62 — 66 + 8 na extensao simples Q(f), onde 0 # 0 é tal
que 0* — 603 + 902 + 30 = 0.

O polinémio x* — 623 + 922 + 3z = 2(2® — 622 + 92+ 3), do qual 6 é raiz, é redutivel sobre
Q. Como 6 # 0, entdo  é raiz do factor 3 — 622 + 92 + 3. Este polinémio é irredutivel
sobre Q (pelo critério de Eisenstein, p = 3), logo é o polinémio minimo m(z) de 6 sobre Q.
Seja f(r) = 22 — 62+ 8. Uma vez que m(z) = zf(x) +r+3e f(x) = (z—9)(z+3)+35

(o que confirma que mde(m(z), f(x)) = 1), entdo
35 = f(z) — (z — 9)(m(z) — 2 f(z)) = (2* — 92 + 1) f(z) — (z — 9)m(x),

ou seja,

1
L= [(@? = 92+ 1)f(2) - (2~ 9)m(a)].

Substituindo z por  obtemos 1 = 3=(62 — 90 + 1) f(), o que mostra que

(0> —60+8)"' = f(0)! = %(02 —90 +1).

3.9. Seja L uma extensao dum corpo K e 8 € L um elemento algébrico de grau n
sobre K. Prove que todo o elemento de K () se pode exprimir de modo tnico na forma
ag+ a1+ +a, 10" coma; € K (i=0,..,n—1).

Como 6 é algébrico sobre K, K(0) = K[0] = {f(0) | f(z) € K[z]}, como vimos nas
aulas. Seja m(x) o polinémio minimo de 6 sobre K. Para cada elemento f(6) € K[f],
consideremos o polinémio f(x) a ele associado. Dividindo f(x) por m(z) obtemos f(x) =
q(x)m(z) + r(z), onde gr(r(z)) < n. Entao f(0) = q(@)m(0) + r(0) = r(0) e r(0) é
da forma ag + @10 + -+ + ap_10"" com a; € K (¢t = 0,....,n —1). A unicidade desta
representacao é também simples de provar:

Se f(0) = r1(0) = r2(0), entdo r1(0) — r2(d) = 0. Consideremos o polinémio h(z) =
r1(x) — ro(x), que tem grau inferior a n e admite 6 por raiz. Como o polinémio minimo

de 6 sobre K tem grau n, superior ao de h(x), este tem que ser igual a zero, donde

ri(z) = ra(x).
3.13. Seja L uma extensao finita de K. Prove que:
(a) Se [L : K] é um ndmero primo, entdo L é uma extensdo simples de K.

(b) Se 6 € L, entao o grau de 6 é um divisor de [L : K]. Conclua que se tem L = K(0)

se e s6 se o grau de 6 coincidir com [L : K].

(c) Se f(x) € Klx] é irredutivel sobre K e o grau de f(x) é um ntmero primo com

[L : K] e maior do que 1, entdo f(x) nao tem raizes em L.



(a) Se L é uma extensao finita de K todos os seus elementos sdo algébricos sobre K.
Como [L: K| =p>1, existe § € L'\ K. Pelo Teorema da Torre,

p=I[L:K]=I[L:K@O)K(®): K] (1)

Como 0 ¢ K, [K(0) : K] > 1. Mas p é primo, donde sé pode ser [K(f) : K] = p
e [L: K(0)] = 1. Esta ultima igualdade diz-nos que L = K(#), pelo que L é uma

extensao simples de K.

(b) Como, por defini¢do, o grau de 6 coincide com [K(0) : K], por (1) este é um divisor
de [L : K] e coincide com [L : K] se e s6 se [L : K(0)] = 1, ou seja, L = K(0).

(c) Suponhamos, por absurdo, que f(x) tinha uma raiz  em L. Seja m(x) o polinémio
monico associado a f(x). Evidentemente, trata-se do polinémio minimo de 6 sobre
K. Portanto, [K(0) : K| = gr(f(x)) seria um numero primo com [L : K|, o que é

absurdo por (1). Logo f(z) nao tem raizes em L.

3.17. (e) Determine o grau sobre Q e uma base da extensio Q(a, 3), onde a® —a+1 =10

ef?-p=1

Pelo Teorema da Torre, [Q(a, 3) : Q] = [Q(c, 8) : Q(a)][Q(«) : Q]. Como 23 —x + 1 é
irredutivel sobre QQ (pois nao tem raizes racionais), trata-se do polinémio minimo de «
sobre Q. Assim, [Q(c) : Q] = 3 e {1,,a?} é uma base desta extensdo simples. Portanto,
Q(a) = {a+ba+ca? | a,b,c € Q}. Por outro lado, 3 é raiz do polinémio f(z) = 22—z —1.
Sera que este polinémio é irredutivel sobre Q(«)? Sim, pelo exercicio anterior (alinea (c)):
f(z) € Q[z] é irredutivel sobre Q e o seu grau é um ndmero primo com [Q(«a) : Q] e
maior do que 1, pelo que nao tem raizes em Q(«). Como é de grau 3 serd irredutivel sobre
Q(a). Assim, [Q(«, 8) : Q(a)] = 2 e {1, 3 é uma base desta extensao simples. Concluindo,
[Q(, 8) : Q] =6 e {1, 0,02, 8,a83,a?3} é uma base da extensdo dupla Q(«, 3) de Q.

3.19. Sejam a® = 2, w uma raiz cibica da unidade e 3 = wa. Determine a dimenséo e

uma base de Q(«, 3) sobre Q.

Pelo Teorema da Torre, [Q(c,) : Q] = [Q(o, 8) : Q()][Q(c) : Q]. Como 2® — 2 ¢é

irredutivel sobre Q (pelo critério de Eisenstein), trata-se do polinémio minimo de « sobre

Q. Assim, [Q(a) : Q] =3 e {1,a,a?} é uma base desta extensdo simples. Portanto,
Q(a) = {a +ba + ca? | a,b,c € Q}.

Por outro lado, 3 é também raiz do polinémio f(z) = 23 — 2 (pois 3% = w3a?® = 2). Serd
que este polinémio é irredutivel sobre Q(a))? Mas agora este polinémio ja é redutivel sobre
Q(a), uma vez que a é uma das suas raizes. Com efeito, 23 — 2 = (z — ) (2% + az + o?).
Agora dois casos podem ocorrer, ou 3 é raiz do primeiro factor, ou é raiz do segundo

factor:



Caso 1: 3 = a. Neste caso Q(a, 3) = Q(«) e o problema j4 estéd resolvido (a dimenséo é
3 e a base é {1,a,a?}).

Caso 1: 3 # a. Neste caso (3 é raiz de x2 + ax + o?. Agora, para indagarmos da sua
irredutibilidade sobre Q(«), ndo podemos utilizar o Exercicio 3.13 (c), pois este polinémio
nao tem coeficientes racionais. Para verificarmos isso nao temos outra hipdétese senao
investigar directamente se tem alguma raiz em Q(«), ou seja, se existem racionais a,b e ¢
tais que

(a+ba+ca?) +ala+ba+ca?) +a? =0.

Efectuando os célculos em Q(«), esta equagao é ainda equivalente a
(a? + 4bc + 2¢) + (2ab + 2¢% + a)a + (2ac + B> + b+ 1)a? = 0.
Como {1, a,a?} é uma base do espaco vectorial Q(«a) (sobre Q), obtemos

a? +4bc +2¢ =0
2ab4+2c2 +a =0
2ac+ b2 + b+ 1,

que é um sistema impossivel em Q:
Se a,c # 0 entao
a® + 4abc + 2ac = 0
{ 4abc + 4c® + 2ac =0

o que implica a® = 4¢?, ou seja, a/c = V/4 ¢ Q!!!; para a = 0 ou ¢ = 0 temos b>+b+1 =0,
o que é impossivel em Q.

Portanto, 22 4+ az + a? é o polinémio minimo de 3 sobre Q(«). Concluindo, [Q(«, ) :
Q] =6e {l,a,a2,3,a8,a%3} é uma base da extensiao Q(a, 3) de Q.

3.20. Determine para quais dos seguintes polinémios f(x) € K[x] existem extensoes K (o)
tais que f(x) é o polinémio minimo de a:
(a) 2?2 —4, K=0Q. b)2® +2+2, K =17Zs. ()2’ +1, K =17s.

(a) Como x? — 4 é redutivel sobre Q (pois tem raizes racionais), nio existe nenhuma
extensdo Q(a) tal que 2 — 4 é o polinémio minimo de a.

(b) 23 +2+2 também é redutivel sobre Z3 (pois tem raizes neste corpo), logo nio existe

nenhuma extensio Zs(«) tal que 23 + x + 2 é o polinémio minimo de a.
(c) 2% + 1 também é redutivel sobre Zs (pois tem raizes neste corpo), logo nao existe

nenhuma extensio Zs(a) tal que #2 + 1 é o polinémio minimo de .

3.21. Para cada uma das extensoes de QQ indicadas averigie se 6 gera a mesma extensao:

(a) 0=2+ V4, Q(V2).



(b)
(c)
(a)

()

3.23.

0=v2+v3, Qv?2).

0=u?>+u+1, Q(u), comu?+5u—5=0.

23 — 2 é o polinémio minimo de /2 sobre Q, logo [Q(¥/2) : Q] = 3 e Q(V/2) =
{a+bV2+cV4 | a,bc e Q}. Entdo 0 € Q(v/2), pelo que Q(f) C Q(+/2). Por
outro lado, como 0 — 2 = /4, entdo (6 — 2)3 = 4, ou seja, 6 é raiz do polinémio
23 — 622 + 122 — 12. Como este polinémio é irredutivel sobre Q (pelo critério de
Eisenstein), é o polinémio minimo de 6 sobre Q,0 que mostra que também [Q(0) : Q]

é igual a 3.

Concluindo, como Q(6) C Q(¥/2) e dim Q(6) = dim Q(3/2), as duas extensdes coin-

cidem.

Neste caso, as extensoes sdo diferentes, pois 8 ¢ Q(+/2). De facto, § = /2 + /3 €
Q(v/2) implicaria v/2++v/3—+v2 € Q(v/2), ou seja, v/3 € Q(v/2), o0 que é um absurdo,
pois nio existem racionais a e b tais que V3 = a + bv/2: b = 0 implicaria v/3 € Q;
a =0 e b=# 0 implicaria \/gz be Qe a,b+#0 implicaria v/2 = % e QM

Claramente # € Q(u), donde Q(f) C Q(u). Por outro lado, § = u? + u + 1 =
5—5u+u+1=06-—4u, ou seja, u = 6%9 € Q(#), o que mostra que também

Q(0) 2 Q(u). Portanto as extensodes coincidem.

Mostre que z2 + 1 é irredutivel sobre Zs. Sendo u uma raiz deste polinémio

determine o nimero de elementos de Z3(u) e as tabelas de adigdo e multiplicagao.

Para mostrar a irredutibilidade basta verificar que nenhum elemento de Z3 é raiz de z2+1.

Pelo que vimos na pagina 84 dos Apontamentos,

Z3[x]

BRI

={ap + a1z + <1:2 + 1> | ap, a1 € Zs}.

Denotando 0 + <:1:2 + 1>, 1+ <l‘2 + 1>, 2+ <:1:2 + 1>, T+ <932 + 1>, 2x + <x2 + 1>, 14+z+
<1:2 + 1>, 14 2z + <a:2 + 1>, 24+ x4+ <372 + 1> e2+2x+ <:1c2 + 1> por, respectivamente,

0,1,2,u,a,b,c,d, f, as tabelas das operagoes sao as seguintes:

+10 1 2 w a b ¢ d f 01 2 w a b ¢ d f
0/0 1 2 w a b ¢ d f 0j0o 0 0 0O OO 0O 0 O
111 2 0 b ¢ d f u a 110 1 2 w a b ¢ d f
212 0 1 d f uw a b c 210 2 1 a uw f d ¢ b
vu|lu b d a 0 ¢ 1 f 2 u|l0 v a 2 1 d b f c
ala ¢ f 0 u 1 b 2 d al0 a v 1 2 ¢ f b d
blb d uw ¢ 1 f 2 a 0 b0 b f d ¢ a 2 1 wu
cle f a 1 b 2 d 0 u c|0 ¢ d b f 2 u a 1
dld w b f 2 a 0 ¢ 1 d|0 d ¢ f b 1 a u 2
flf a ¢ 2 d 0 uw 1 b f10 f b ¢ d uw 1 2 a




3.25. E possivel, usando régua (ndo graduada) e compasso, construir o ponto
(\/5ﬂ— 3+ \/2 - %,0)
a partir dos pontos (0,0) e (1,0)?

Sejam 61 = V/5v2 — 3 e 0y = \/2 — /2. E facil de ver que 6 é raiz de p(r) = 244622 —41

e 0y é raiz de q(x) = 2% — 62* + 1222 — 10 = 0. O polinémio ¢(z) é claramente irredutivel

sobre Q (pelo critério de Eisenstein) pelo que [Q(f2) : Q] = 6 e 63 ndo é construtivel a
partir dos pontos (0,0) e (1,0). Quanto ao polinémio p(z), também é irredutivel sobre Q,
mas da mais trabalho a verificar isso:

Nao tem raizes racionais (as tnicas possibilidades, +1 e +41, claramente nao o sao).
Assim, se fosse redutivel, a inica possibilidade de factorizagado seria como produto de dois
polinémios de grau 2: x* + 622 — 41 = (ax? + bx + ¢)(a’2x? + b’z + ). Desenvolvendo esta
igualdade chegaremos a um sistema de equagoes, impossivel em @, o que confirma que
p(z) é, de facto, irredutivel sobre Q. Portanto, [Q(f;) : Q] = 4. Como o reciproco do
Teorema 3.8 ndo é verdadeiro (observagao feita a seguir & demonstracao do Teorema) néo
podemos para ja concluir da construtibilidade de #; a partir dos pontos (0,0) e (1,0). No
entanto, o que afirmdmos na Observacio ao Teorema 3.8 dé-nos a resposta: /5v2 — 3
é construtivel pois obtém-se dos ntimeros racionais 2, 3 e 5 por sucessivas aplicagoes das
operagoes de subtraccao, multiplicagao e raiz quadrada.

Concluindo, 61 + 02 nao é construtivel a partir dos pontos (0,0) e (1,0) (se fosse, como
01 é, também (01 + 03) — 01 = 5 seria).

3.26. Seja p um inteiro primo positivo.

(a) Determine a dimensao e uma base da extensao Q(/p + /p) de Q.

(b) Sera possivel construir o ponto (\/p—i- N \/p + /P) a partir dos pontos (0,0) e
(1,0)7

(a) Denotemos o nimero \/m por . Como 6 = p + \/p, entdo (6% — p)? = p,
pelo que 6 é raiz do polinémio ¢(z) = (22 — p)? —p = z* — 2p2® + p(p — 1) € Qx].
Pelo critério de Eisenstein, g(x) é irredutivel sobre Q (basta considerar o primo
p). Portanto, g(x) é o polinémio minimo de 6 sobre Q, pelo que [Q(f) : Q] =4 e

{1,0,62%,63} é uma base desta extensao.

(b) Sim, pela Observagao ao Teorema 3.8 (veja o exercicio anterior).

3.29. Seja L uma extensao de Q. Determine os Q-automorfismos de L para:
(a) L=0Q(v2).
(c) L=0Q(V2,V3).



(a)

3.30.

O elemento /2 tem polinémio minimo z2—2 sobre Q. Pela Proposicao 3.15, qualquer
Q-automorfismo ® : L. — L transforma raizes deste polinémio em raizes do mesmo

polinémio. Existem, pois, precisamente dois Q-automorfismos:

35 QI — QW) 3450 QW2 — QW)
aceQ — a e aceQ +— a

V2 = V2 V2 = V2,

O primeiro é a identidade e o segundo aplica cada elemento a + bv/2 de Q(v/2) em

a— bv/2.

Cada Q-automorfismo ® : L — L é completamente determinado pela sua acg¢ao no
conjunto {v/2,1/3}. A restricio Plgva) Q(v/2) — L é um homomorfismo injectivo
que mantém fixos os elementos de Q. Entao, pela Proposicao 3.15, sé hd duas
possibilidades para esta restricdo, como vimos na alinea anterior: é a identidade
ou aplica cada elemento a + byv/2 de Q(v/2) em a — by/2. Portanto, ® prolonga
o isomorfismo identidade de Q(v/2) ou prolonga o isomorfismo ®_ 3 de Q(V2).
Usando novamente a Proposicao 3.15, como x2—3 é o polinémio minimo de v/3 sobre
Q(\/i), estes dois isomorfismos de Q(v/2) s6 podem ser prolongados a Q(v/2, \/?:)
aplicando v/3 em v/3 ou —v/3. Portanto, sé existem 4 possibilidades para ®: a
identidade e

3(V2) = V2, 3(V3) = V3;
(V2) = V2, (V3) = —V/3;
d(Vv2) = —V2, ®(V3) = —V3.

O grupo de Galois tem, pois, neste caso, 4 elementos, que designamos respectiva-

mente por CI)(), (I)l, (I)Q, <I>3:

Do(a+bV2+cV3) = a+ bvV2+ V3,
P1(a+bvV2+cvV3) = a—bvV2 + V3,
By(a+bV2+eV3) = a+bvV2 — V3,
®3(a+bV2+cV3) = a—bvV2 — V3.

Para as extensoes L de Q do exercicio anterior, calcule os respectivos grupos de
Galois, Gal(L, Q).

Verifique em quais desses casos a correspondéncia de Galois entre os subgrupos do

grupo de Galois e as extensoes intermédias (entre Q e L) é uma bijecgao.



a) No primeiro caso, Gal(L,Q) = {id, ®_ é um grupo isomorfo a Zs.
V2

No segundo caso, o grupo de Galois tem 4 elementos, sendo a tabela do grupo a

seguinte:

o |®d, @ @ &
Qo | P9 P11 P2 D3
& | & By By By
Dy | Dy P53 D9 Py
D3 | D3 P2 P Py

Em conclusao, este grupo é isomorfo a Zo & Zs.

(b) No primeiro caso, as extensoes intermédias sao s6 os préprios Q e (@(\/ﬁ) Como Zo
s6 tem os dois subgrupos triviais ({0} e o préprio Zs), neste caso a correspondéncia

de Galois é uma bijecgao.

No segundo caso, o diagrama com as extensoes intermédias é o seguinte:

Q(v2,v3)

V2) Q(v3) Q(
Q
Alista de subgrupos de Gal(L, Q) é {®o}, {®o, P1}, {®o, 2}, {Po, P53}, {Po, P1, P2, 3}
Neste caso, também ha bijecgao.
3.31.

(a) Determine os corpos intermédios entre Q e Q(\/i, V3, \/5)

(b) Calcule o respectivo grupo de Galois e compare os resultados.

(a) Como 2 x 3 x 5 = 30 tem como divisores 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15 e 30, as extensoes simples

entre Q e Q(v2,v3,V5) sdo Q(v2), Q(v3), Q(v5), Q(v6), Q(v10), Q(v15) e Q(v/30).

Quanto as extensoes duplas, temos:

Q(v2,Vv3) = Q(V2,V6) = Q(V3,V6)

Q(v2,Vv5) = Q(v2,V10) = Q(V5,v/10)
Q(v2,v15) = Q(v2,V30) = Q(v15, v/30)
Q(v3,V5) = Q(V3,V15) = Q(V5,V15)
Q(v3,v10) = Q(V3,v30) = Q(v/10, v/30)
Q(v/5,v6) = Q(V5,V/30) = Q(v/6, v/30)
Q(v6,v10) = Q(v6,V15) = Q(V10, V15).



O diagrama seguinte mostra-nos todas as extensoes intermédias entre Q e Q(\/?, V3, \/5)

Q(v2,v3,v5)

il s

V10)

Q

(b) Resolvido na aula. Neste caso, Gal(L,Q) é isomorfo a Za @ Zs & Zs.

3.32. Considere a extensao L = Q(\/g, V/2) CR de Q.
(a) Como se define o grupo de Galois de L (sobre Q)? Determine-o.
(b) Indique todas as extensdes intermédias de Q em L.

(c) L é uma extensao de Galois de Q7 Justifique.

(a) Seja L = Q(V/3,V/2). Cada ® € Gal(L,Q) é completamente determinado pela sua
accdo no conjunto {v/3,V/2}. A restricio q"@(\/ﬁ) : Q(v3) — L é um homomorfismo
injectivo que mantém fixos os elementos de Q. Entao, pela Proposicao 3.15, s6 ha duas
possibilidades para esta restricdo: é a identidade ou aplica cada elemento a + by/3 de
Q(v/3) em a —by/3. Portanto, ® prolonga o isomorfismo identidade de Q(1/3) ou prolonga
o isomorfismo ®_ 5 de Q(v/3). Pela Proposicao 3.15, como x3 — 2 é o polinémio minimo
de ¥/2 sobre Q(\/g), o numero de prolongamentos de ® a L é igual ao nimero de raizes
distintas de 23 — 2 em L, ou seja, um (que corresponde & tinica raiz v/2). Assim, os dois
isomorfismos de Q(v/3) s6 podem ser prolongados a Q(/3, ¥/2) aplicando /2 em /2, pelo
que existem exactamente duas possibilidades para ®: a identidade ou

(V3) = —V3, ®(V2) = V2.
O grupo de Galois tem pois dois elementos:

Bo(a+bV3+cV2) =a+bV3+cV?2,



B1(a+bV3+cV2) =a—bV3+cV2

Neste caso, Gal(L,Q) é isomorfo a Zs.

(b) Note que Q(v/3v/2) = Q(v/3, V/2), pelo que as tinicas extensoes intermédias de Q em

AN
\ /

(c) Nao, pois [L : Q] = 6 mas |Gal(L,Q)| = 2 (e pelo Teorema 3.21, se |Gal(L, K)| é

diferente de [L : K], entdo L nao é uma extensao de Galois de K).

3.42. Mostre que se f(z) é um polinémio irredutivel de grau 3, entdao Gal(f(z),Q) = A3
ou Gal(f(z),Q) = Ss.

Ver solugao do Exercicio 3.43.
3.43. Considere um polinémio f(x) irredutivel, de grau 3, escrito na sua forma reduzida
23 + px + ¢, e as suas trés raizes complexas distintas a, b, e c.

a+b+c=0
(a) Verifique que ¢ ab+ac+bc=p
abc = —q.

(b) A partir da alinea anterior, mostre que ((a — b)(a — ¢)(b — ¢))? = —4p> — 27¢>.

(c) Seja D o ntimero —4p3 — 27¢® da alinea anterior. Prove que se VD € Q e ® €
Gal(f(z),Q), entdo ®(v/D) = V/D e, portanto, Gal(f(x),Q) = As.

(d) Prove que se vD ¢ Q, entdo Q(v/D) estd na extensio de decomposicio de f(z) e
portanto, Gal(f(z),Q) = Ss.

(a) Basta observar que 2 +px +q = (z — a)(x — b)(z — ) é equivalente a 23 + pr + q =
23+ (—c—a —b)z? + (ab+ ac + be)x — abe.

(b) Basta, com um pouco de paciéncia, desenvolver ambos os membros (substituindo,

no segundo, p por ab + ac + bc e g por —abc), até as expressoes coincidirem.

(c) Pela Proposicao 3.19, Gal(f(x),Q) é isomorfo a um subgrupo de S3. Seja @ €
Gal(f(x),Q) = Gal(Q(a,b,c),Q). Por defini¢ao, ®, sendo um Q-automorfismo, tera
que preservar os racionais, logo ®(v/D) = VD, isto é, ®((a — b)(a — c)(b —¢)) =

(a —b)(a — ¢)(b — ¢). Consequentemente,

(®(a) — (b)) (®(a) — @(c))(2(b) — @(c)) = (a = b)(a —c)(b—c). (2)



Mas ® permuta as raizes a, b e ¢ entre si. Para que se cumpra (2), essa permutagao

nao pode ser impar (se fosse impar teriamos

(@(a) — @(b))(®(a) — 2(c))(2(b) — @(¢)) = —(a = b)(a — ¢)(b - ¢)).

Sobram assim s6 as 3 permutagoes pares para eventual definigao de Q-automorfismos
de Q(a, b, c). Nao é dificil ver que todas elas definem de facto Q-automorfismos de
Q(a, b, c), pelo que Gal(Q(a,b,c),Q) = As. Esta conclusdo também se pode tirar
do seguinte: como, pelo Teorema 3.21, se tem |Gal(Q(a,b,c), Q)| = [Q(a,b,c) : Q],

bastard mostrar que [Q(a, b, c) : Q] > 3, o que é simples:
[Q(a,b,¢) : Q] = [Q(a, b, ¢) : Q(a)][Q(a) : Q] = 3, pois [Q(a) : Q] = gr(f(z)) = 3.

(d) Neste caso, se VD ¢ Q, j4 ®(v/D) nio precisa de ser igual a VD, e as per-
mutagoes impares também definem elementos de Gal(Q(a,b,c),Q). Consequente-

mente, Gal(Q(a,b,c),Q) = Ss.

3.47. (a) Sejam p um numero primo, e f(z) € Q[z] um polinémio irredutivel de grau p.
Mostre que se f(z) tem exactamente duas raizes complexas nao reais, entdo Gal(f(z), Q)

é o grupo simétrico S, e portanto f(x) nao é resolivel por radicais.
Basta fazer o mesmo que na demonstragao do Corolério 3.28 (Teorema de Abel-Ruffini).

3.48. Mostre que os seguintes polinémios f(z) € Q[z] ndo sdo resoliveis por radicais:
(a) 22° — 10x + 5. (c) x® —62% +5.
(b) 225 — 5z + 20. (d) 27 — 1025 + 152 + 5.
Fazendo o estudo e esboco das respectivas funcdes (ou, alternativamente, usando

métodos da Matematica Numérica para localizacao de raizes, ou utilizando algum software

como o Mathematica ou Maple) nao é dificil confirmar que:

(a) este polinémio tem exactamente 2 raizes complexas nao reais. A conclusao segue do
Exercicio 3.47 (a).

(b) este polinémio tem exactamente 4 raizes complexas ndo reais. A conclusao segue do
Exercicio 3.47 (b).

(c) tem exactamente 2 raizes complexas nao reais. A conclusao segue do Exercicio 3.47
().

(d) tem exactamente 2 raizes complexas nao reais. A conclusao segue do Exercicio 3.47

(a).

4.3. Seja F a extensdo de decomposigao de 22 — 2 € Zs[z].
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(a) Descreva o corpo F' e indique um gerador de F* = F'\ {0}.

(b) Qual é o subcorpo primo de F'?

(a) F é o corpo

={ao+ a1z + <x2 - 2> | ag, a1 € Zs}.

Denotando o elemento ag + a1z + <x2 — 2> por apai, as tabelas das operacoes de F' sao as

seguintes:

4+ 100 01 02 10 11 12 20 21 22
0oj00 01 02 10 11 12 20 21 22
01701 02 00 11 12 10 21 22 20
02102 00 01 12 10 11 22 20 21
1010 11 12 20 21 22 00 01 02
11 (11 12 10 21 22 20 01 02 00
12112 10 11 22 20 21 02 00 O1
20120 21 22 00 01 02 10 11 12
21121 22 20 01 02 00 11 12 10
22122 20 21 02 00 01 12 10 11

00 01 02 10 11 12 20 21 22
00|00 00 00 00 00 00 00 00 O00
01|00 20 10 01 21 11 02 22 12
02|00 10 20 02 12 22 01 11 21
10|00 01 02 10 11 12 20 21 22
11100 21 12 11 02 20 22 10 O1
12 (00 11 22 12 20 01 21 02 10
20100 02 01 20 22 21 10 12 11
21100 22 11 21 10 02 12 01 20
22100 12 21 22 01 10 11 20 02

O elemento 11 é um exemplo de gerador de F™*.
(b) {00,10,20} = 3.

4.6. Construa um corpo finito de ordem 16 e determine todos os geradores do seu grupo

multiplicativo.

Relembre a construgao do corpo M nas paginas 88-90 dos Apontamentos. A lista dos

elementos primitivos de M é ¢, f, g, h,,j,1,n.
4.7. Construa um corpo com 27 elementos.
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Uma vez que 27 = 3 X 3 x 3, pelo processo de construcao usado no exercicio anterior
(baseado no Teorema de Kronecker), teremos que comegar com um polinémio de grau 3

irredutivel sobre F3. Por exemplo, o polinémio p(z) = 2> + 2z + 1. Seja L o corpo

= {ag + a1z + asz® + (p(x)) | ag, a1, as € Z3}

constituido pelas 27 classes definidas pelos restos da divisao dos polinémios de coeficientes
em Z3[x| por p(z). Este corpo terd exactamente 27 elementos. Com um pouco de paciéncia

nao sera dificil escrever as tabelas das operacoes de L.
4.8. Indique, justificando, o niimero de corpos nao isomorfos de ordem inferior a 100.

Pelos Teoremas 4.1, 4.3 e 4.4 a lista de corpos nao isomorfos de ordem inferior a 100 é a
seguinte:
Fpn @ p primo,n € N, p™ < 100.

Portanto, o seu ntimero é dado pelo nimero de poténcias de primos, inferiores a 100, ou
seja 34:

2,2%,2%, 24 2° 203,32 33 31 5 5%, 7,7

11,13,17,19,23,29, 31,41, 43,47,53,59,61,67,71,73,79, 83,89, 97.

4.10. Liste os subcorpos do corpo Fos6. Qual deles é o subcorpo primo?

Basta usarmos o Teorema 4.5. Como 256 = 28, a lista de subcorpos de Fos6 é Fo, Fy, Fig,

Fa56. Fo € 0 subcorpo primo.

4.11. Usando resultados sobre corpos finitos, mostre que se p é um nimero primo e r

divide n, entao p” — 1 divide p™ — 1.

Se p é um numero primo e r divide n, entao [F,» é um subcorpo de F,». Em particular,
(Fpr)* = (Fpr \ {0}, ) é um subgrupo de (Fpn)* = (Fpn \ {0}, -) pelo que |(Fpr)*| =p" — 1
divide |(Fpn)*| = p™ — 1.

4.13. Através de um comando & distancia de uma televisdo podem ser efectuadas 20
operagoes: escolher entre 18 canais diferentes (0-17), aumentar (A) ou diminuir (D) o

volume. A tabela indica trés codigos decimais para transmitir essa informacao.

ot |20 0o i AD |
cil oo [ ot o2 [ oo [ 10 [ 1 [ 1m [ 18 | 19
Cy | 0000 | 0101 | 0202 |--- | 0909 | 1010 | 1111 |- [ 1717 | 1818 | 1919
Cs | 00000 | 01011 | 02022 | --- [ 09099 | 10109 | 11118 | --- [ 17172 | 18181 | 19190

(a) Determine a distancia minima de cada um dos trés cédigos.
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(b)
(c)

4.14.

Diga quais dos c6digos detectam e/ou corrigem erros singulares.

Um receptor de televisao recebe informagao do comando utilizando o terceiro cédigo.
Sempre que possivel diga o efeito gerado pela recepcao das seguintes mensagens:
15154, 13144, 19191.

5(01) = 1, 5(02) =2e 5(03) = 3.

O cddigo (5 detecta, mas nao corrige, erros singulares, enquanto C's detecta e corrige

erros singulares.

A palavra 15154 pertence a C3 pelo que o receptor efectua a operagdo correspon-

dente: muda para o canal 15.

A palavra 13144 nao pertence a C3 pelo que o receptor detecta o erro; no entanto,
nao realiza nenhuma operacao pois nao tem capacidade para o corrigir, uma vez que
se trata de um erro duplo: d(13144,¢) > 1 para qualquer ¢ € (3, havendo mais do
que uma palavra a distancia 2 de 13144 (nomeadamente, as palavras 13136, 14145
e 15154).

A palavra 19191 nao pertence a (3 pelo que o receptor detecta o erro; como
d(19190,19191) = 1, esse erro é singular e a mensagem correcta é 19190, corres-

pondente a operagao D (diminuir o volume).

Seja C o cédigo (7, 3)-linear bindrio definido pela matriz
1 101 000
1 110100
1100010
1010001

Qual é o nimero de palavras de C?
Calcule a distancia minima §(C). Poderd C detectar erros singulares? E corrigir?

Corrija, caso tal seja possivel, os erros nas seguintes mensagens: 0001000, 1011110.

Trata-se de um coédigo sobre Fo com palavras de comprimento 7, com 4 digitos de
controle. Assim, C contém |F3| = 8 palavras: 0000000, 0010101, 0101110, 1001111,
1100001, 1011010, 0111011, 1110100.

0(C) = 3. Corrige erros singulares.

A palavra correcta correspondente & mensagem 0001000 é 000000, enquanto que a

palavra correcta correspondente a mensagem 1011110 é 1011010.
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4.17. As matrizes Hi, Hy e Hj3 seguintes determinam trés cédigos lineares binarios.

1000110
11100 10 001
0100111
H=|11010 Hy=10 1011 H3 =
0010110
01001 0 0111
0001101

Para cada um desses cédigos, responda as seguintes questoes:

(a) Determine o comprimento do cédigo e o nimero de digitos de controlo.
(b) Calcule a distancia minima e descreva o conjunto das mensagens.
(c¢) Poderao estes codigos ser usados para detectar e/ou corrigir erros singulares?

(d) Supondo que os trés ultimos digitos da mensagem sao 011, diga se esta mensagem

pode pertencer ao cédigo e determine a mensagem completa.

(a) Hy e Hy definem cédigos (5,2)-lineares enquanto Hs define um cédigo (7,3)-linear.
Portanto, nos dois primeiros casos o comprimento é 5 e ha 3 digitos de controle,

enquanto que no segundo o comprimento é 7 e tem 4 digitos de controle.

(b) (solugdo para Hy) A distancia minima é 3. Uma palavra ¢ = xjx9x32475 faz parte

do cédigo se e s6 se Hocl = 0, ou seja,

1+ x5=0 T = Ts
To+rg+a5=0 & ¢ T2=1o4+ x5

T3+ 24 +x5=0 X3 = T4 + Ts.
Portanto, as mensagens sao da forma
(xf)a T4+ T5,24 + Ts5, Xg, $5) = 113‘4(0, 17 17 17 0) + $5(1, 17 17 07 1)

com x4,75 € Zo (isto é, o conjunto das mensagens é o subespago vectorial de Z3
gerado pelos vectores (0,1,1,1,0) e (1,1,1,0,1)). O cédigo é pois formado por 4
mensagens: (0,0,0,0,0), (0,1,1,1,0), (1,1,1,0,1), (1,0,0,1,1).

(¢) (solugdo para Hs) Sim, detecta e corrige erros singulares.

(d) (solugdo para Hy) Sim: (1,0,0,1,1).
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