Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra Exame de Algebra I

Duragao: 2h30m 19/01/07

Justifique convenientemente as suas respostas e indique os principais calculos. ‘

TQ(Z):{[‘S i] \a,b,cez}

das matrizes triangulares superiores sobre Z (com a adi¢ao e multiplicagdo usuais de matrizes).

1. Considere o anel

0 b
(a) Mostre que I = { [ 0 ] | b,ce Z} é um ideal de T»(Z).
c
(b) Determine o anel quociente T5(Z)/I e mostre que é isomorfo ao anel (Z, +, ).

2. Determine:

(a) O menor subanel de Z que contém o 3.

(b) As raizes racionais do polinémio p(x) = 2z* — 723 — 922 + 122 — 3 € Q[z].
(c) A decomposicao de p(x) em factores irredutiveis sobre Q.

(d) Uma base da extensao algébrica Q(«) (onde a ¢ Q e p(a) = 0).

(e)
(f) O grupo de Galois da extensdo Q(v/3) de Q.

O inverso de « na extensao da alinea anterior.

3. Para as afirmacoes seguintes, escreva uma prova se a afirmacao é verdadeira, caso contrario

apresente uma justificagao sucinta da sua falsidade:

(a) A funcdo f : Z — Z definida por f(n) = 3n é um homomorfismo de grupos mas nao é

um homomorfismo de anéis.

(b) E possivel, usando régua e compasso, construir um cubo com volume igual ao de uma
esfera dada.

(c) Se A é um anel, o anel de polinémios A[x] é de ideais principais.

(d) Se K é um corpo finito, o nimero de elementos de K é da forma p", para algum primo

p e algum natural n.

(e) O cédigo (7,4)-linear bindrio definido pela matriz

1001101
0101011
0010111

corrige erros duplos.

4. Seja M um ideal maximal de um anel (4, +, ). Prove que M é o tnico ideal primo de A que
contém M? = {ab | a,b € M}.
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