Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra Algebra 11

Solugoes

Teste 2 08/11/06

Os dois primeiros grupos de questoes sao de escolha multipla; uma resposta certa tera a cotacao

madxima que lhe for atribuida e uma resposta errada perderd metade dessa cotagao (desde que a

nota do teste permanega nao negativa).

1. Em cada uma das alineas seguintes indique o valor 1égico das afirmacoes:

(V: verdadeira; F: falsa) V F

(a)

Seja A um anel. Entao um polinémio p(z) € Afz] de grau n nao pode

ter mais do que n raizes. -
[Por exemplo, em Zg[x], o polinémio x?+ x, de grau 2, tem

quatro raizes: 0,2,3,5.]

Em Zs[z], mde(z? + 22 + 222 + 2+ 1,23 + 322 + 2+ 3) =22 + 1. -
[Seguindo o Algoritmo de Euclides:

st a3+ 202+ + 1= (23 +322+2+3)(z +3) + 222 + 2,

34322+ +3=(2224+2)(3x +4).

Portanto, (z*+ a3 +222 +2+ 1,23 +322 + 2 +3) = (2202 +2) = (22 +1).]

Se p(x) € Z[x] é um polinémio ménico, entdo qualquer raiz racional

de p(x) é inteira. -
[Se p(z) =2" +a, 12" ' +---+ax+ag e ¢/d (escrito na forma reduzida)

é raiz de p(z), entdo " +ap_ 1" td+ - +ajcd” ! +apd” =0,

isto &, " = —(ap_1c" td+---+ajcd” ! +apd®). Como d divide

o segundo membro, terd que dividir o primeiro membro, ou seja c".

Mas mdc(c,d) =1, logo necessariamente d =1 e ¢/d é inteiro.]

Se D é um dominio de integridade, um polinémio redutivel de D[x]
tem necessariamente raizes em D. -

[Por exemplo, em R[z], (2?+ 1)? é redutivel mas nio tem raizes reais.]

2. Indique quais dos seguintes polinémios sao irredutiveis sobre o anel indicado

colocando, em cada alinea, uma cruz na coluna correcta:

(S: é irredutivel; N: nao € irredutivel)

S
(a) p(x) =22°0 — 21 +182° —92% + 62 - 3, A = Q. -

(b)

[Porque p(z) é de grau > 2 e tem uma raiz racional: 1/2.]

p(z) =3z +6, A=17. 3

[Porque p(z) =3(z+2), e 3 e x+2) nfo sdo invertiveis em Z[z].]



3. (a)

(b)

Sim, uma vez que 22 + x + 1 é um polinémio irredutivel sobre Zs (pois ndo tem raizes

em Zg).

Como 23 = (22 + 2+ 1)(x + 1) + 1, entdo 23 + I = 1 + I. Portanto
(@P+D =01+ =14+1

Por definigdo, Zo[x]/I = {f(x) + I | f(x) € Zz[z]}. Mas, dividindo f(z) por 2% + x + 1,
obtemos f(z) = (22 + x4 1)q(z) + r(x) onde gr(r(x)) < 1. E claro que entdo f(x)+1 =
r(xz) + I. Portanto

Loz]/I = {r(z)+I|r(x) € ZLo[z], gr(r(x)) < 1}
= {0+, 1+T,z+11+z+1}

é constituido pelas classes definidas pelos restos da divisao dos polinémios de coeficientes
em Zs|x] por 2% + x + 1.
Denotando 041 por 0, 1+ 1 por 1, x+ I por a e 1 +x+ I por 3, as tabelas das operagoes

de L sao as seguintes:
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Por exemplo,
a+f=@@++Q4+z+1)=1+1=1

af=z(l+z)+T=c+2>+I1=14+T=1.




