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O primeiro grupo de questoes é de escolha multipla; uma resposta certa tera a cotacao maxima que

lhe for atribuida e uma resposta errada perderd metade dessa cotacao (desde que a nota do teste

permanega nao negativa,).

1. Em cada uma das alineas seguintes indique o valor 1égico das afirmacgoes:

(V: verdadeira; F: falsa)

(a)

O polinémio z? + 422 + 6 é irredutivel sobre Q mas é redutivel sobre Z;.
[Sobre QQ: pelo Critério de Eiseinstein (p=2).

Sobre Zij: pelo critério das raizes (1 é raiz).]

R é uma extensao algébrica de Q.

[R contém nimeros, como 7 ou e, que s8o transcendentes sobre Q,

pelo que se trata de uma extens8o transcendente de Q.]

O numero real \/m é algébrico sobre Q.

[Basta observar que V2 - V2 & raiz do polinémio (22 —2)% = -2,
que tem coeficientes raciomais.]

O numero real \/m é construtivel, por régua e compasso, a partir de Q.
[A dimensdo [Q(v2— v/2):Q], sendo igual a 6, ndo é uma potédncia
de 2, pelo que o niumero nfo poderd ser construtivel.]
[Q(¥/3,1) : Q] = 6.

[Pelo Teorema da Torre, [Q(/3,4): Q] = [Q(+/3,4): Q(v/3)] [Q(/3) : Q].
0 polinémio minimo de /3 sobre Q é o polinémio x3 -3, pelo que
[Q(¥/3): Q] =3. Por outro lado, 2> +1 é o polinémio minimo de i

sobre Q(f/g) (a irredutibilidade segue do facto das suas duas
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raizes nio serem reais e Q(v/3) CR). Portanto, [Q(+/3,7):Q(V/3)] =2,

donde [Q(V/3,i):Q] =6.]

2. Determine o inverso do elemento 62 —66+8 de Q(6), onde 6 é raiz do polinémio x> — 622 +9z+3.

O polinémio z3 — 622 + 92 + 3 é irredutivel sobre Q (pelo critério de Eisenstein, p = 3),

logo é o polinémio minimo m(z) de 6 sobre Q. Seja f(x) = z2 — 6z + 8. Uma vez que
m(z) =zf(z)+x+3e f(z) = (z—9)(x+3)+ 35 (0 que confirma que mde(m(z), f(z)) = 1),

entao

35 = f(z) — (z = 9)(m(z) — v f(z)) = (¢ — 9z + 1) f(z) — (z — 9)m(x),



ou seja,

1= o[~ 92+ D)) — (2~ 9m(@)]

Substituindo z por 6 obtemos 1 = 3=(62 — 96 + 1) f(), o que mostra que

0> —60+8)" ' =f(0)' = %(92 —90+1).

. Determine o grupo de Galois da extensdo Q(v/3) de Q.

O elemento v/3 tem polinémio minimo z* — 3 sobre Q. Portanto,
Q(V3) = {ap + a1 V3 + agV/9 + a3 V27 | ag, a1, az, a3 € Q} C R.

Para definir um Q-automorfismo ® de Q(+/3) basta definir a imagem de v/3 por ®. Pelos
resultados das aulas teéricas, qualquer Q-automorfismo ® : Q(v/3) — Q(+/3) transforma v/3
numa raiz em Q(+v/3) do mesmo polinémio. Como Q(v/3) C R, além de /3, s6 mais uma
das quatro raizes complexas de z* — 3 pertence a Q(%): o ntdmero —+v/3. Existem, pois,

precisamente dois Q-automorfismos:

By Q(YE) — Q3 By Q(YE) — Q)
aeQ +— a e aeQ a
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O primeiro é a identidade e o segundo aplica cada elemento ag + a1v/3 + asv/9 + a3v/27 de
Q(v/3) em ag — a1 v/3 + aav9 — azv/27. Portanto, Gal(Q(v/3),Q) = {id, ®1}, que é um grupo

isomorfo a Zs.




