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1.

2.

(a)

(a)

(b)

Z é todo o anel logo nao é maximal.

47 nao é maximal pois 47 C 27 C Z.

37 é maximal pois sendo Z um dominio de ideais principais, um ideal I =< n >=
nZ é maximal sse n é primo.

6x + 6 é de grau 1 logo é irredutivel em R[z]| (pois R é um corpo).

2?2 + 4 tem grau 2 e nio tem raizes reais, logo ¢ irredutivel em R[z].

23 4+ 1 tem grau 3 logo é redutivel em R[z] (tem-se 23 +1 = (z +1)(z2 — 2+ 1)
em Riz].

272 +2 = 2(2? 4+ 1) em Z[z] e nem 2 nem z? + 1 sdo unidades de Z[x], pelo que
222 + 2 é redutivel em Z[z].

23+ 322 4+62+3 é irredutivel em Q[x] pelo critério de Eisenstein e como é ménico
entao é irredutivel em Z[z].

22 —1=(z—1)(z+1) enem x — 1 nem z + 1 sdo unidades de Z[z], logo 2 — 1

é redutivel em Z|x].

Um polinémio p(z) € K[z] diz-se o polindmio minimo de 6 € L sobre K se é
moénico, irredutivel sobre K[z] e admite 6 como raiz.

(i) Seja @ = /1 ++/3 €R. Como 62 =1+ +/3 entdo 62 — 1 = /3 e, portanto,
(6% —1)% = 3. Assim 0% —26? —2 = 0 pelo que 6 é raiz de x* — 222 —2 € Q[z].
Este polinémio é irredutivel em Q[z], pelo critério de Eisenstein (tomando
p =2), e é assim o polinémio minimo de # sobre Q.

(ii) Os elementos de Q(v/3) sdo da forma a + bv/3, com a,b € Q. Comecemos
por observar que 6 ¢ Q(v/3):

0cQ(V3)=3a,beQ:V1+V3=a+b/3=1+3=a>+2abV3+3b?

S1=a?+30%1=2ab< a,b#0,a= 9,1 =7 +3b° = 4> =1+ 12b*

S 1208 -4 +1 =0 b = 4i2v4_32 ¢ Q, um absurdo!

Entao o polinémio minimo de @ sobre Q(v/3) tem grau > 2. Por outro lado,
0 é raiz de 22 — (1++/3) € Q(v/3)[z], pelo que é este o polinémio minimo de
6 sobre Q(v/3).



(b)

(iii) [Q(0) : Q] é igual ao grau do polinémio minimo de 6 sobre Q, isto é, 4. Uma

base desta extensao sobre Q é entdo (1,6,62%,6%) isto é,

(1,\/1+\/§,1+\/§,(1+J§)\/1+J§>.

Se d € D — {0}, entao para quaisquer z,y € D,
dr=dy<sdr—dy=0<dz—-—y)=0=>z—-y=0cz=y,

0 que mostra que ¢4 ¢é injectiva.

Se D é finito entao, para cada d € D — {0}, sendo injectiva, ¢4 é imediatamente
bijectiva. Portanto, existe ¢ € D tal que ¢4(c) = 1, isto é, dc = 1. Isto significa

que qualquer d € D — {0} é invertivel e D é um corpo.

O polinémio p(z) = 3 + 222 + 1 tem grau 3 e nao tem raizes em Zs logo é
irredutivel em Zs[z| (de facto, p(0) =1, p(1) =4, p(2) =2, p(3) =1 e p(4) = 2).
Portanto, o ideal (p(z)) é maximal em Zs[x] e K = Zs[z]|/(p(x)) é um corpo.

Tem-se

K = {ao+ a1z + axz® + (p(z)) | ag,a1,as € Zs}
{ao + a0 + a292 | ap,a1,a2 € Z5}
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com 0% = —26% — 1 = 362 + 4.

Cada elemento de K admite uma tinica expressio ag+a10+a202, com ag, a1, as €
Zs, pelo que |K| = 5% = 125. Como Z5 C K e a caracteristica de Zs é 5, obtemos
car(K) = 5. Por outro lado, [K : Zs] = 3 j4 que (1,6,6?) constitui uma base do

espaco vectorial K sobre Zs.

Seja p(z) = x* — 323 + 222 + 22 — 4. Se p(1 +14) = 0 entdo p(1 — i) = 0 (pois
em geral, se a + bi é raiz de p(z) também a — bi é raiz de p(z)). Portanto,
(z — (1+1i))(x — (1 —1i)) = 2% — 22 + 2 divide p(z) em Q[z]. De facto,

2t =303+ 227 420 — 4= (22— 224+ 2)(2® —z - 2).

2 — x — 2 tem raizes em Q:

1+v1+8 1+3
2 2

Vejamos agora se x

2

r —r—2=0&2z= Sr=2Vzy=-1.

Em conclusio, p(z) = (2% — 22 + 2)(z — 2)(x + 1) é a decomposicio de p(x) em
factores irredutiveis em Q[z] (2?2 — 2z + 2 é irredutivel em Q[x] porque tem grau

2 e ndo tem raizes racionais).

Seja agora p(r) = 2° — 223 + 4z + 2.



(i) Em C[z], p(x) decompde-se em 5 factores lineares (pois C é um corpo alge-
bricamente fechado) correspondentes as suas 5 raizes em C. Além disso, as
raizes complexas nao reais aparecem aos pares. Como 5 é impar, uma dessas
raizes é necessariamente real.

(ii) O polinémio p(z) é irredutivel sobre Q[z] (pelo critério de Eisenstein). Como
¢ moénico, entdo é o polindmio minimo de « sobre Q. Assim [Q(«) : Q] = 5.
Como este niimero nao é uma poténcia de 2, pelo critério algébrico estu-
dado sobre a construtibilidade (por régua e compasso) de niimeros, podemos

concluir que a nao é construtivel.

6. Temos K C K(0#*) C K(0) C Le[L: K] =7. Como 0 é raiz de 22 — 02 € K(6?)[x]
entdo [K(6) : K(6%)] < 2. Por outro lado, pelo Teorema da Torre, [K(6) : K(6?)]
divide [L : K]. Logo [K(0) : K(#?)] = 1 e, consequentemente, K (6) = K(62).




