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—2 é o stmétrico de 2, isto é, o inverso de 2 relativamente a primeira operacao do anel. Entao
—2 = 4. Analogamente, 57! representa o inverso de 5 relativamente & segunda operacdo do

anel. Portanto, 571 = 5.

Sim, tem divisores de zero, precisamente os elementos 2, 3 e 4 (poisem A, 2-3=0e4-3 =0).
Os elementos 1 e 5, sendo invertiveis, nao podem ser divisores de zero, e 0 também nao o é

por definicao de divisor de zero.

A lei do corte é véalida para todos os elementos a diferentes de zero que nao sao divisores de

zero (portanto, 1 e 5):
ab=acsalb—c)=0=b—c=0&b=c

Por outro lado, as identidades 0-0=0-1,2-1=2-4,3-2=3-4e4-1=4-4 mostram que

a lei do corte nao ¢é valida para a = 0, 2, 3, 4.

A identidade é a fungao I definida por I(x) = 1 para qualquer = € Zg (pois é 6bvio que I- f = f

para qualquer f € F). Quanto aos divisores de zero:

f € F é um divisor de zero se e s6 se f # 0 e existe g # 0 em F tal que f-g = 0. A primeira
condigao significa que f(z) # 0 para algum x € Zg. A segunda condigao significa que existe
g € Ftal que g(y) #0e (f-g)(y) =0 para algum y € Zg (em z # y basta fazer g(z) = 0 para
se ter (f-g)(z) =0). Mas g(y) # 0 e f(y)g(y) = 0 significa que f(y) € {0,2,3,4}.

Em conclusdo, f é um divisor de zero se e s6 f(x) # 0 para algum x € Zg e f(y) € {0,2,3,4}
para algum y € Zg. Por exemplo, a funcao f definida por

f(w):{ 2 sex=0

1 sex>1

é um divisor de zero.

E o préprio f pois (f- f)(n) = f(n)- f(n) éiguala1-1 =1, quandon < 1, e éigual a 5-5 =1
para n > 2.

O exemplo da alinea anterior mostra imediatamente que os elementos invertiveis de F sao
precisamente as fungoes f cujo contradominio estd contido em {1,5}, pois 1 e 5 sdo os dnicos

elementos invertiveis de Zg.

Flap) € nao vazio. Para que seja um subanel, é necessdrio que f — g € F(,;) sempre que
f59 € Flap), isto é, (f—g)(a) = b quando f(a) = b= g(a). Mas, nessas condigdes, (f —g)(a) =
f(a)—g(a) = b—b =0 pelo que, para que F(, ;) seja fechado para a subtraccio, é obrigatério
que b = 0. E agora facil verificar que nessas condicoes (a qualquer e b = 0) a outra condicao
que caracteriza os subanéis € automaticamente verdadeira. Portanto, F(4p) € um subanel de

FseesOseb=0.



(8)

Pela alinea anterior, F(, ) é um subanel de 7. Sejam f € F e g € F(,). Entdo g(a) = 0,
pelo que (f-g)(a) = f(a)-g(a) = 0. Logo, f-g € F(q0), 0 que mostra que F, o) é também um
ideal de F. Este ideal nao é primo uma vez que, por exemplo, para quaisquer fungoes f,g € F

tais que f(a) =2 e g(a) = 3, se tem f - g € F(40) mas nem f nem g pertencem a F(, ).

Como

[+ Fao) =9+ Fao & f—9€ Fao e (f—9)(a) =0« f(a) =g(a),

entdo o que distingue duas classes laterais f + F,0) € g + F(q,0) € 0 valor dos respectivos

representantes f e g em a. Assim, denotando por f,, (n € Zg) a fungao definida por

fn(x)—{ n sexr=a

0 senao

é evidente que

‘7:/“7:((1,0) = {fO + f(a,O)? i+ F(a,O)) Ja+ f(a,(])a 3+ f(a,O)a Jat+ f(a70)7 f5s+ f(a,())}'
Este anel quociente é claramente isomorfo a Zg. Basta para isso verificar que a funcdo bijectiva

o: F/Fao — Zs
Int+Fap — n

é um homomorfismo de anéis.




