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Corpos e Equagoes Algébricas

SOLUCOES Exame (Epoca normal) 19/06,/09

1.

(a)

Seja S = (6,8) o subanel que pretendemos determinar. Entao S = (2) = 2Z. De

facto:
6,8€5=2=8-6€5=2ZCS5.
Por outro lado, 27 é um subanel de Z que contém 6 e 8, logo S C 2Z.

Como

2’ = T3 4227 — 14 = (2 -2 T+ ) (2 + x4+ 1)+ 322 - 21
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.’E3*332*733+7:(3:62*21)(556*5)+0

entao, pelo Algoritmo de Euclides
mdc(z® — 723 + 222 — 14,23 — 2% — Tz 4+ 7)

é o polinémio ménico associado de 3z2 — 21, isto é, 2 — 7.

(c¢) p(x), pelo critério de Eisenstein (com p = 2), é irredutivel sobre Q.

As possiveis raizes racionais de q(r) = 2* — 22 — 2 sdo 1, —1, 2 e —2. Nenhuma

delas é raiz pelo que o polinémio ndo tem raizes racionais. Assim, a tnica hipétese

dele ser redutivel sobre Q ¢é factorizar-se na forma
q(z) = (22 + ax + b)(2® + cz + d)

para alguns racionais a, b, ¢, d. Resolvendo o sistema correspondente

a+c=0
b+ac+d=-1
ad+bc=10
bd = —2.

chega-se a uma solugao:
q(z) = (&% +1)(z* - 2).
Portanto, ¢(x) é redutivel sobre Q.
r(x) é irredutivel sobre Q se e s6 se 872 —6x — 1 o for. As possiveis raizes racionais

deste ultimo polinémio sao: +1, :l:%, :l:%, j:%. Nenhuma delas é de facto uma raiz

pelo que o polinémio, nao tendo raizes em Q e sendo de grau 3, é irredutivel sobre

Q.



2.

(a) Nao. Por exemplo, em Zg, 2 e 3 s@o divisores de zero (pois 2x3 = 0) mas 2+3 =5
nao é (pois é invertivel: 5 x 5 =1).
(b) Nao. Novamente em Zg, 5 é invertivel mas 5 + 5 = 4 nao é (pois é um divisor de

zero: 4 x 3 =0). Outro exemplo: em Z, 1 + 1 = 2 ndo é invertivel.

(c) Nao: seja I um ideal préprio de um anel A com identidade 1; se 1 € I entao,para

qualquer a € A, a = a x 1 € I, um absurdo.

(a) Como (z — a) é ménico, podemos realizar a divisao de f(x) por (z — a), obtendo
f(z) = (z—a)q(z)+7r(z) com gr(r(x)) < 1 (ouseja, r(x) é um polinémio constante
r(z) = b). Portanto:

aéraizde f(z) & fla) =0 b=r(a)=0«< (v —a)| f(z).

(b) Faremos uma demonstragao por indugao sobre n. O caso n = 0 é 6bvio: f(x) serd
um polinémio constante nao nulo pelo que nao tera raizes em D.
Suponhamos agora, por hipétese de inducao, que o resultado vale para qualquer
polinémio de grau n. Nessas condicoes, seja f(z) um polinémio de grau n+ 1. Se
f(z) ndo tiver raizes em D, nao ha nada a provar. Caso contrério, se tem uma raiz
a € D entao, pela alinea anterior, f(z) = (z — a)g(x). Como D é um dominio de
integridade, gr(q(x)) = n. Logo, pela hip6tese de indugao, ¢(z) tem no méximo n
raizes. Isto implica que f(z) tem no maximo n + 1 raizes (porque se b # a é raiz
de f(x) entdo é raiz de ¢(z) pois 0 = f(b) = q(b)(b — a) implica ¢(b) = 0).

(c) Por exemplo, em Z4[z], o polinémio 222 + 2z é de grau 2 mas tem 4 raizes: 0, 1,
2e 3.

(a) Do Exercicio 1(b) decorre imediatamente que I = (22 — 7).

(b) O ideal I = (2% — 7) é maximal se e s6 se 22 — 7 é irredutivel sobre Q, o que é

verdade pelo critério de Eisenstein.

(c) Sim, pois I sendo maximal, entdo Q[x]/I é um corpo. Determinemos o inverso de
x+1,isto é, a+bxr+ I € Q[z]/I tal que (x + I)(a+bx + I) =1+ I. Para isso
teremos que determinar a + bxr € Q[z] tal que ax +bx? — 1€ [ = (22 — 7).

Basta tomar a = 0 e b = 1 pois 122 — 1 = 1(2? — 7). Portanto,
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(a) Como 22 —6 é o polinémio minimo de /6 sobre Q, entdo [Q(1/6),Q] = 2 e {1,1/6}
é uma base do espaco vectorial Q(v/6) sobre Q. Portanto

Q(V6) = {a+bV6 | a,bc Q}.

(b) Seja L = Q(+/6). O elemento v/6 tem polinémio minimo z2 — 6. Como qualquer

Q-automorfismo ® : L — L transforma raizes deste polinémio em raizes, existem



precisamente dois Q-automorfismos:

S50 QWVE) — QWE) o_s5: QWG — Q)
aeQ — a e aeQ +— a

O primeiro ¢ a identidade e o segundo aplica cada elemento a + by/6 de Q(v/6) em
a — by/6. Portanto, Gal(L,Q) = {id, @_\/g}, que é um grupo isomorfo a Ss.

Pelo Teorema da Torre,

[Q(v6,v10,v15): Q] = [Q(V6,v10,V15): Q(v6,v10)] [Q(V6,v10) : Q]
= [Q(V6,V10,V15) : Q(V6,v10)] [Q(v6,v/10) : Q(v6)] [Q(V6) : Q].

Como vimos em (a), [Q(v/6) : Q] = 2. Qual é o polinémio minimo de /10 sobre
Q(V6) = {a+bV6 : a,b € Q}? V10 é raiz de 22 — 10 € Q[z] € Q(V6)[x].
Serd que este polinémio é irredutivel sobre Q(+/6)? Sim, pois as suas duas raizes
+/10 = +v/2 /5 ndo pertencem a Q(1/6):

Com efeito, +v/10 = a + b\/6 para algum par a,b de racionais implicaria 10 =
a® + 6b% + 2abV/6, ou seja,

10 — a® — 6b?
\/6:0a 6

5ah €Q (no caso a,b#0)

2

ou 10 = 6b (no caso a = 0) ou 10 = a? (no caso b = 0), uma contradigio, em

qualquer um dos trés casos.

Portanto, 22 — 10 é o polinémio minimo de /10 sobre Q(v/6), pelo que
[Q(v6,v10) : Q(V6)] = 2,
sendo {1,v/10} uma base de Q(v/6,v/10) sobre Q(v/6). Consequentemente,
[Q(v6,v10) : Q] =4
e, pela demonstracao do Teorema da Torre,
{1,v6,v10,V60} = {1,V2V3,V2V5,2V3V5}

constitui uma base de Q(+/6,/10) sobre Q. Assim,

Q(V6,V10) = {a + bV2v3 + V25 + dV3V5 | a,b, ¢, d € Q}.

Finalmente, como v15 = v/3v/5 € Q(V/6, \/ﬁ) entdo z — V15 é o polinémio
minimo de /15 sobre Q(v/6,v/10) pelo que [Q(v/6,1/10,v/15) : Q(+v/6,110)] = 1.
Em conclusdo, [Q(v/6,v/10,v/15): Q] =4 e

Q(v6,v10,vV15) = Q(v/6,V10) = {a+bV2V3+cV2vV5+dV3V5 | a,b, ¢, d € Q}.



6.

(a)

Provar que —a = a para qualquer a € A equivale a provar que a + a = 0 para

qualquer a € A. Como, por hipétese, (a +a)? =a+a, e

(a+a)’=a+a & a®+d*+d*+ad’=a+a
& at+at+ata=a+a

& a+a=0,

esta provado.

Solugdo alternativa: Por hipétese, (—a)? = —a. Por outro lado, (—a)(—a) =

—(—a) = a. Logo —a = a.

Sejam a,b € A. Por hipétese, (a + b)? = a + b. Além disso,

(a+b)?=a+b < d*+ab+bat+b?>=a+b
& a+tab+ba+b=a+b
< ab+ba = 0.

Portanto, ab = —ba. Logo, pela alinea anterior, ab = ba, o que mostra que A é
comutativo.

(i)=(i): A/I ={a+1]|ae€ A}. Como I é primo, entdo I # A pelo que 1 ¢ I
(Exercicio 2(c)) e, consequentemente, 1 + I # 0 + I. Portanto A/I possui pelo
menos as classes 0+ I e 1 + I e, se queremos mostrar que A/l = Zy, teremos
entdo que mostrar que A/I ndo possui mais nenhum elemento. Se a € I entao
a+I1=0+1. Sea¢lentdaoa+ I #0+ I, pelo que teremos de mostrar neste
caso que a + I = 1+ I. Pela alinea (a), a +a = 0, isto é, a(a +1) =0 € I.
Logo, como I é primo, a € [ ou a+ 1 € I. A primeira condigao é falsa pelo que
necessariamente a + 1 € I, ou seja, a + 1 = 1+ I (note que a — 1 = a + 1, pela
alinea (a)).

(ii)=-(iii): A condicao (ii) diz-nos, em particular, que A/I é um corpo, pelo que [
é imediatamente maximal (resultado tedrico das aulas).

(iii)= (i): Resultado provado nas aulas que assegura que todo o ideal maximal é

primo.




