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Corpos e Equagoes Algébricas

SOLUCOES Frequéncia 27/05/09

1. (a) Zs = {0,1,2,3,4,5,6,7}.
Elementos invertiveis: 1, 3,5e 7 (¢~} = a paraa = 1,3,5,7).
Divisores de zero: 2,4, 6 (2 xg4 =6 xg4 =0).
(b) z*—1= (2%)2?-12 = (22-1)(2?+1) = (x—1)(z+1)(2?+1) dd-nos a factorizacio
de z* — 1 em polinémios irredutiveis de R[x]. Portanto, os divisores de x* — 1

sao os polinémios
1, (z—1), (z+1), (2*41), (z—1)(z+1) = 2> ~1, (z—1)(2*+1) = 2* —2® 421,

(z+D(22+1) =2 +2+2+1, 21 -1
e os respectivos polinémios associados.
(c) Pelo Teorema do Resto (valido em qualquer anel comutativo com identidade),
r—2 divide z*+23+2%+2 em Z,[z] precisamente quando 2 é raiz de x*+ 23+ 22+
em Zp[z], ou seja, quando 2% + 23 +22 42 =30=,0, isto é, n | 30 =2 x 3 x 5.
Portanto, como n > 2, x — 2 divide 2 + 2° + 22 + 2 em Z,[z] se e s6 se
n=3,5, 6,10, 15, ou 30.

2. Zao[z]/1 é um corpo se e s6 se o ideal I = (p(z)) é maximal, isto é, se e sé se p(x) é

irredutivel sobre Zs.

(a) O polinémio p(z) = x3+x+1 tem grau 3 e ndo tem raizes em Zsy logo é irredutivel
em Zs[z] (de facto, p(0) = p(1) = 1). Portanto, o ideal (z® + x + 1) é maximal
em Zs[x] e Zs[x]/(x3 + x 4+ 1) é um corpo.

(b) O polinémio p(x) = x? tem uma raiz em Zy (p(0) = 0) logo é redutivel em Zs[z].
Portanto, o ideal (z%) nio é maximal em Zs[z] pelo que Zs[z]/(2?) ndo é um

corpo.

Tem-se

Lola]/(2®) = {p() :p(z) € Zs[a]}

= {ao+ a1z : ap,a1 € Zy}

pois para cada p(x) = z%q(x) + r(z), p(z) = r(x) (onde gr(r(z)) < 2). Portanto
Zs[z]/(z?) = {0,1,%,2 + 1}, com tabelas



+ 0 1 T z+1 X 0 1 T x+1
0 0 1 T x+1 0O |0 0 0 0
1 1 0 z+1 T 1 0 1 T x+1
z Tz x+1 0 1 z |0 = 0 =
r+1|2z+1 = 1 0 r+1|0 z+1 = 1

3. (a) Um polinémio m(z) € K|x] diz-se polindmio minimo de 6 € L sobre K se é
monico, irredutivel sobre K e admite # como raiz.
O conjunto I = {p(z) € Klz] : p(f) = 0}. é um ideal de K[z]. Portanto,
como K[z] é um dominio de ideais principais, podemos concluir que existe um
polinémio ménico my(x) € K|z|, tnico, tal que I = (my(z)). S resta justificar
que mg(z) é irredutivel sobre K:
Como mg(x) tem uma raiz, tem de ser de grau > 1 necessariamente. Suponhamos

que mg(z) era redutivel, isto é, que my(z) = p1(x)p2(z), com

1< gr(pi(x)), gr(p2(z)) < gr(me(z)). (1)

Entao 0 = my(0) = p1(0)p2(#), donde p1(f) = 0 ou p2(f) = 0. Qualquer uma
destas possibilidades contradiz (1): se p;(6) =0 (i = 1 ou i = 2), entdo p;(z) € I,
ou seja, my(z) | pi(x), donde gr(p;(z)) > gr(me(x).

(b) Seja 6 = V34 /5 € R. Como 6% = 8 + 2V/15 entdo (#? — 8)2 = 60. Assim
6* — 166% + 4 = 0 pelo que 6 é raiz de 2* — 1622 + 4 € Q[z]. Este polinémio é
irredutivel em Q[z] e é assim o polinémio minimo de 6 sobre Q. De facto:

e N3ao tem raizes racionais: as Unicas possibilidades sao +1, +2, +4, nenhuma
0 é.

e Portanto, a tinica possibilidade de ser redutivel é factorizar-se na forma
a* — 162 + 4 = (2° + az + b)(2* + d'z + V).
Isto sera possivel precisamente se o sistema

a+a =0

b+ ad +0 =—-16
all +a'b=0

b =4

tiver solucao em Q. Resolvendo vem

a = —a

al —=b)=0<a=0VvVd =0

O caso a = 0 implica b+ b = —16 e bb' = 4, ou seja, b> + 16b + 4 = 0, que ndo

tem raizes racionais. Por outro lado, o caso b’ = b implica b? = 4, ou seja, b = 2



ou b = —2. Substituindo na segunda equacido obtemos —a?+4 = —16 < a? = 20
ou —a’ —4 = —16 < a? = 12, ambas impossiveis em Q.

Em conclusao, o sistema é impossivel.

A inclusio Q(v/3 + v/5) € Q(v/3,v/5) é ébvia pois V3 4+ V5 € Q(v/3,v5). Por
outro lado, da alinea anterior, [Q(\/g + \/5) : Q] = 4. Bastar4 assim mostrar que
também [Q(v/3,/5) : Q] é igual a 4. Pelo Teorema da Torre, [Q(v/3,v/5) : Q] =
[Q(V3,v5) : Q(v3)][Q(V3) : Q] = 2 x 2 = 4 pois 2 — 3 é o polinémio minimo
de /3 sobre Q e 22 — 5 é o polinémio minimo de v/5 sobre Q(v/5) (pois é um

polinémio de grau 2 que ndo tem raizes em Q(v/3)).

Da alinea anterior sabemos que
Q(V3,v5) = {a+bV3 + V5 +dV15 | a,b,c,d € Q}.
Portanto, queremos determinar a, b, c,d € Q tais que
(5v3 — 3V5)(a + bV3 + cV5 + dV15) = 1.
Fazendo os célculos, isto é equivalente a
(15b — 15¢ — 1) + (5a — 15d)V/3 + (15d — 3a)V/5 + (5¢ — 3b)v/15 = 0,

ou seja (uma vez que 1, v/3, v/5 e v/15 sdo linearmente independentes):

15b —15¢ —1 =0 b—c=1& d=0
5a —15d =0 a=3d a=0

= = 1
15d —3a =0 a = b5d c= 15
5c—3b=0 5c = 3b b=3

Solugao alternativa:

. 1 5v/3 +3V5
(5v3 —3v5) ™ = 5v3 — 35 (5v/3 — 3v/5)(5v/3 + 3V/5)
53+ 35
O9XHXx3—-—3x3Ix5H
5v/3+ 35
5 X6

1 1
= 6\/§+E\/5.

Em C[z], p(x) decompbe-se em 7 factores lineares (pois C é um corpo algebri-
camente fechado) correspondentes as suas 7 rafzes em C. Além disso, como
sabemos, as raizes complexas nao reais aparecem aos pares. Entao, como 7 é

impar, uma das 7 raizes raizes é necessariamente real.

O polinémio p(z) é irredutivel sobre Q[z]| (pelo critério de Eisenstein, p = 3).
Entao o polinémio minimo de « sobre Q é o polinémio ménico associado de p(z),
ou seja, o polinémio 27 + 62° + 22% + 3z + 3. Assim [Q() : Q] = 7. Como

3



este nimero nao é uma poténcia de 2, pelo critério algébrico estudado sobre a
construtibilidade (por régua e compasso) de niimeros, podemos concluir que «

nao é construtivel a partir dos racionais.

" 5 . ~ ~ .
5. E claro que § = v/7 (as outras 4 raizes ndo sio reais):

wl
wQH/,/ N
/A
: , . w = raiz quinta de 1,
! // p—
! ) 6 =T no 1¢ quadrante
w?’@ T -
w

Portanto, § tem polinémio minimo z° — 7 sobre Q. Qualquer Q-automorfismo de
Q(0), @ : Q) — Q(#), mantém fixos os niimeros racionais e transforma 6 numa raiz
do mesmo polinémio em Q(f) = Q(+/7) C R. Logo, necessariamente, ®(f) = 6 e s6

existe um Q-automorfismo de Q(6):

o: QW7 — QW)
aeQ a
VToo— T
que é a identidade. Assim, Gal(Q(0),Q) é o grupo trivial S; = {id}.

6. Seja {a;}ic; uma base do espago vectorial L sobre K e seja {b;};jc; uma base do
espago vectorial M sobre L. Bastard provar que {a;b;}icr jes ¢ uma base do espago
vectorial M sobre K.

E claro que cada elemento a;b; pertence a M, pois cada a; € L C M e cada b; € M.

Provemos que se trata de um conjunto de vectores linearmente independente sobre K:

Se Ziel,jeJ kija;b; =0, com k;; € K, isto significa que Zjej<2iel mijai) bj =0.
Como cada ) ;; kija; pertence a L e os b; sdo linearmente independentes sobre L,
entdo ), kija; = 0 para qualquer j € J. Mas os a; sdo linearmente independentes

sobre K e, portanto, x;; = 0 para quaisquer ¢ € I e j € J.
Finalmente, vejamos que se trata de um conjunto de geradores de M sobre K:

Seja ¢ € M. Entao podemos escrever ¢ = Zjejljij onde [; € L, porque {bj}jcs

¢ uma base de M sobre L. Mas, por sua vez, cada l; é uma combinacao linear

l; = > icr Kijai, porque {a;}icr é uma base de L sobre K. Consequentemente,

Cc = Z(Z K]ijai)bj = Z nijaibj.

jeJ el icl,jet




